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2. €A
2. Charakterystyki geometryczne przekroju

2.1 Podstawowe definicje

Z przekrojem preta zwiazane sa trzy wielkosci fizyczne nazywane charakterystykami geometrycznymi
przekroju. Sluza one na przyklad do wyznaczenia naprgzen w pretach poddanych dzialaniu sity osiowej,
momentu zginajacego, sily poprzecznej oraz momentu skrecajacego.

Rysunek 2.1 przedstawia dowolny przekrdj preta wraz ze zwiazanym z nim ukladem wspolrzednych
YZ. Elementarne pole powierzchni dA posiada wspoélrzedne y oraz z.

Rys. 2.1. Przekroj preta.

Pierwsza wiclkoscia charakteryzujaca przekrdj preta jest pole powierzchni Definicja tej wiclkosci ma
postac

A:fdA . (2.1)

Jednostka pola powierzchni w ukladzie SI jest m*. W budownictwie najczesciej uzywa si¢ cnr. Pole
powierzchni jest zawsze wigksze od zera.

Druga wiclkoscia charakteryzujaca przekrdj preta jest moment statyczny. Definicje momentu
statycznego wzgledem osi Y Sy oraz wzglgdem osi Z Sz maja postaé

S.=| z-dA
r ;[ 2.2)

S,=[ y-dd . 2.3)
A

Jednostka momentu statycznego jest m’. W budownictwie najczesciej uzywa si¢ cn’. Moment statyczny moze
przyjmowac wartosci dodatnie, ujemne oraz zero.
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Trzecia wiclkoscig charakteryzujaca przekrdj preta jest moment bezwladnosci. Definicje momentow
bezwladnosci wzgledem osi Y Iy oraz wzgledem osi Z I (sq to tak zwane osiowe momenty bezwladno$ci)
maja postac

>

I,=|zd4
= ;[ 2.4)

I,=[y"dd . 2.5)
A

Oprocz osiowych momentow bezwladnosci istnigje jeszcze moment dewiacyjny. Jego definicja ma postac

A

Jednostka momentu bezwladnosci jest m'. W budownictwie najczgsciej uzywa si¢ cm'. Osiowe momenty
bezwladnosci przyjmuja zawsze wartosci dodatnie, natomiast moment dewiacyjny moze by¢ dodatni, ujemny
lub rowny zero. Osiowe momenty bezwladnosci sa pewna miara rozproszenia przekroju wzgledem danej osi.
Im osiowy moment bezwladnosci jest wigkszy tym rozproszenie przekroju jest wicksze. Wartos¢ bezwzgledna
momentu dewiacyjnego jest miara asymetrii przekroju wzglgdem przyjetego ukladu wspotrzgdnych. Latwo
zauwazy¢, ze jesli jedna z osi ukladu wspolrzgdnych jest osia symetrii to moment dewiacyjny wzgledem tego
ukladu wynosi zero. Przedstawia to rysunek 2.2.

OS$ symetrii

Rys. 2.2. Przekroj preta z jednq osiq symetrii.

05 srodkowa — jest to o$, wzgledem ktorej moment statyczny wynosi zero. Srodek ciezkosci — jest to
punkt przeciecia dwoch dowolnych osi srodkowych.
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Chcac wyznaczy¢ wspolrzedne ye, zc srodka cigzkosci SC obieramy dowolny uklad wspolrzednych YZ.
Przedstawia to rysunek 2.3.

‘ Y
Y N~
NO
Y, N
<«
v .
ZO
, Yo " Ye L
) 7 )
s y L
) 7

Rys. 2.3. Wyznaczenie srodka ciezkosci przekroju.
Wspolrzedne elementarnego pola powierzchni dA w ukladzie osi srodkowych YoZo wynosza
Yo=Y—Yc > Q2.7)
Z,=Z—Zs - 2.8)

Momenty statyczne wzgledem osi Y, oraz Z, wynosza (yc oraz zc traktujemy jako stala)

Sy=J zpdd=[(z—z)dA=[ z-dA—z.[ d4
A A A 4 2.9)

Sw=J ypdd=[(y=y)dA=] y-dd-y.[ dA . (2.10)
A A A A

Wzory 2.9 1 2.10 po przeksztalceniu 1 uwzglednieniu faktu, Ze moment statyczny wzgledem osi srodkowej
wynosi zero beda mialy postaé

S$yo=8y—2.4=0 -

@2.11)
S,=8,~y.A=0 - (2.12)

Ostatecznie wspolrzgdne srodka cigzkosci wynosza
Prof. dr hab. inz. Andrzej Garstecki AlmaMater
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S

Zc:jy i (2.13)
S

yczf : (2.14)

Jezeli przekroj sklada si¢ z n czgsci o znanych polach powierzchni A oraz wspolrzgdnych srodkéw cigzkosci vi
1 z; to wspolrzedne srodka cigzkosci oblicza si¢ ze wzorow

z __Y_z=1 ,
CT 4T (2.15)
A.
Ay,
5, &
Y= =& : (2.16)

Oczywiscie jezeli przekrdj posiada o$ symetrii to $rodek cigzkosci musi znajdowac si¢ na niej. W
przekroju posiadajacym dwie osie symetrii §rodek ci¢zkosci znajduje si¢ w punkcie ich przecigcia.

2.2 Momenty bezwladnoSci przy przesunigciu ukladu wspélrzednych

Zalozmy, ze znane sa momenty bezwladnosci w ukladzie osi srodkowych YoZo. Poszukujemy
momentow bezwladnosci w dowolnym ukladzie YZ. Wspodlrzedne srodka cigzkosci przekroju w ukladzie YZ
wynosza vr oraz zp. Przedstawia to rysunck 2.4. Moment bezwladnosci wzgledem osi Y zgodnie z definicja
wyrazong przez wzor (2.4) wynosi

2 2
]YZIZ 'dA:f(Zo'i‘ZP) d4d . (2.17)
Po rozwinigciu wyrazenia w nawiasie wzor 2.17 bedzie mial postac

]Y:f(zj-i-Z -zo-zP—i-zf,)dA : (2.18)
A
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Calke z sumy zamieniamy na sumg calek. Wzor 2.18 bedzie mial posta¢ (z jako stala wyciagamy przed caltke)

Iy:.[ zf)-dA-i-Z 'ZP.[ zo-dA+Zi;f dA . (2.19)
A A =
Y
-« T
ND_
Y, ™
<«
v, .
L Y, L Yo 1;
7 7 i’
| y 2
| 1

Rys. 2.4. Wyznaczenie momentow bezwladnosci przy przesunieciu ukiadu wspotrzednych..

Interpretujac poszczegodlne calki otrzymano

I,=1,+2z,8,,+z04 - (2.20)

Poniewaz o$ Yo jest osig srodkowa wigc moment statyczny wzgledem tej osi Syo wynosi zero. Ostatecznie
wzor na obliczenie momentu bezwladnosci Iy bgdzie mial posta¢

I,=I1,+z A4 - @.21)
Analogicznie wzor na obliczenie momentu bezwladnosci I, bedzie mial posta¢
I,=I,+ypd > (2.22)

W celu wyznaczenia momentu dewiacyjnego wykorzystano definicje wedlug wzoru (2.6).

Iyz:fY'Z'dA:f(J’o+yp)'(zo+zp)d‘4 : (2.23)
A A
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Po rozwinigciu wyrazen w nawiasach wzor 2.23 bgdzie mial postaé
]YZ:.[(y0'20+y0'zp+Zo'yP+yP'ZP)dA : (2.24)
A
Calke z sumy zamieniamy na sumg calek. Wzor 2.24 bedzie mial postac (w oraz zp taktujemy jako stale)
]YZ:,,[ yo'Zo'dA+ZP'f yo'dA"'yP'.[ ZO'dA+yP'ZPI a4 . (2.25)
A A A A
Interpretujac poszczegodlne calki otrzymano

Iyy=Type+2p°S gt Yo Syt Ypzp 4 - (2.26)

Poniewaz osie Yo oraz Zo sa osiami Srodkowymi wigc momenty statyczne wzglgdem tych osi Syo oraz Szo
wynoszg zero. Ostatecznie wzor na obliczenie momentu bezwladnosci Iyz bedzie mial postac

Iy, =1yt Ypzpd - 2.27)

Wzory 2.21, 2.22 oraz 2.27 nosza nazw¢ wzorow Steinera i sg podstawowymi wzorami sluzacymi do
obliczania momentoéw bezwladnosci dowolnego przekroju wzgledem dowolnego ukladu wspolrzednych.

2.3 Momenty bezwladnoSci przy obrocie ukladu wspolrzednych

Zakladamy, ze znamy momenty bezwladnosci w ukladzie YZ. Szukamy momentéw bezwladnosci w
ukladzie Y'Z' obréconym o kat o.. Dodatni kat jest zgodny z obrotem osi Y w kierunku osi Z. Przedstawia to
rysunek 2.5. Wspoélrzedne eclementarmnego pola powierzchni dA w ukladzie Y'Z' opisuja wzory
transformacyjne, ktdre maja znana postac

y'=y-cosx+z-sinx - (2.28)

z'=—y-sinx+z-cosx - (2.29)

Korzystajac z definicji momentu bezwladnosci wzgledem osi Y otrzymano

[Y':J«Z'Z-dA:f(—y-sina+z-coso<)2dA . (2.30)
A A
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Rys. 2.5. Przekroj z obroconym ukiadem wspolrzednych Y'Z'.
Rozwijajac wyrazenie w nawiasie wzor (2.30) bedzie mial postac

Iy,:f (yz-sinzo(—y-z-sin(x-cosa+zz-cos2(x)dA . 2.31)
A

Poniewaz sinus i cosinus kata a sa stale mozemy wyciagnac je przed znak calki. Zapisujac catke sumy jako
sumg calek wzor (2.31) przybierze postaé

]Y,:sinzcxfyz-dA—sin(x-coscxfy-z-dA—i—cosZO(fzz-dA . 2.32)
A A A
Interpretujac poszczegodlne calki wzor (2.32) bedzie mial postac
... D ; 2
I, =sim«l,—sinoc-cosx-1,,+cos" -1, - (2.33)

Wprowadzajac funkcje kata 2a, ktdre majq postac

sin2(x:§(1—cos(2 -(x)) ’

(2.34)
2 1
cos a:3(1+cos(2 -(x)) ’ 2.35)
2-sin(x-cos0(:sin(2 -(x) ’ (2.36)
otrzymano ostateczng posta¢ wzoru transformacyjnego.
Prof. dr hab. inz. Andrzej Garstecki AlmaMater
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= ]Y—;IZ—F]Y;IZ cos(2 -(X)—IYZ-sin(Z -(x) . (2.37)

Postgpujac analogicznie otrzymano nastgpujace wzory transformacyjne

L+l -1
22 2

2 cos(2 -(x)—i-]YZ-sin(Z -(X) ’ (2.38)

IY_[Z

l,.,= sin(2 -(x)—i-IYZ-cos(Z -(x) - (2.39)

2.4 Glowne momenty bezwladnosci

Istnieje pewien wyrdzniony uklad wspolrzgdnych, w ktorym osiowe momenty bezwladnosci przyjmuja
wartosci ekstremalne, a moment dewiacyjny znika. Taki uklad nazywamy ukladem gléwnych osi
bezwladno$ci, a momenty osiowe w tym ukladzie glownymi momentami bezwladnosci. Kat, ktory okresla
polozenie glownych osi bezwladnosci wyznacza si¢ ze wzoru

1g(2 oy)=— : (2.40)

Wstawiajac wartos¢ kata o do wzorow transformacyjnych (2.37) i (2.38) otrzymamy wzory na obliczenie
momentow glownych w postaci

Ietl: ds—1I :
IYgl: YZ Z+ YZ ZCOS(Z 'O(gl)—IYZ'Sll’I(Z 'O(gl) > (2.41)
Tkl Jo—l
= Y2 £_1 Zcos(Z -(xg,)-l-IYZ-sin(Z -(xg,) ' (2.42)
Glowne momenty mozemy uporzadkowac tak aby
1
I,=max| ¢ .
[ Zgl (2.43)
.| Lo
I ,=min{ & . (2.44)
Zgl

Momenty I; oraz Iy mozna wyznaczy¢ takze z nastgpujacych wzorow ( mozna je wykorzysta¢ do sprawdzenia
obliczen gléwnych momentow bezwladnosci)
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2
I,.+1 I,.—1
1,= YZ Z—i—\/( YZ z +]I2,Z ’ (2.45)
I+ 1,—1,\
= Y2 zZ_ ( Y2 2\ +15, (2.46)

2.5 Niezmienniki

Niezmiennikiem nazywamy taka wielkos¢ fizyczna, ktoéra nie zmienia swojej wartosci przy obrocie
ukladu wspoétrzednych. W przypadku charakterystyk geometrycznych mamy dwie takie wielkosci. Pierwszy
niezmiennik ma posta¢ sumy momentéw osiowych. Wynosi on odpowiednio w dowolnym ukladzie
wspolrzednych 1 w ukladzie osi glownych

J1:[Y+[Z:[Ygl+[Zgl . (2.47)

Drugi niezmiennik w dowolnym ukladzie wspolrzednych oraz w ukladzie osi gléwnych wynosi (moment
dewiacyjny w ukladzie osi gldéwnych rowna si¢ zero)

J2:]Y'IZ_]§Z:]Yg1'IZg1 : (2.48)

2.6 Momenty bezwladnosci prostokata

Jako przyklad zostanie wyznaczony moment bezwladnosci wzglgdem osi Yo przekroju prostokatnego o
szerokosci b 1 wysokosci h. Oczywiscie srodek cigzkosci znajduje si¢ w Srodku wysokosci 1 szerokosci
prostokata. Przedstawia to rysunek 2.6.

K U .
b b < |
2 , 2
v, T 1T v
<< dA » <
Nl = | &
N N
Yz
0
b : b
1 1
Rys. 2.6. Przekroj prostokqiny.
Prof. dr hab. inz. Andrzej Garstecki AlmaMater
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Elementarne pole dA wynosi

dA=b-dz, - (2.49)
Moment bezwladno$ci wzgledem osi Yo zgodnie z definicja bedzie wynosil

h h

2 2
]YOZ.[ zp-dA= _[ zj-b-dzozb-f zo-dz, - (2.50)
A

_h i

2 2

Ostatecznie warto$¢ momentu bezwladnosci bedzie mial wartos¢

_bh
12 2.51)

I == - (2.52)
Ogolnic osiowe momenty bezwladnosci prostokata wzglgdem osi Srodkowych beda mialy posta¢

_ wymiar réwnolegly do osi X wymiar prostopadly do osi’

4
os ]2

(2.53)

Poniewaz osie Yo oraz Z, sa osiami symetrii to moment dewiacyjny prostokata bgdzie wynosilzero.

2.7 Momenty bezwladnosci innych figur

Polozenie srodka cigzkosci trojkata prostokatnego o wymiarach przyprostokatnych b i h przedstawia
rysunek 2.7. Momenty osiowe bezwladnosci trojkata prostokatnego wynosza

; o_bh
Yo 36 2.54)
h-b’
l,=— - (2.55)
Z0 36
Prof. dr hab. inz. Andrzej Garstecki AlmaMater
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N N

§|~,
~

b2
L3 L
7 7
|, b |
7 7

Rys. 2.7. Przekroj w formie trojkqta prostokqtnego.

Ogolnic osiowe momenty bezwladnosci trojkata prostokatnego wzgledem osi srodkowych bgda mialy postac

_ wymiarréwnolegly do osi X wymiar prostopadly do osi®

I,
os 36

(2.56)

Osie Yo 1 Zo nie sa osiami glownymi dla trojkata prostokatnego wigc moment dewiacyjny bedzie rézny od zera.
Jego wartos¢ bezwzgledna oblicza si¢ ze wzoru

2 42
|]Yozo|:M
72

(2.57)

b
L, 3 L
A 7
" b |
| 7

Rys. 2.8. Trojkqt prostokqtny z zaznaczonym wiekszym polem powierzchni w ¢wiartkach ujemnych.
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Znak momentu dewiacyjnego ustala si¢ na podstawie polozenia trojkata prostokatnego w ukladzie
wspolrzednych. Na rysunku 2.8 zostala zaznaczona wigksza czgs$¢ przekroju trojkata. Czgsc ta znajduje sig¢ w
¢wiartkach, w ktorych wyrazenie yozodA jest ujemne (beda to tak zwane ¢wiartki ujemne) wigc moment
dewiacyjny trojkata ma warto$¢ ujemna. W przypadku innego usytuowania trojkata w ukladzie wspolrzgdnych
znak momentu dewiacyjnego nalezy ustali¢ w zaleznosci od polozenia wigkszej czgsci przekroju.

W przypadku przekroju kolowego o promieniu R srodek cigzkosci znajduje si¢ oczywiscie w Srodku
kola. Osiowe momenty bezwladnosci w ukladzie osi srodkowych wynosza

l,,=1,= ' (2.58)

Moment dewiacyjny przekroju kolowego wynosi oczywiscie zero.

\Zi

0

Rys. 2.9. Przekrdj kolowy.

W przypadku przekroju bedacego polowa kola polozenie srodka cigzkosci zostalo pokazane na rysunku
2.10.

O$ symetrii

Q:‘I:
|

Y,

0

Rys. 2.10. Przekréj bedacy potowq kota.

Osiowe momenty bezwladnosci wynosza
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(2.59)

IYOZ(%_Qi)REo,w% R
*TT

1T'R4 4 .
1,="5—=03927 R (2.60)

Moment dewiacyjny wynosi oczywiscie zero.

Polozenie srodka cigzkosci w przekroju bedacego ¢wiartka kola o promieniu R przedstawione zostalo na
rysunku 2.11.

Q.“ 5

Y, £ S| on
Vzo

R

L , 3T

1 1
Rys. 2.11. Przekroj bedqcy ¢wiartkq kola.

Osiowe momenty bezwladnosci wynosza

1,,=1,=005488-R" - .61)

Wartos¢ bezwzgledna momentu dewiacyjnego wynosi

1,,5|=0,01647 -R* - 2.62)

&

o

z 4t

L L, 3
4 4]

Rys. 2.12. Przekrdj bedacy ¢wiartkq kola z zaznaczonym wiekszym polem powierzchni w ¢wiartkach dodatnich.
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Znak momentu dewiacyjnego ustala si¢ podobnie jak dla przekroju trojkatnego. Wigksza czes¢ przekroju
przedstawia rysunek 2.12. W tym przypadku wigksza cz¢s¢ przekroju znajduje sic w éwiartkach dodatnich
wigc moment dewiacyjny bedzie dodatni.

2.8 Przekroje walcowane

Osobng grupg pretow stanowia prety wykonane z ksztaltownikow walcowanych. Charakterystyki tego
typu przekrojow znajduja si¢ w Tablicach do projektowania konstrukcji metalowych Istnicje wicle
rodzajow tego typu przekrojow. Ponizej zostang przedstawione podstawowe typy.

1. Dwuteownik. Wyglad przekroju oraz wielkos$ci potrzebne do wyznaczenia charakterystyk geometrycznych
przedstawia rysunek 2.13.

y D,
A, s
-l
e Ber
o P 1o 1
iy
i
Wyréz- ek Moment bezwlad- |
nik ‘Wymiary prze= | Masa nosci
oznacze- kroju
nia
RESE e
IIp

80 | 80| 42| 39| 59| 39| 23| 7.58 595 78| 629
100 |100| 50| 45( 68| 45| 27| 1006 | 32| 17| 122
120 |120| 58| 51| 77| 51| 31| 142 | 12| 328 15
140 | 140| 66| 57| 86| 57| 34| 183 | 144 | 53 | 352
10 | 160| 74| 63 95| 63| 38| 28| 119 | 933 | 41
104]| 69| 41| 279 | 2109 | 1450 | 813
200 | 200 90 7.5 11.3] 7.5| 4.5 26,3 | [2140. [ 117]
% 00T 6,0/ 1,3 | 7.5| 4,5 30,9 | 242 | 2070
220 |.2200 98| 8.1l122| 81| 49| 39061 31711 3060 | 162

Rys. 2.13. Przekroj dwuteowy.

Poziome elementy nazywamy pétkami natomiast pionowy element nazywany jest $rodnikiem.

2. Poléwka dwutecownika. Wyglad przekroju oraz wielkosci potrzebne do wyznaczenia charakterystyk
geometrycznych przedstawia rysunek 2.14.

Ceownik. Wyglad przekroju oraz wielkosci potrzebne do wyznaczenia charakterystyk geometrycznych
przedstawia rysunek 2.15.

W

4. Katownik réwnoramienny. Wyglad przekroju oraz wielkosci potrzebne do wyznaczenia charakterystyk
geometrycznych przedstawia rysunek 2.16. Dla grubosci polki 3,0 mm odczytac nalezy wartosci gorne a
dla 4,0 mm dolne.

5. Katownik nieréwnoramienny. Wyglad przekroju oraz wielkosci potrzebne do wyznaczenia charakterystyk
geometrycznych przedstawia rysunek 2.17. Dla grubosci polki 5,0 mm odczytujac nalezy wartosci gorne a
dla 6,0 mm dolne.
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Rys. 2.14. Poléwka dwuteownika.

Rys. 2.15. Przekroj ceowy.

Rys. 2.16. Kqtownik rownoramienny.
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Tablica I1

KATOWNIKI NIEROWNORAMIENNE
wg PN-81/H-93402

Diugosci fabrykacyjne: przy szerokosci ramion 45x 30 mm 3-12m
przy szerokodci ramion powyzej 45x30 mm 3+15 m

: Promien
‘Wymiary Nachy- | Pole Moment bezwladnosci esdis dhsast
ot lenie prze-
Wyr6inik pre o Masa ;
e R T e e e ] ]
mm cm 18 « cm? cm* cm
4 4 1,48 | 074 [ 0434| 2,86 224| s77| 205 1,19 | 12,04 362| 1,37| 085 065
e 45 30 5] 400120 5| o8 | 0429| 32| | 276| 698 | 247 145 | 1513 | 460 | 141 | 084 | 064
c40x3 5 1,9 | 097|f 0,437 3,76 | [17,2 611 | 3,50 355 10,63 | 1,89 | 1,13| 086
60%d0x 3 60| 40 6| 60/ 3,0 |2’00 1,01| bt | Saal | aas| |20 712 | 415 | 428 12,93 | 1188 | 1,12 | 0,86
70%50%7 70| sof 7| 70[35]| 227] 129 0493| 7,96 625| 382 | 1616 | 906|793 293 | 219 1,42 1,07
6 6 244 | 121 | 0435 7,19 s6s| 40,5 | 1444 | 836| 833 | 249 | 237 1,42| 1,08
75%50%7 70| sof 7| 7,0(3,5| 248| 1,25|0433| 831 6.53| 464 | 1646 | 957 976 | 294 | 236 | 1.41| 1,07
8 8 2,52 | 1,29 | 0,430 9,41 739| s20°| 1838 | 1075|1119 | 339 [ 235| 1,40 1,07
80x40% 6 80| 40| 6| 7,0{35] 285| 088 [0%0| 68| | S541| 449 759 | 4921009 | 130 | 256| 1,05| 085
80> 65x 10 80| 65| 10| 8,040 | 2,55 1,81 |0638] 13,6 107 | 822 | 483 | 248 |1705 | 926 | 246 | 1,89 | 1,35
90% 60x 8 90| 60| 8| 80|40/ 29| 1,48 0434| 11,4 897| 923 | 328 190 |1927 | 579 | 284| 1,70 1,29
10050 x8 100{ 50| 8| 90[4,5]| 35| 1,12 [0258] 114 899| 1160 | 195 | 127 |2633 | 340 | 3,18 1,31| 1,05

Rys. 2.17. Kqtownik nierownoramienny.

2.9 Momenty bezwladnos$ci w “klasycznym” ukladzie XY

W wielu podrgcznikach charakterystyki geometryczne sa wyznaczone w ukladzie XY, ktory zostal
przedstawiony na rysunku 2.18.

AY

Rys. 2.18. Przekréj w “klasycznym ™ ukladzie wspolrzednych XY.

Definicje momentu statycznego wzgledem osi X 1 Y maja postac

S.=| y-dA .
¥ { Y (2.63)
Sy=[ xdd . (2.64)
4
Prof. dr hab. inz. Andrzej Garstecki AlmaMater

Dr inz. Janusz Debinski



2. CHARAKTERYSTYKI GEOMETRYCZNE PRZEKROJU

17
Definicje momentu bezwladnosci maja postac
I,=] y>da .
* ;': d (2.65)
I,=]) xdA |
r j[ (2.66)
I,,=[ x-y-dA 2.67)
A
Polozenie srodka cigzkos$ci oblicza si¢ ze wzoréw
Sy
=y © (2.68)
_ Ox
Y=g

Jezeli przekroj sklada si¢ z n czgsci o znanych polach powierzchni A oraz wspolrzgdnych srodkow cigzkosci xi
1yi to wspolrzedne srodka cigzkosci oblicza si¢ ze wzorow

xl
Y _& i=] ,
cTy n (2.69)
Ai
i=]
Ai.yx
_ SX i=]
Ve=—F =" (2.70)
Ai
i=1
Twierdzenie Steinera bedzie mialo postaé
2
Iv=1ytypd - Q2.71)
2
Iy=1yy+xp-A 2.72)
Iy =1 yppptxp yp A4 2.73)
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We wzorach (2.71), (2.72) i (2.73) Ixo, Ivo 1 Ixovo 0znaczaja momenty wzglgdem osi srodkowych, xp 1 yp
oznaczaja wspolrzedne srodka cigzkosci w ukladzie XY.

Wzory transformacyjne bgda mialy posta¢

b IX;]Y+1X_IY COS(2 '(X)_IXY'Sin(Z '(X) | 274
= ]X-ZHY—]X_]Y cos(2 -(x)-l-IXY-sin(Z -(X) ’ 2.75)
Iyy = IX;]Y Sin(2 '(X)+]XY'COS(2 '(X) ' @70

Kat nachylenia osi glownych oblicza si¢ ze wzoru

2 il
1g(2 -(xg,):—[X_IY Q.77)
Wartosci glownych momentow bezwladnosci oblicza si¢ze wzorow
Totl, Jlo—1I; .
Yl = 3 + cos(2 -(xg,)—IXY-sm(Z -(xg,) g 2.78)
dotdy Lop—I
YoI= X2 L Ycos(Z -O(g,)+IXY-sin(2 -(xg,) : (2.79)
Do sprawdzenia obliczen mozna zastosowa¢ nastepujace wzory
I,+1 \/ 1,-1,\
] — X Y+ X Y +12 B
I P ( 2 Xy (2.80)
2
I.+1, o i d 5
1,==5 _\/( L)+, 2.81)

Wartosci niezmiennikéw w dowolnym ukladzie wspolrzednych oraz w ukltadzie osi glownych beda wynosily

J=ly+ =1, +1,, (2.82)

Prof. dr hab. inz. Andrzej Garstecki AlmaMater
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Jy=Lp Ly—T=1 Iy (2.83)

2.10 Przyklady liczbowe

2.10.1 Przekroj blachownicowy - dwuteowy

Wyznaczy¢ glowne momenty bezwladnosci Iyy oraz I, przekroju pokazanego na rysunku 2.19.
Wszystkie wymiary sa podane w centymetrach.

oh
(g
-
-
1,0
o
S
(g
-
N
o
L 9,0 N
7 7

Rys. 2.19. Przekrdj blachownicowy — dwuteowy.

Poniewaz przekrdj dwuteowy posiada dwie osie symetrii $rodek cigzkosci znajduje si¢ w punkcie
przecigcia si¢ obu osi symetrii. Przedstawia to rysunek 2.20. W celu wyznaczenia polozenia srodka cigzkosci
przekrdj zostal podzielony na trzy figury skladowe. Wszystkie figury sa prostokatami. Zostalo to
przedstawione na rysunku 2.21.

Wspdlrzedne Srodkow cigzkosci poszczegolnych figur skladowych wynosza

V=00 cm z,=—150 cm
V=00 cm z,=0,0 cm . (2.84)
Yps=0,0 cm  z,,=+15,0 cm
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Oh
N
A A
-
o
1,0 ©
YO
<} +* o
2
N
o
©
-~
A N
\ =
Z o
0
I 9,0 |
7 7
, 45 45
7 7 7

Rys. 2.20. Polozenie srodka ciezkoSci przekroju dwuteowego.

o
~
A
« N AV
Y01 o
1.0 =
® 2
Y =Y
0 02
« N o
o
N
o
e
Y03 AV
N
<« v N ;V
2=2 =2 =7, «
Is 9,0 L,
7 7

Rys. 2.21. Podzial dwuteownika na figury skladowe.
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Momenty bezwladnosci wzglgdem osi Yo oraz Zo wynosza

3
1,=2020 (15019020
12
1,0-280° 2
+T+(0’0) -1,0-28,0 (2.85)
3
+%+(+15,0 1°.9,0-2,0=9941 cm’
2,0-90° 2
120:T+(0,0) -9,0-2,0
3
428010 15 0V.1.0-280 : (2.86)
12
3
+%+(a0 1.9,0-2,0=245,3 cm’

Ze wzgledu na to, ze osie Y, oraz Z, sa osiami symetrii przekroju dwutcowego moment dewiacyjny wynosi
zero. Skoro wigc moment dewiacyjny rowna si¢ zero to mozna wyciagna¢ wniosek , ze osie Yo 1 Zo sa
glownymi osiami bezwladnosci.

2.10.2 Przekroj blachownicowy - teowy

Wyznaczy¢ glowne momenty bezwladnosci Ivy oraz Iz przekroju pokazanego na rysunku 2.22.
Wszystkie wymiary sa podane w centymetrach.

L 9,0 b ©

1 1 o
-~
-~

1,0

o

2

N
- o

Rys. 2.22. Przekréj blachownicowy teowy.
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Poniewaz przekrdj teowy posiada jedna o$ symetrii srodek ciezkosci znajduje si¢ na tej osi. W ten sposob
znamy wspolrzedng ye srodka cigzkosci. Checac wyznaczy¢ wspdlrzedna z srodka cigzkosci zostal obrany
uklad wspolrzednych YZ. Przedstawia to rysunck 2.23. Przekroj zostal podzielony na dwie figury skladowe.
Obice figury sa prostokatami.

|, 9,0 , o o
Y 1 | ~ (g
1 A N
Y -
01
o
e
1,0 ~
Y
02
< Fo
[e0]
~
L A
vZ=Z =7 =7
0 01 02

Rys. 2.23. Polozenie srodkow ciezkosci poszczegolnych figur.

Wspdlrzedne srodkow cigzkosci poszczegolnych figur w ukladzie YZ wynosza

y,=0,0cm z,=1,0 cm

(2.87)
y,=0,0cm z,=16,0 cm
Wspolrzedna zc srodka cigzkosci wynosi
_9020-10 +28,0-1,0-16,0:]0,13 om - 2.88)

Zc
9.0-2,0 +28,0-1,0

Rysunek 2.24 przedstawia przekrdj z zaznaczonym ukladem osi srodkowych YoZo. Wspolrzedne srodkow
ciezkosci poszczegolnych figur w ukladzie YoZo wynosza

Vy=00cm z,=—9/13 cm 289
V=00 cm z,=587 cm '
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L 9,0 L =Y
1 1 a3
-~
‘ N
Y01 ™ >
e
YO
<«
N~
wh
Y02 v
<« o
o
~
1,0
- AV
ZO= ZO1 = ZOZ

Rys. 2.24. Przekroj teowy z zaznaczonym ukladem osi Srodkowych.

Momenty bezwladnosci w ukladzie YoZ, wynosza

3
[Y0:M+(_9,]3 )2.9’0.2’0
12 ,
) 3 (2.90)
+%+(5,87 1’-1,0-28,0=4301 cm’
3
1202%4-(0,0 1-9,0-2,0
28,0-1,0° 2 e
+T+(0’0 J"1,0-280=1238 cm’

Ze wzglgdu na to, ze 0$ Zo jest osia symetrii przekroju teowego moment dewiacyjny wynosi zero. Skoro wigc
moment dewiacyjny rowna si¢ zero to mozna wyciagnaé wniosek , ze osie Yo 1 Zo sa gldéwnymi osiami
bezwladnosci.

2.10.3 Zastosowanie twierdzenia Steinera

Dany jest moment bezwladnosci przekroju bedacego polowka kola wzgledem osi Yi. Wyznaczy¢
moment bezwladnosci wzgledem osi Y. Przekrdj zostal przedstawiony na rysunku 2.25.
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4
TR
J.=——— (2.92)
Y1 8
"«
oS ‘ S
Y |
0
v
vZ =Z =7
0 1 2
Rys. 2.25. Przekroj bedqcy ¢wiartkq kola.
Zgodnie z twierdzeniem Steinera moment bezwladnosci wzgledem osi Y: wynosi
2
I,=1,,+z,-4 (2.93)
Wspdlrzedna z; srodka cigzkosci przekroju w ukladzie Y1Z; wynosil
4-R
z,=——"— (2.94)
3
Ostatecznie moment bezwladnosci wzgledem osi Y; wynosi
4 2 2
TR 4-R\ TR
Y1 8 Y0 3 T ) 2 ( )
Moment bezwladnosci wzgledem osi srodkowej Yo wynosi
™ 8§
IYOZ(———)-R" (2.96)

8 9.1

Moment bezwladnosci wzgledem osi Y, wynosi (z jest wspolrzedna srodka cigzkosci przekroju w ukladzie

Y.Z,)

T
IY2:]Y0+Z§'A:(§_9—

4 -R)2 R’

(2.97)
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