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2. CHARAKTERYSTYKI GEOMETRYCZNE FIGUR
PLASKICH

2.1. MOMENTY STATYCZNE POLA

W podstawowych obliczeniach elementow konstrukcyjnych wystepuja pewne wielkosci
zwigzane z przekrojem poprzecznym tych elementow, ktore zaleza od ksztattu linii
ograniczajacej pole powierzchni, wielkosci pola powierzchni i jego potozenia wzglgdem
przyjetego uktadu odniesienia. Nosza one og6lng nazwe charakterystyk geometrycznych
figur ptaskich. Zaliczamy do nich momenty statyczne i momenty bezwtadnosci.

Wezmy pod uwage dowolng figure ptaska zwigzang z uktadem wspoétrzednych Y,Z (rys. 2.1)
i rozwazmy dwie catki (2.1) 1 (2.2).

z 4 Sy=][ z-da 2.1)
A
______ S,=][ y-da (2.2)
A
N ! gdzie: A- oznacza catkowanie po catlej
i powierzchni figury plaskiej

*_R;;IEIZ 21 Y

Kazda catka przedstawia sume¢ iloczyndéw elementarnych powierzchni przez ich
odlegtosci od okreslonej osi (Y lub Z). Calka Synosi nazwe momentu statycznego figury
plaskiej wzgledem osi Y, a calka S, to moment statyczny figury plaskiej wzgledem osi Z.
Moment statyczny pola wyrazamy w jednostkach dlugosci do trzeciej potegi (cm?, n?).

Przy rownoleglym przesunieciu osi wielkos¢ momentow statycznych zmienia sig.
Rozpatrzmy dwie pary rownoleglych osi Y1,Zi 1 Y»,Z(rys. 2.2). Odlegto$¢ miedzy osiami Y,
1Y, wynosi b, natomiast miedzy osiami Z, i1 Z, roOwna jest a. Zatdozmy, ze powierzchnia
figury plaskiej A oraz momenty statyczne Sy i S,1 53 znane. Obliczamy Syz1 Sz.

Z, T Z2 y,=yy—a  z,=z,=b
szukane momenty statyczne bedg rowne:
. S,=|[(z,~b)-d4
I A
§ $y=JJ (v—a)da
A
> czyli:
a Y, S,=8,—b4 (2.3)
—= Sy=S,—a-4 (2.4)
Rysunek 2.2: Yi

A zatem, przy rownoleglym przesunig¢ciu osi moment statyczny zmienia si¢ o wielko$¢
iloczynu powierzchni A przez odlegto$¢ migdzy tymi osiami. Wielkosci a i b moga by¢
zardwno dodatnie jak i ujemne.
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Os wzgledem ktorej moment statyczny jest rowny zeru nazywa sie osia centralna.
Z rownan (2.3) i (2.4) otrzymamy wspotrzedne poczatku nowego ukladu wzgledem
ktorego momenty statyczne bedg réwne zero.

0=S8y,—b-4
S
b=z = —n 2.5
2= (2.5)
analogicznie dla drugiego przypadku osi réwnolegtych:
S Yl
=y, =— (2.6
a=y.=— (2.6)

Punkt przecigcia si¢ osi centralnych nazywamy Srodkiem ci¢zko$ci figury plaskiej,
ktorego wspotrzedne wzgledem dowolnego uktadu osi Y, Z; okreslajg zaleznosci (2.5) 1
(2.6).

Jezeli figura ptaska ma o$ symetrii, to jej sSrodek cigzkos$ci lezy na tej osi, w przypadku
za$ dwu osi symetrii srodek cigzkosci takiej figury znajduje si¢ w punkcie ich przecigcia.

Na zakonczenie zauwazmy, ze wzory (2.5) 1 (2.6) pozwalaja okresli¢ potozenie srodka
cigzkosci, jesli znamy momenty statyczne, oraz odwrotnie, znalez¢ momenty statyczne,
jesli znane jest potozenie $rodka ciezkosci figury ptaskie;.

Przyklad 2.1. Znalez¢ odleglos¢ srodka ciezkosci trojkata od jego podstawy b
(rys. 2.3).

Z1 ‘. Z
<

Y

= >

€=
Y1
B
- b =
Rysunek 2.3:

Na wstepie obliczamy moment statyczny trojkata wzgledem przyjetej osi Y, korzystajac z
réwnania (2.1):
Sy :ff zydA
A

Dzielimy pole trojkata na paski o szeroko$ci ¢ 1 wysokosci dz;. Pole powierzchni
elementarnego paska dA=c-dz,
Z podobienstwa trojkatow dostajemy:
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b,
h
gdzie: b jest szeroko$cig podstawy trojkata, a h - jego wysokoscig. Wobec tego, po
podstawieniu otrzymamy:

(h_Zl),

s =2

Y1

(h—z,)z,-dz, (2.7)

1 2
Syy=—b-h
"=

O e

|

a zatem (korzystajac z rownania 2.5), odlegto$¢ od podstawy trojkata do srodka ciezkosci
WYynosi:
s

S~

z,= 5
A b
2

S h
A 3

Przyklad 2.2. Okresli¢ potozenie srodka cigzkosci potokregu o promieniu r (rys.2.4).

Z, !
b(z)

dzl

Rysunek 2.4: Y1

Przyjmujemy uktad osi yi, z;. Poniewaz o$ z, jest osig symetrii wigc, y.=0.
Odlegtos¢ srodka ciezkos$ci od osi y, obliczamy ze wzoru (2.5)
|
2

gdzie: SW:” zpdd i _TUT
A 2

Dzielimy pole potokregu na paski o elementarnej powierzchni dA=5b(z,)dz,
Moment statyczny Sy, wynosi:

‘S’YIZ‘!‘b(zl)-zl-afz1

Przechodzac do wspotrzednych biegunowych:
b(z,)=2-rsin@, z,=r-cos@, dz;=—r-sin@d® , otrzymamy moment statyczny

potokregu wzgledem osi y;:
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juis
3

F 2 L)
Sy1=—2-r3 f sin’ @ cosp d p= g-rz’-sin3 (p/?z?r
0
0

Druga wspotrzedna srodka ciezkosci bedzie wynosic:

. = 2.7 4y
3-%-111’2 3w

Przyklad 2.3. Okresli¢ potozenie srodka cigzko$ci figury ztozonej (rys.2.5).
Wymiary podano w [cm].

AZAZC

6.0

6.0 3.0

>
al

Rysunek 2.5:

v

A

Dzielimy figure ztozong na figury proste: trojkat, prostokat 1 potokrag. Przyjmujemy
dowolny uktad wspotrzednych y, z i okre§lamy wspotrzedne $rodkow cigzkosci
poszczegblnych figur prostych.

Momenty statyczne figury zlozonej sa réwne sumie momentéw statycznych figur
prostych:

Sy =4z, +A,z,+ A2,
S.=Ayy tAyy,tAyyg
A zatem:
1 2° _ 3
S, —5-6-3- 1+3:6:3+7 -7-4—88,1 cm

2
S.=—13.62436 1542 3+22)2332 cnf
2 2 3.1

Pole powierzchni figury ztoZonej jest rowne:
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2

1 2 3
==6:3+3-6+m- ==
> 6:3+3:6 > 33,3 cmi

Szukane wspotrzedne srodka ciezkosci w uktadzie Y, Z majg wigc nastgpujace wartosci:
S

="Z~1cm
yc A

—SY—265
z == cm

c

2.2. MOMENT BEZWEADNOSCI POLA

W uzupekieniu przedstawionych w poprzednim rozdziale momentoéw statycznych
rozpatrzmy jeszcze trzy catki:

J =] 2*da (2.8)
J=[[ y*da (2.9)
Jy=|] v z-da (2.10)

gdzie: y i z oznaczaja biezace wspotrzedne elementarnej powierzchni dA w dowolnie
przyjetym uktadzie wspotrzednych Y, Z (rys. 2.1).

Pierwsze dwie calki nosza nazwe¢ osiowych momentow bezwladnosci wzgledem osi
Y i Z. Trzecia calka nazywa si¢ odSrodkowym momentem bezwladnos$ci (momentem
dewiacji) wzgledem osi Y, Z. Ze wzorow (2.8), (2.9), (2.10) wynika, ze momenty
bezwladnosci pol wyrazaja sie w jednostkach dlugosci do czwartej potegi (cm*, m?).

Osiowe momenty bezwladnos$ci sg zawsze dodatnie, odsrodkowy moment bezwtadno$ci
moze by¢ zarowno dodatni, jak i ujemny, w zaleznos$ci od potozenia powierzchni dA
wzgledem osi Y, Z.

Wyprowadzmy wzory pozwalajace oblicza¢ momenty bezwladnosci wzgledem osi
przesunigtych rownolegle (rys. 2.2). Przyjmijmy, Ze dane s3 momenty statyczne
1 momenty bezwtadnos$ci pola wzgledem osi Y 1 Z;. Momenty bezwtadnos$ci wzgledem osi
Yi Z> wynosza:

Iy = z3-d4
J,= f [ y3-da
J yog= fAf Vy z,mdA
Podstawiajac y» =y, - a oraz z, = z, - b otrzymamy:
J, :ﬂ (zl—b)z-dA
Iz ff

y2z JT y,—a) (z,—b)dA
!

14



CHARAKTERYSTYKI GEOMETRYCZNE FIGUR PLASKICH

Po uwzglednieniu zaleznosci (2.1) 1 (2.2) oraz (2.8), (2.9), (2.10) oraz dokonaniu
prostych przeksztalcen, momenty bezwtadnosci wynosza:

Jyp=Jy—2b-Sy+b* 4 (2.11)
Jp=J,~2-a-S,+a’ A (2.12)
I y2z=J yiz—a Sy b-S y+a-b-A4 (2.13)

Jezeli osie Y11 Z;s3 osiami centralnymi, to Sy = Sz = 0 1 wyrazenia (2.11), (2.12), (2.13)
upraszczajg si¢ do postaci:

Jy=Jy, +b>-4 (2.14)
J22:JZ]+GZ'A (215)
Jyrpy =Ty tab-A (2.16)

Z rownan (2.14) i (2.15) wynika Ze minimalne osiowe momenty bezwladnosci
odpowiadajg osiom centralnym (a = 0, b = 0). Przy przejsciu od osi centralnych do osi
dowolnych osiowe momenty bezwtadnosci zwickszaja sie odpowiednio o wielko$ci a* A
i b ‘A, natomla%st przy przej$ciu  odwrotnym, osiowe momenty bezwladno$ci maleja
odpowiednioo a A i brA.

Przy obliczaniu od$srodkowego momentu bezwladnosci zgodnie ze wzorem (2.16) nalezy
prawidtowo ustali¢ znak wielko$ci a i b (mogg by¢ zard6wno dodatnie jak 1 ujemne)
Znak odsrodkowego momentu bezwladno$ci mozna okres$li¢ rowniez analizujac potozenie
powierzchni wzgledem rozpatrywanych osi (rys. 2.6).

A A

7 YA
// /ﬁ -
Y2
- +
C -
+ - Y1
Rysunek 2.6:

Czes$¢ powierzchni znajdujaca si¢ w 1 1 3 ¢wiartce uktadu wspotrzednych yi, z1 daje
dodatnie warto$ci odsrodkowego momentu bezwtadnosci, natomiast cze$¢ znajdujaca si¢
w 2 14 ¢wiartce daje warto$ci ujemne. Dlatego tez, przy réwnoleglym przesuwaniu osi
najprosciej jest ustali¢ znak iloczynu a-b-A zgodnie z tym, ktora z czterech dodawanych
powierzchni zwigksza si¢, a ktdra ulega zmniejszeniu. Przechodzac od osi centralnych y,
z) (rys. 2.6)do osiy 2, z, , ro$nie powierzchnia w 4 ¢wiartce. Dlatego tez iloczyn a-b-A
nalezy odja¢ od momentu Iyi,1, wskutek czego od$srodkowy moment bezwladnosci Iy2-
maleje, stajgc si¢ ujemny co do wartosci.

Przyklad 2.4. Wyznaczy¢ osiowe momenty bezwtadnos$ci prostokata wzgledem osiy
1 wzgledem osi centralnej y (rys.2.7).
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A 7, A Z

\J

<A Y
N
s; N
' 2
N
v =
« b Y1
Rysunek 2.7:

Dzielimy pole prostokata na paski o szerokosci b 1 wysokosci dz;. Zgodnie z definicja
osiowego momentu bezwladnosci (wzor 2.8):

Jy=][ z1-d4
A
Po podstawieniu pola powierzchni elementarnego paska dA=b-dz, | otrzymamy:

h 3
JYI:f Z?'b'dzlz(b x)
0 3
Po przeksztalceniu i podstawieniu do réwnania (2.14) osiowy moment bezwtadnos$ci
wzgledem osi centralnej y, wyniesie:

2

Jy] :Jy+ g -A
2 3 2 3
g | B g2l R, bk
Jr=Jn (2) A= 3 4 hb= 12
Ten sam wynik uzyskamy bezposrednio z wzoru (2.8):
h
2 3
JY:” ZZ'dA:f 22'b~dzzﬂ
M f 12

2

Przyklad 2.5. Wyznaczy¢ osiowe momenty bezwtadnosci trojkata (rys. 2.3) wzgledem
osi Y, i osi centralnej Y.
Korzystajac z rownania (2.8), analogicznie jak w przyktadzie 2.1, po podstawieniu pola
powierzchni elementarnego paska, otrzymamy:

h 3
b b-h
Jvi :Z{ (h_Zl) 'Z%'b'lezT
Przechodzac do osi centralnej y osiowy centralny moment bezwtadno$ci wyniesie:
2 3
h b-h
Jy=Ju—|5| A=
Y Y1 ( 3 ) 36
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Przyklad 2.6. Wyznaczy¢ odsrodkowe momenty bezwtadno$ci trojkata prostokatnego
wzgledem osi Y;, Z, oraz wzgledem osi centralnych Y, Z (rys. 2.8).

A 2

dZ1
>
o

VA
(@]
<

- b
Rysunek 2.8:

Wyodrebniamy elementarng powierzchni¢ dA = dy;-dz,. Odsrodkowy moment
bezwladnos$ci paska AB wzgledem osi yi, z; wynosi:

c 2
c
Jy121(AB):Z1'd21'fJﬁ'dylzzl'dzl’?
0

poniewaz
b
sz' (h—Zl)
wiec:
b )
JY]Z](AB): 2.h2' (h_zl) “zy-dz,
Calkujac Jyiz1(AB) po z; od 0 do h otrzymamy:
b : bi
JYIZI<AB):2.h2',£ (h—z)) 'Z1'd21:7

Przechodzac do osi centralnych y, z zwigksza si¢ powierzchnia pola w I1 i IV ¢wiartce, a
zatem centralny odsrodkowy moment bezwtadnosci przyjmuje warto$¢ ujemng. Zgodnie
z rownaniem (2.16) otrzymamy:

h b bK

= Sy ———- A:_
JYZ JY]Z] 3 3 72

Przyklad 2.7. Obliczy¢ centralne osiowe momenty bezwtadnosci oraz centralny
odsrodkowy moment bezwladnos$ci figury przedstawionej na rys. 2.5.
Potozenie $rodka cigzkosci figury wyznaczono w przyktadzie 2.3.
Obliczmy momenty bezwtadnosci poszczegdlnych figur prostych wzgledem osi Y i Z.
Trojkat:
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3 3 2 .2
6-3 =13,5 cm4,JZ:3 6 =54 cm4,JYZ:—3 6 =—13,5cm’

D 12 24

Prostokat:

. 3 . 3
36 =216 cm', JZ=%=54 ent'

Jy=

Odsrodkowy moment bezwladno$ci prostokata wzgledem osi y, z okreslamy korzystajac
ze wzoru (2.16):
Jy=J pptab-4,  Jr=0+3-1,5-3-6=81 cm'
Potokrag:
Na wstepie obliczamy momenty bezwtadno$ci wzgledem osi centralnych Ys, Zs:
;o —1lm r) w4
T2 64128

=6,28 cnmi’

_ » w4t (42V w2’ 4
J,=Jd,,—cA= 128 —(3.1_()- 2 =1,76 cm
J y32=0
Przechodzac do osi Y, Z otrzymamy:
2
J,=628+42 T2 =107 cnf
N2
JZ:1,76+(3+0)2~1T22 =94.8 cni'
'IT'22 4
Jyz, =0+(3+c)4- =96,7 cm

Sumujgc otrzymane warto§ci momentéw bezwladnosci poszczegolnych figur prostych,
znajdujemy momenty bezwladno$ci wzgledem osi y, z catej figury ztozone;j:
J,=13,54+216+107=336,5 cm’
J,=54+54+94,8=202.8 cni’
J,, =—13,5+81496,7=1642 cni'
Zgodnie z rownaniem (2.14, 2.15, 2.16) centralne momenty bezwladnos$ci wynosza:
Jy, =336,5-2,65>33,3=103 cni’

J,, =202,8—1>-33,3=169,5 cni’

C

J v, =1642—1-2,65-33,3=76,3 cni’
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