
2

w ustalonej pozycji.

tylko wtedy 



UWAGA: chwilowe
a maksymalne, skuteczne i operatorowe .



okresowego

Tt

t

dttf
T

F
0

0

)(
1 2

skuteczna (RMS z ang. Root Mean Square) jest
okresowo zmiennego dotyczy elektrycznych i .

skuteczna przemiennego jest
w czasu okresowi

przemiennego spowoduje ten sam efekt cieplny, co dany
przemiennego (zmiennego).



2
5,0

1 2 m
m

U
TU

T
U



f(t)

Drugim parametrem sinusoidalny jest ,
czyli pole zawarte pod odniesione do czasu w ta jest obliczana.

w okresie T definiuje :

Tt

t

dttf
T

G
0

0

)(
1

Ze na funkcji sinusoidalnej
jest z definicji

zeru.



Metoda symboliczna liczb zespolonych RLC

Analiza elementy RLC przy wymuszeniu sinusoidalnym

napotyka na z w opisie cewki i kondensatora

. te w stanie ustalonym.

Stanem ustalonym obwodu taki stan, w charakter

odpowiedzi jest identyczny z charakterem wymuszenia, to znaczy na

wymuszenie sinusoidalne jest sinusoidalna o tej samej

o amplitudzie i fazie .

Dla stanu ustalonego obwodu wprowadzona zostanie metoda liczb zespolonych,

zwana , wszystkie operacje

i do algebraicznych na liczbach zespolonych.



9

jyxz xz]Re[

sincos jrrrez j

sin       cos ryrx

22 yxrz

x

y1tan

iczb zespolonych

r

Re

Im

x

y

yz]Im[
1j

-

- urojona

-

- faza



iczb zespolonych

9090 jj ejej



iczb zespolonych



iczb zespolonych



zapis czasowy 
Em

)sin()( tEte m
e(t)

E

zapis zespolony

jeEE ||
2

|| mEE ||2 EEm

zapis czasowy 
Jm

)sin()( tJtj m
j(t)

J

zapis zespolony

jeJJ || 2
|| mJJ
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tIti
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tUtu

m
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m
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j
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2
)sin()(

2
)sin()(

z przebiegu czasowego na opis zespolony (symboliczny)
dla i odbywa schematu

5j7

03j

05j

2

25
)90511000sin(25)151000cos(25

2

100
)30144sin(100

10)50sin(210

ett

et

et
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tym elemencie.

)sin(

)sin()()(

tU

tRItRitu

mR

mR)sin()( tIti m

I
R

UR

i(t)
R

uR(t)

0||
2

jm eI
I

I IRUR

00 |||| j
R

j
R eUeIRU |||| IRUR
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tym elemencie

)sin()( tIti m

ILjUL
22 ||||

j

L

j

L eUeILU

|||| ILUL

Li t( )

u tL( )

LjZL LXL

Impedancja  i reaktancja  cewki
UL

jXLI

)
2

sin(

)
2

sin()cos(

))sin(()(
)(

tU

tLItLI

dt

tId
R

dt

tdi
Ltu

mL

mm

m
L L



C
i t( )

u tC( ) )2/sin(
1

        

)cos(
1

)(

)(
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)(

tI
C

tI
C

tu

dtti
C

tu

m

mc

c

IjXI
C

jIe
C

U C
j

C
11 2/

1
I

C
jUC IZU CC

17

||
1

|| I
C

UC
C

j
Cj

ZC
11

C
XC

1

Impedancja  i reaktancja  
kondensatora

tym elemencie

)sin()( tIti m

UC

-jXCI
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chwilowych w 
wynosi zero

tzn

To prawo zachodzi 

0)(
1

n

k
k ti

0
1

n

k
kI

I1

I2

I3I1 + I2  - I3 = 0
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wynosi zero ( ) 

0)(
1

n

k
k tu

0
1

n

k
kU

E  - U1 - U2 - U3  = 0

0),(
1

n

k
kk UE

wynosi zero 

I
R1

U1

R3

U3

R2U2E



II prawo Kirchhoffa

prawa Kirchhoffa, korzystamy  ze 

E1 - R1I1 jXLI2  - R2I3 (-jXCI4 ) - E2 = 0

0),(
1

n

k
kk UE

wynosi zero 

R1U1

E1

R2U2

UL

jXLI2

UC

-jXCI4

E2

I3

I6

I1

I5

I7



NPK:

iR = iL = iC = i



tego sprowadza do wyznaczenia dwu
obwodu w stanie ustalonym i stanie :

1. ustalonej, charakter zmian w czasie jest taki sam jak
(przy sinusoidalnym wymuszeniu sinusoidalna o tej samej ;

2. , rzeczywistym
a .

zanika zwykle szybko w czasie i pozostaje jedynie ustalona.
Stan po nazywany jest stanem ustalonym obwodu.

w obwodzie nie
ten a jedynie z metody liczb zespolonych (metody symbolicznej).



u(t) i i(t) przez wektory w czasie,

odpowiednio U(t) oraz I(t)



Po wykonaniu operacji i przyjmuje :

t
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m eeI

C
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C
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otrzymujemy: 

te j 2



przez

a przez

I
C

LIRIU
j

1
j

ie
I

I

e
U

U

m

m

j

j

2

2

Otrzymujemy dla skutecznych zespolonych:



rzekondensato
j

1

cewcej

rezystorze

I
C

U

LIU

RIU

C

L

R

I
C

LIRIU
j

1
j

Skuteczne zespolone na:

CLR UUUU

I



Impedancje zespolone obwodu:





R
C

L
arctgi

1

- faza wektora

i - faza wektora

faz nazywana jest fazowym

i oznaczana

fazowego odgrywa w elektrotechnice, np. w
zagadnieniach mocy.

ten jest za dodatni dla o charakterze indukcyjnym

za ujemny dla o charakterze .
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X

R

XX

R
C

L
CL

i arctgarctg

1

arctg

impedancji, Z impedancja, R- rezystancja, X - reaktancja 

XRZ j



E  (-jXCI) RI = 0

E
RUR

I

UC

-jXCI

e(t)=230 2sin( t + 30 ) V
R = 400 
C = 20 F
f = 50 Hz

E=230 e j30

R = 400 
=2 f =2 50= 314 rad/s

  159
1020314

11
6C

XC

E  = (R - jXC) I

159400

230 30

j

e

jXR

E
I

j

C

22430159400 jej

52
22

30

53.0
430

230 j
j

j

C

e
e

e

jXR

E
I

i(t)=0.53 2sin( t+52 )  A



E  jXLI - RI (-jXCI ) = 0

E
RUR

UL

jXLI

UC

-jXCI

e(t)=20 2sin( t + 23 )  V
R = 30 
C = 1 mF
L = 0.5 H

= 100 rad/s E=20e j23 V

  10
10100

11
3C

XC

  501005.0LXL

E = RI  + jXLI jXCI

E =I (R  + j(XL XC ))

)1050(30

20

)(

23

j

e

XXjR

E
I

j

CL

53504030 jej30
53

23

4.0
50

20 j
j

j

e
e

e
I

i(t)=0.40 2sin( t -30 )  A 

3030 124.030 jj
R eeRIU

603090 204.050j jjj
LL eeeIXU

1203090 44.010j jjj
CC eeeIXU

uC(t)=4 2sin( t -120 ) V 
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Impedancja zespolona
I Z
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faza impedancji  =arg
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Celem jest wyznaczenie impedancji 
n

impedancjach Z1, Z2 Zn

jednej tylko impedancji  Z.

Z2

Z1

Zn

B

A

Z

A

B



ZU

I

U=Z1 I + Z2 I n I

Z prawa Ohma dla i-tej impedancji mamy 
Ui = Zi I

U = U1  + U2  Un

sumie impedancji

n

i
in ZZZZZ

1
21

Impedancja z (definicji) prawa Ohma wynosi U/I, czyli

Z2U2

Z1U1

ZnUn

U

I



ZnZ2Z1

B

A

Z

A

B

impedancjach Z1, Z2 Zn

Z1 || Z2  n

n

impedancjach Z1, Z2 Zn

jednego tylko impedancji Z



Kirchhoffa

Z prawa Ohma dla i-tej impedancji mamy 
I  =Ui /Zi

I = I1  + I2  n

sumie

n

i in ZZZZZ 121

11111

Impedancja z (definicji) prawa Ohma wynosi U/I, czyli

U
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impedancji .

admitancja Y

Z
Y

1
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moc chwilowa jest o pulsacji dwukrotnie od pulsacji

i . Przebieg mocy chwilowej jest o

do (jest to i posiada U I

cosIU









Moc pozorna |S|

]VA[IUS

Wyznaczenie i :

1sincos 22

)sin(cos)(sin)cos( 2222222 IUIUIUQP

IUS

222 SQP

222 SQP

P

Q
tg

cosSP

sinSQ



S = U I*

jj eSQPS

)sinj(cossinjcos IUIUIUjQPS

iuiu eIeUeIUeIUS jj)(jj

UeU uj IeI ij

Moc pozorna zespolona jest
iloczynem zespolonej

oraz zespolonej
.





Moc pozorna

jjjj eIUeIUeIeUS || |||||||||| )(

jeII ||jeUU ||

gdzie 
jQPS

cos|| || IUP

sin|| ||cos|| || IUjIUS

sin|| || IUQ

- moc czynna

Q - moc bierna

z mocy czynnej  i biernej
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2|| IZSMoc pozorna 



j|| 2* QPIZUIS

SIRIUP Re||cos|| || 2

222|||Z||| |||| QPIIUS

SIXIUQ Im||sin|| || 2

wtedy w istocie sumowanie mocy czynnych i biernych.
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Moc odbiornika obliczamy
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e(t)=110 2sin( t  - 15 )  V
R1 = 400 R2 = 800 
C = 4 F f = 50 Hz

E=110 e -j15 V
=2 f =2 50= 314 rad/s

  800
104314

11
6C

XC

1:

E  = ZI1 =(R1 +Z2) I1 

36

1515

21
1
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i1(t)=0.22 2sin( t + 21 A)
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R1
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U1

U2

IC I2

XC

R2

kondensatorze i rezystancji 2
identyczne

E

I1

2 oraz C

080.0205.022.0 21
1 jeI j

U2 = UC = Z2 I1

152136
2 10622.0480 jjj

C eeeUU
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i1(t) = 0.22 2sin( t + 21 ) A

i2(t) = 0.177 2sin( t - 15 ) A

iC(t) = 0.135 2sin( t + 75 ) A

I1 = I2 + IC

I1 =0.168 - j0.048 +0.037 + j0.130 =0.205 + j0.081
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Moc bierna 

S  =  E I1*=(U1+ U2) I1*

VA  2.2422.0110 362115 jjj eeeS

czyli  S = P+ jQ =19.6 j14.2 = 24.2 e -j36 VA

 W6.19)36cos(22.0110cos|| || 1IUP

 W6.198.1877.0177.060022.016|||| 222
22

2
11 IRIRP

Moc pozorna 

 War2.14)36sin(22.0110sin|| || 1IUQ

Moc czynna 

36



e(t)=230 2sin(100t  + 20 )
R1 = 20 L1 = 0.2 H
R2 = 40 L1 = 0.6 H

E = 230 e j20 =100 rad/s
:

E  = ZI =(R1 + R2 + jXL1 + jXL2 ) I

33
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i(t) = 2.3 2sin(100t - 33 )  A
2121 LL jXjXRRZ

531008060 jejZ

  606,010021 LXL
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jXL1I

UL2
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I

R2U2

  202,010011 LXL

8060)6020(4020 jjZ

Impedancja obwodu (szeregowo)

U1 i UL1

3333
11 4630.220 jj eeIRU

573390
11 4630.220 jjj
LL eeeIjXU

R1 u1(t) = 46 2sin(100t - 33 ) V

L1 uL1(t) = 46 2sin(100t + 57 )V



Moc bierna 

S  = U I1*

VA  5293.2230 533320 jjj eeeS

czyli  S = P+ jQ = 318 + j422 = 529 e j53

 W318)53cos(3.2230cos|| || IUP

 W318)3.2()4020(||)( 22
21 IRRP

Moc pozorna 

 War422)53sin(3.2230sin|| || IUQ

Moc czynna 

gdzie   E = U= U1+ U2 + UL1 + UL2 
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