ROZDZIAL XI — STATECZNOSC PRETOW

1) Zagadnienie statecznos$ci w wytrzymalo$ci materialéow.

Obserwujac zachowanie si¢ uktadu mechanicznego po wytraceniu go ze
stanu réwnowagi, Stwierdzamy, ze moze ono odpowiada¢ jednemu z trzech
podstawowych stanéw rownowagi:

- Jezeli po dowolnie matym poczatkowym wychyleniu z potozenia
rownowagi ruch ciata jest taki, ze wychylenia jakiegokolwiek punktu nie sa
wigksze 0d poczatkowych, to rOwnowage takg nazywamy stala (stabilna, trwatg).

- W przeciwnym przypadku mowimy o rownowadze chwiejnej.

- W szczeg6lnym przypadku, gdy przy dowolnie matym wychyleniu wartosc¢
energii potencjalnej pozostaje stata, méwimy 0 rownowadze obojetnej.

©)

@- rownowaga stala
‘— rownowaga chwiejna

@- rownowaga obojetna

Przypadkiem czgsto spotykanym w technice jest ukfad pozostajacy w
réwnowadze statej, ktorego wprowadzenie w stan rownowagi chwiejnej wymaga
tak niewielkiej ilosci energii, ze w danych warunkach moze by¢ ona dostarczona
w sposob przypadkowy. Uklady takie nazywamy ukladami 0 malej lub
niedostatecznej statecznosci.



Uktad o mate]
statecznosci

Zagadnienie stateczno$ci tego rodzaju uktadu ilustruje przykiad
odksztatcalnego, niewazkiego preta, Sciskanego sitg P.

Jezeli dzialamy na pre¢t w sposéb statyczny sita Q, normalng do osi preta i
spowodujemy jego ugigcie, to po usunigciu tej sity pret powraca do swojej prostej
postaci. Po przekroczeniu przez site P pewnej wartosci, nazywanej sitg krytyczng,
po chwilowym zadziataniu sity Q, pret nie powrdci do pierwotnej postaci,
znajdzie sie¢ w stanie rownowagi chwiejnej i w sposdb gwattowny przybierze
nowa postaé, 0 0si wygietej, odpowiadajaca rownowadze stalej. Towarzyszy temu
nagly wzrost przemieszczenia punktu A.




Prosta,,1” ilustruje zalezno$¢ przy zalozeniu, ze pret jest wylgcznie Sciskany.
Po osiggnigciu przez site P warto$ci Pkr nastepuje rozdwojenie charakterystyki P-
u. Punkt B nazywamy punktem bifurkaciji.

Przy zwigkszaniu wartosci sity P powyzej Pkr moga wystapi¢ dwa rodzaje
rownowagi:

- Wedtug linii ,,1” — réwnowaga stata, niedostateczna. Pr¢t pozostaje
prostoliniowy. Stan taki moze wystapi¢ przy zalozeniu idealnie centralnego
przytozenia sity oraz braku impulsu Q.

- Wedhug linii ,,2” — rownowaga stala. Pret 0 0si zakrzywionej.

Lini¢ ,,O — B — 2” nazywamy sciezkq rownowagi.

Ugiecie preta spowodowane przekroczeniem przez sifg $ciskajaca wartosci
krytycznej, nazywamy wyboczeniem.

Warunek centralnego dziatania sily osiowej moze by¢ W rzeczywistosci
spelniony z pewng tolerancjg. Zaléozmy, ze sita przylozona do osi preta
przesunieta jest w stosunku do niej 0 maty mimosréd a. Wowczas, W potozeniu
poczatkowym pret jest rozciggany lub sciskany oraz zginany.



-

pret rozciggany pret sciskany

W przypadku preta rozcigganego, powstate wskutek zginania odksztatcenia
zmniejszajg warto$¢ momentu gngcego, a zatem udziat zginania ze wzrostem sity
maleje.

W przypadku $ciskania, odksztalcenia powodowane zginaniem powoduja
wzrost mimosrodu, w konsekwencji zwigkszajagc udziat zginania. Wplyw
zginania na odksztalcenia preta moze byé gwaltowny, stwarzajagcy wysokie
prawdopodobienstwo utraty spdjnosci materiatu.

Krzywa ,,3” jest wykresem zaleznoS$ci sity 1 przemieszczenia przy zatozeniu
malego poczatkowego mimosrodu. Ksztalt krzywej uwidacznia istotny
jakosciowy wplyw wstepnych przemieszczen na stan rownowagi. Rozpatrywany
ukfad nie jest uktadem liniowo-sprezystym. Im mimosrdd jest mniejszy, tym
mniejsze jest poczatkowe odstepstwo krzywej ,,3” od prostej ,,1” i tym bardziej
gwaltowne jest jej zakrzywienie, rownoznaczne z gwaltownym przyrostem
przemieszczen.

Rozpatrzenie stanu rownowagi i okreslenie obcigzenia Krytycznego rozni si¢
W sposob zasadniczy od rozpatrywanych dotad =zagadnien, w ktorych
ograniczali$my si¢ do analizy napr¢zen i odksztatcen, z gory zaktadajac spetnienie
przez uktad warunku statecznosci.

Powstawanie odksztatcen w wyniku utraty statecznosci nie musi prowadzic
do zniszczenia, w praktyce jednak uwaza si¢ obcigzenie Krytyczne za szczegdlnie
niebezpieczne i nie przeprowadza si¢ analizy rownowagi ustroju pretowego po
wyboczeniu.

Im konstrukcja jest lzejsza, tym wieksze jest prawdopodobienstwo utraty
statecznosci!




2) Sprezyste wyboczenie preta.

Zagadnienie wyznaczenia krytycznej wartosci sity Sciskajacej pret prosty
mozna rozwigzaé W sposob podany przez Eulera.
Rozpatrujemy pret prosty, obustronnie zamocowany przegubowo,
obcigzony silg $ciskajaca P.
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Poniewaz warunki podparcia nie wyznaczajg uprzywilejowanego kierunku
ugiecia, decydujagcy wpltyw ma tutaj sztywno$¢ zginania preta, tzn. wyboczenie
nastepuje W plaszczyznie najmniejszej sztywnosci zginania EJmin, gdzie Jmin jest
minimalnym osiowym momentem bezwtadnos$ci przekroju preta.

W stanie réwnowagi, W postaci ugigtej preta, oprocz sity podtuznej pojawia
si¢ rowniez moment gnacy, ktéry w dowolnym przekroju, okreslonym
wspotrzedng X Wynosi:

My

=Py (1)

Roéwnanie rézniczkowe linii ugiecia preta wyboczonego ma nastepujaca
postac:

d?y
E]min dx?
= —M, (2)

Po podstawieniu (1) do (2):



d?y
EJmin W =—P

Y 3)

Po przeksztatceniu:

d? P

y + y

dx? E]min

=0 (4)
Wprowadzamy oznhaczenie; k2 =

P 5)
EJmin (

Roéwnanie przyjmuje postac:
d*y
—= + k%
dx? Y
=0 (6)
Calka ogdlna rownania (6) ma nastgpujacag postac:
y=A-sinkx+B
- cos kx (7)

Do wyznaczenia stalych A i B nalezy uwzgledni¢ warunki brzegowe w
miejscach podparcia.

{y|x=0 =0 (8.a)
Vlx=L =0 (8.b)

Z warunku 8.a wynika, ze B=0, zatem réwnanie (7) przyjmuje postac:

y
=A
- sin kx 9

Warunek 8.b mozna wyrazi¢ w postaci:

A-sinkL
-0 (10)

Powyzszy warunek moze by¢ spetniony gdy:

--- A=0 — dla kazdego X otrzymujemy y=0 — pret pozostaje prosty — rozwigzanie
trywialne,

--- sin kL=0 — stad otrzymujemy szereg wartosci: kL=nzn : n=1, 2, 3, ...
Zatem, uwzgledniajac zwigzek (5):



P
=1L =n'm (11)
\/E]min
Stad:
P
% n? - Efpi
— LZ min (12)

Przyjmujac n=0 otrzymujemy rozwigzanie trywialne: P=0

Przyjmujac n=1 obliczamy najmniejszg wartos¢ sity P, dla ktorej mozliwe
jest zachowanie rownowagi preta W postaci wygietej. Jest to tzw. eulerowska sita
Krytyczna.

Zmiana sposobu zamocowania prgta wyraza sie¢ W zmianie warunkow
brzegowych i wptywa na zmiang ostatecznego wzoru na site krytyczng. Wzor ten
mozna wyrazi¢ W postaci:

7T2E]min
Py = 7 2
Ly,

— wzor Eulera (13)

Lw — dtugos$¢ wyboczeniowa, zalezna od sposobu zamocowania preta.

L.=2L L.=L L.=0,7L L,=0,5L

Naprezenie Krytyczne wyraza si¢ wzorem:



Pkr _ 7TZE]min
A L)% A

n’E
= (14)

b (7)

Wprowadzamy oznaczenie:

Okr

Lmin = /]mf - minimalny promien bezwladnosci przekroju

Okr
T2E (15)
= 2
Lu? (5 L )
lmin
Def:
S
imin
— smuktosS¢ preta (16)

Podstawiajgc (16) do (15):

Okr

mE
Przy zalozeniu dla danego materiatu statej wartosci E, wzor (17) wyraza
zaleznos$¢ naprezenia Krytycznego od smuktosci: a3, = f(S) i na wykresie w
ukladzie gy, — S przedstawia si¢ jako tzw. krzywa Eulera:



Gkrlu ‘
1 krzywa Eulera
\
krzywa eksperymentalna
\
Re \\ parabola Johnsona-Ostenfelda
1 prosta Tetmajera-Jasinskiego
N\
Sgr S() S

Wzér Eulera wyprowadzony zostatl przy zatozeniu, ze wyboczenie zaistnieje
w obrebie waznosci prawa Hooke’a, nie mozna zatem opiera¢ si¢ na nim w
przypadku wystepowania naprgzen 0 wartosciach wigkszych niz granica
proporcjonalnosci.

Warto$¢ smuktosci, odpowiadajgca granicy proporcjonalnosci, nazywana
jest smukloscig graniczng.

Sgr

B n2E (18)
Rpr

Zastosowanie wzoru Eulera do wyznaczania napre¢zen krytycznych
ogranicza si¢ zatem wylgcznie do pretow 0 smuktosci wigkszej od granicznej.

W zakresie smuktosci mniejszych od granicznych, stosuje si¢
aproksymacje krzywej eksperymentalnej wzorami empirycznymi, ktérym
odpowiadaja:

- Prosta Tetmajera-Jasinskiego — zaleznos¢ liniowa,

- Parabola Johnsona-Ostenfelda — zalezno$¢ 2-go stopnia.

3) Techniczne metody obliczen pretéw na wyboczenie.

W zakresie smuktosci mniejszych od granicznych obowiazuje teoria
wyboczenia sprezysto-plastycznego, klopotliwa w zastosowaniu.

W obliczeniach technicznych korzysta si¢ najczesciej z
nieskomplikowanych wzoréow 0 charakterze empirycznym:



a) Prosta Tetmajera — Jasinskiego

Krzywa eksperymentalna aproksymowana jest wzorem:

Okyr
=a—b-S
gdzie:
a=R,
_Re_RPR_Re_RPR
Sor n2E
k Ror

b) Parabola Johnsona — Ostenfelda

Krzywa eksperymentalna aproksymowana jest wzorem:

Okr
=A—B-S5?
gdzie:
A=R,

B = R’
" AM2’E

Przyktadowo, dla stali konstrukcyjnej St2: Rpr=200 [MPa],
E=2.1-10°[MPa], Re=240[MPa] => S=100, So=131:

Opxr = 240—-0.395-S — wzorT—])
Oy = 240 — 0.007-S? — wzér]J—20

Przyktad:



& P=100[kN]
n,=4
L=0.5[m]

d - mat. stal

d=?

1) Charakterystyki geometryczne przekroju, w funkcji parametru d:

- d* - d? , Jmin A
Jmin = —F— ; A= v bmin =T T, T
64 4 A 4

2) Wzor Eulera:

T[ZE]min an]min

ny P-L* mw-d* 4 64-n,, - P L?
P =] - =
Jmin n2E 64 n3E

_ +[64-4-100[kN] - (0.5)2[m?]

= \/ 3 - 2.1 - 108[kPa] = 0.0315[m] = 31.5[mm]

3) Kontrola smuktosci dla uzyskanej wartosci d:

Ly L _ 4-05[m]

imin  imin 0.0315[m]
4) Parabola J-O:

Oy = 240 — 0.007 - S?

S = = 63.5 < 100 = S,

2

4L
= 240 — 0.007 (T) | - md?

ny ' P
nd?
4

4-n, -P=240-m-d*—-0.007-16-1* 1




_4-m,-P+0.007-16 7 - L?

2
d 240 - 1T

L \/4 +4-0.1[MN] + 0.007 - 16 - - (0.5)2[m?] = 0.0473[m] = 47.3[mm]

240[MPa] - 1



