7.2.1.1. Macierz sztywnosci w ukfadzie globainym

Wyprowadzone dotychczas macierze sztywnosci przedstawiaja zwigzki pomigdzy
sitami i przemieszczeniami odniesionymi do uktadu wspétrzgdnych zwigzanego z
rozpatrywanym elementem. Uktad taki, jak wspomniano w rozdziale 3, nazywamy
lokalnym. Jedna z osi tego uktadu pokrywa si¢ z osig preta, pozostate s3 gtéwnymi
osiami bezwtadnosci przekroju poprzecznego.

Przy analizie konstrukcji jako catosci musimy dysponowaé macierzami sztywnosci
poszczegélnych elementéw odniesionymi do jednego, wspdlnego uktadu wspdirzgdnych
zwanego globalnym. Zachodzi wigc konieczno$¢ przetransformowania macierzy sztyw-
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nosci z uktadu lokalnego (&, n, §) do globalnego x, y, z. Wektorom i macierzom w
uktadzie lokalnym przypiszemy indeks 1, natomiast obiekty te w uktadzie globalnym nie
beda indeksowane.

Operacj¢ transformacji oméwimy na przyktadzie macierzy (7.37). Transformacje
macierzy sztywnosci elementu ramy ptaskiej przeprowadzono w punkcie 3.3.1.

W wektorze sit trzy pierwsze sktadowe sy sitami, trzy pozostate momentaini.
Podobnie pierwsze trzy skiadowe wektoréw przemieszczen 84 przemieszczeniami
liniowymi, trzy pozostate katowymi.

Oznaczamy, w odrdznieniu od (7.28) wektor sit i przemieszczeni globalnych jako:

si={51 S, 83 S8 S Sb}i 38
"i={V1 i Yy Y % v6}i

Niechaj S, oznacza sktadows wektora sit w uktadzie globalnym odpowiadajacg osi x.
Zaleznos¢ tej sktadowej od sit w uktadzie lokalnym bedzie miata postaé:

S, =N, cos(x,§) + T77 cos(x,n) + Tr cos (x,$). (7.39)

Podobnie bgdzie z innymi sktadowymi sit w elemencie i-tym.
Mozemy wiec napisac:

S, "N
S 2| =9 Tn (7.40)
S 31, Tg -
gdzie:
cos (x,£) cos (x,1) cos(x.5)
¢, = | cos(y,f) cos (y,n) cos(y.5) (7.41)
cos(z,£) cos(z,m) cos(z) |,

jest macierzg transformacji. Elementami jej s kosinusy katéw pomig¢dzy osiami uktadéw
lokalnego i globalnego.
Réwnanie odwrotne do (7.40) bedzie miato postaé:

N g
T,| =c -|s, (7.42)
T s

$dig 3
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co wynika z faktu, ze macierz transformacji jest ortogonalna czyli é;l = ciT

Podobnie jak wektor sit transformuje sig takze wektor mc mentéw.
Dla calego wektora sit wystepujacego w elemencie mozemy napisac:
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albo krétko
Si=GSip
gdzie:

C, — macierz quasidiagonalna, elementami ktérej sa podmacierze (7.41).

Réwnanie odwrotne do (7.44) bedzie miato postac:

_ T
$.°C S

co wynika znowu z ortogonalnosci macierzy transformacji.

Przypomnijmy, Ze:

(7.43)

(7.44)

(7.45)



257

c " 0
SRy c
¢ =¢ T (7.46)
0
e |
1
Transformacja wektora przemieszczen jest identyczna jak wektoma sil.
Mozemy wiec napisaé:
vi — Ci vi,l (7.47)
oraz
v,,=Clv.. (7.48)
i,l j i

Mozliwa jest teraz transformacja macierzy sztywnosci elementu. Wychodzimy z réwna-
nia (7.44)

Zalezno$¢ (7.37) mozemy przedstawié w postaci
S.

i1 = K Vi

Uwzgledniajac powyzsze w réwnaniu (7.44), otrzymujemy :

RS (7.49)
Podstawiajac (7.48) do (7.49) mamy :
X T
S, =¢ ki,l Ci A (7.50)
czyli
= T
k,=C, ki.l Ci. (7.51)

Jezeli macierz (7.37) podzieli¢ na 16 podmacierzy o wymiarze 3 x 3, wéwczas
mozemy odpowiednie podmacierze k; n macierzy (7.51) obliczaé ze wzoru:
= T :
ki’j—ckij’lc ’ (7.51.1)
Wprowadzone réwnania s3 wazne takze dla innych typéw elementéw.

Przyktad. ZnaleZ¢ macierz sztywnosci preta osiowo obcigzonego, w ukladzie

globalnym (x, y) (rys. 7.14)*.

Kazdy z wezléw rozpatrywanego elementu bedzie miat w uktadzie globalnym dwa
sktadowe przemieszczenia, ktérym odpowiadaja dwie sktadowe sity. Zalezno$é pomie-
dzy tymi wielkosciami bedzie miata postaé:

*Zagadnienie to w inny sposéb rozwigzano w punkcie 3.3.2.
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Jak widaé, poszukiwana macierz sztywnosci ma wymiar 4 x 4. Dla jej okreslenia
wykorzystujemy macierz (7.25) bedaca macierza sztywnosci elementu w uktadzie
lokalnym (£, ). Przed tym jednak nalezy ja nieco zmodyfikowac.

Macierz (7.25) zostata zbudowana przy zastrzezeniu, ze przemieszczenia weziéw
prostopadie do osi preta i odpowiadajace im sity w uktadzie lokalnym sa réwne zeru.
Dlatego wymiar macierzy jest 2x 2. W uktadzie globalnym natomiast wezty maja po dwa
sktadowe przemieszczenia i po dwie sity. Nalezy zatem do wektoréw przemieszczen i sit
w ukladzie lokalnym wprowadzi¢ przyjgte z gory zerowe sktadowe i przedstawic
zalezno$é (7.24) w postaci:

(5 R !

=34 ' (®)
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Stad
I 0 1 0
K, = Mo 0 o o (c)
I 0 1 o0
o 0 0 0

Sktadowa macierz transformacyjna (7.41) bedzie w naszym przypadku réwna  (por.

rys. 7.14):
ciz[c_osa sin a ] (d)
sina cosa |

natomiast transformacyjna macierz quasidiagonaina (por. (7.43)) bedzie miata postac:

e s}O 0
s ciU 0
Ci= _______ S . (c)
0 O:C s
0 0|s ¢

gdzie oznaczyli$my ¢ = cosa, s =sina.

Macierz sztywnosci w uktadzie globalnym znajdujemy na podstawie wzoru (7.51).

c s 0 O 1 0 -1 0][c s 0 O c? cs
s ¢ 0 O[EAlo 0o o0 oOf|ls ¢ 0 o] _FEA[cs 2
0 0 ¢c s|lt|-1 0 1 ollo 0 ¢ s| 1 |-¢c2 —cs
0 0 s ¢ 0 0 0 oflo 0 s ¢ —cs —s?

Zatem poszukiwana macierz sztywnosci ma postac:

c® ¢ —c* -—cs

Kk, =EA| s s? —cs -—s?
U |=c? —cs ¢* c¢s
—cs —s* c¢s cs?
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