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Metoda analityczno-wykresina

1. Podstawy teoretyczne

Metoda analityczno—wykreslna, zwana réwniez metodg momentéw wtérnych, stosowana jest
w przypadkach gdy celowym jest wyznaczenie ugiec i katodw ugiecia tylko w konkretnych przekrojach
belki.

Istotg metody jest przyjecie zatozenia, ze rzedne wykresu momentéw gnacych Mg stanowig
obcigzenie fikcyjne (wtorne) gy.

Dla belki o statym przekroju (EI, = const):

dx?  El, axz U

d’y _ Mg _ d*ELy) _

Wiemy réwniez, ze obcigzenie ciggte jest réwne pierwszej pochodnej sity tnacej, a zatem drugiej
pochodnej momentu gnacego:

T,  d*Mg
U= " = Tdx?
Poréwnujac podane zaleznosci otrzymamy:

d*(Ely) d*M;
dx? dx?

. d(Ely) _ dMy
’ dx  dx

C;  ElLy=M;+Cx+D

Z powyzszych zaleznosci wynika, ze jezeli jesteSmy w stanie tak dobraé¢ warunki brzegowe belki
fikcyjnejaby C = 0i D = 0, to ugiecie belki rzeczywistej obliczymy jako:

Ely=M i
= = = = —
Zy f y f EIZ
kqt ugiecia belki rzeczywistej rowny bedzie:
= =T, > —=— = 0=
dx dx 7 dx EI, El,

Dobor belki zastepcze;j:

W celu wyrugowania statych C i D, proces obliczent prowadzi sie nie dla belki rzeczywistej, a pewnej
umownej belki zwanej zastepczg lub fikcyjna, ktéra winna spetnia¢ nastepujace warunki:

1. Jezeli w pewnym punkcie belki rzeczywistej ugiecie jest réwne zeru (y =0),
to w odpowiadajagcym mu punkcie belki zastepczej moment zastepczy musi rownac sie zeru
(Mf = O). Natomiast jezeliy # 0 toi My # 0.

2. Jezeli w pewnym punkcie belki rzeczywistej kat obrotu linii ugiecia réwna sie zeru (6 = 0),
to w odpowiadajgcym mu punkcie belki zastepczej sita thngca musi by¢ takze réwna zeru (Tf = O).
Natomiast jezeliy # 0 toi My # 0.
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Metoda analityczno-wykresina

Tab. 1. Sposoby zamocowania belki fikcyjne;j

Warunki Wartosci obcigzenia
Lp. Fragment belki rzeczywistej brzegowe fikcyjnego Fragment belki fikcyjnej
1 | Podpora stata ! y=20 Mf =0 | Podpora stata lub
lub przesuwna g F kofi
na konicu belki % I &0 Tf #0 % I Erezliisuwna e
P ] _
2 Utwierdzony ’ | Y= 0 Mf =0 : Swobodny
koniec belki 6=0 T, =0 _! koniec belki
]
T P |
3 Swobodny —l y#0 My #0 . | Utwierdzony
koniec belki | g+0 Tf *0 koniec belki
I
4 | ¥y = 0 M=0 1
Stata lub przesuwna /i | C
podpora posrednia | > | 6+0 Tf =0 i ’ Przegub
5| brzegub —m | 7 70 My =0 i - stala lubpraesuuna
i | a+0 Tr %0 | \ ! podpora poérednia
Tab.2. Potozenie srodkdéw ciezkosci niektdrych figur
. . ) Potozenie $rodka
Figura Oznaczenia Pole figury .
ciezkosci
. = l-h 2l—-b
Troéjkat it A=— Xe =—F—
Xe b 2 3
/
S o a+b (a+2b)-1
Trapez = . c =
X 3-(a+b)
[
Pole ograniczone c
parabola ‘ A==1"h X, = §l
drugiego stopnia s
" /
Pole ograniczone
: B Y ,
parabolg 2 A=— X, =—1
. . X 3 4
drugiego stopnia :
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Metoda analityczno-wykresina

2. Przyktady liczbowe

Zad. 1.

Wyznaczy¢ ugiecie oraz kat ugiecia w punkcie B belki wspornikowej (rys. 1a) o dtugosci [ = 1m,
obcigzonej na swobodnym koricu sitg skupiong o wartoéci P = 5kN.
Do obliczeri przyja¢ E = 210 GPa, [ = 15 cm*.

Rozktad momentu gnacego belki rzeczywistej (rys. 1b) opisuje réwnanie:
Mg(x) = —My + Ry - x; xe(0,1) [pkt A - B]

Wykres momentu gnacego stanowi obcigzenie gy belki fikcyjnej.

Belke fikcyjng zbudowad nalezy w nastepujacy sposob:

e w miejscu utwierdzenia belki rzeczywistej (pkt A) warunki brzegowe to y4 =0i 04 = 0, w belce
fikcyjnej nalezy spetni¢ warunki Mgq = 0 i Tfq = 0, zatem w miejscu tym nie nalezy stosowac
jakiejkolwiek podpory,

e odwrotna sytuacja ma miejsce w punkcie B, gdzie dla belki fikcyjnej zastosowac nalezy
utwierdzenie, ktére dodatkowo spowoduje spetnienie warunkéw rownowagi statycznej.

Wypadkowa obcigzenia wtdrnego wynosi:

a) [

1 1 2 S
szz.l.Plzzplz; xczgl 1P
M, A B X
= = =
Reakcje wtérne: R, T i
Rip=Tp=oPl% Mp=Mg =P y T
rB=lrg =50 Mrp=Mgrp =3 0,

b)

K iecia i 5 : X m X

at ugiecia jest zatem réwny: < »
=
Ty 1PI2 A
B
%=F T %T3E
C) Pl ‘Qr’ 4
A N N
o Xe ..:“ MfB
Ugiecie w punkcie B wynosi: 'RfB
Mg 1P Rys. 1
oM o _1PE v
El 3 EI

fzg = 50 mm
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Zad. 2.

Stalowg belke o przekroju dwuteowym (E =210 GPa, I =1510 Cm4) o dtugosci 8 m obcigzono
w punkcie C sitg skupiong o wartosci P = 10kN i podparto na obu koncach wedtug schematu
przedstawionego na rys. 2a. Wyznaczy¢ ugiecie i kat ugiecia belki w punkcie B.

Z warunkéw réwnowagi statycznej belki X X
rzeczywistej wyznaczy¢ nalezy wartosci a) 4’) pi ‘—‘D X
reakgji: . : —

B E

RA=%P; RD:%P RA‘2!“ i ==2Z=RD

A
A
A

Moment gnacy w belce rzeczywistej (rys. 2b):

b) | X
Mg(x,) = Ry xy; x ' >
gdzie x,€(0,6l) [pkt A - C] 3P/
%
Mg(x;) = Rp " x3;
gdzie x,€(0,21) [pktD - C] ¥
c) < 2 q
Belke fikcyjng (rys. 2c) stworzyé nalezy Rf
wedtug opisanych wyzej zasad (tab. 1) oraz A Qf R;p
obcigzy¢ wydatkiem o przebiegu Mg(x) dla .
belki rzeczywiste;j. d) | (A -
__--*r""'-‘r-
' i 3 Mng
Ugiecie i kat ugiecia w punkcie B belki RfAT QfB TfB

wyznacza sie jako: ‘2_]J

szng. 0 _Ts Rys. 2.
B El B= El

gdzie, zgodnie z rys. 2d:
Trgp = Rea — Qfp
Mgsp = Rpp - 20— QfB “XcB

W celu wyznaczenia powyzszych wielkosci niezbednym jest okreslenie, z warunkéw réwnowagi belki
fikcyjnej reakcji w punkcie A:

Qf "X
gdzie zgodnie z tablicg 2:
1 8l 3Pl—6Plz- = 8l ! (2-8l Zl)—lol
Oy =7 8l PL=06PI%; Xe =973 3
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Reakcja fikcyjna w punkcie A wyniesi zatem:

6PI? % 5

Riy = ———=—=—PI?
14 8l 2
Wypadkowa obcigzenia wtdrnego na odcinku pomiedzy punktami A i B:

1 1 1 1 1
Qpp =520 Mg(x1)x,=p1 = 5" 21 5 PL= S PI% Xe =31
Sita tngca i moment gnacy w punkcie B:

Trs =R —5P12 1P12—2P12
B = fA_QfB—E 5Pl =

1 1 .1 1 .
Mng:RfA'Zl_QfB'xczgpl Zl—EPl EIZEPI

Kat ugiecia w punkcie B jest zatem réwny:
2

P
0p = 2— = 0,0063 ~ 0,36°
B El

Ugiecie w punkcie B wynosi:

b =P g
B g 0
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Zad 3

Wyznaczy¢ strzatke ugiecia oraz kat ugiecia w przegubie (pkt. B) belki przedstawionej na rysunku 3.1.

przegub

AR

2] /

Yv

Rys. 3.1. Schemat belki

Sposdb podparcia belki skutkuje istnieniem w ukfadzie trzech niezerowych wartosci sit
i momentéw podporowych. W celu ich wyznaczenia nalezy myslowo podzieli¢ belke na dwie czesci,
przy zatozeniu, ze w punkcie B (przegub) moment réwny jest zeru.

21 /
“"awllmlum{f
Tr, L
BT!B “
ARC

Rys. 3. 2. Myslowy podziat belki na dwa uktady statycznie wyznaczalne

Rownania réwnowagi statycznej dla czesci lewe;j:
M4 =0 & Tp-20—q-2l-1-My=0
IMpy=0 & —My—Ry-2l+q-21-1=0
Rownania réwnowagi statycznej dla czesci prawe;j:
IMp =0 © Rc-1—2ql*=0
IMy=0 & T -l1—-2ql*=0
Po rozwigzaniu powyzszego uktadu réwnan otrzymamy:
M, =2ql?, R,=0, R.=2ql, Ty = 2ql

Znajgc wartosci reakcji mozliwym staje sie wyznaczenie rozktadu momentu gngcego wzdtuz rozpietosci

belki:
2

X
Mg(x;) =My + Ry~ x; — q%; x,€(0,21) [pkt A — B]

Mg(x,) =My +Ry- 2l +x5) —q - 21 (I +x3); x,€(0,1) [pktB - C]
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Kolejnym krokiem rozwigzania jest budowa belki fikcyjnej (tab. 1) i obcigzenie jej wydatkiem
o rozkfadzie zgodnym z obliczonymi wartosciami momentu gnacego (rys. 3.3).

4 .
LT o @
. I . , ] }2qr
Yy o

A

i
T, .~
298 2qF ' Bz|
L/rf@ﬂ X Ty . yfRfa -

\{

Mg(x)

Rys.3.3 Rozktad momentu gnacego wzdtuz rozpietosci belki oraz belka fikcyjna

Obcigzenie ciggte zastgpi¢ mozna sitami skupionymi o wartosciach

Kat ugiecia i ugiecie w punkcie B obliczamy jako:

T, M
fB 9rB
Op = —; fg = ——
BRI BT EI
Z warunku rownowagi statycznej dla belki fikcyjnej:

5 1
Sita tngca po lewej stronie przegubu rowna jest:
8
L _
TfB = —§ql3

Natomiast sita tngca z prawej strony:

8 17
Try" = =34l +5ql® =3q8°
stad:
L_ _§q_l3 P_ 3 q_l?’ Rys. 3.4. Oznaczenia deformacji
5 3El’ 5 El

Strzatke ugiecia w punkcie B obliczy¢é mozna znajgc wartos¢ momentu gnacego:

Mo, =—Soi.2. 1= Iz _, g 10
9rp= 739" gt T34 BT T3
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