R&zniczkowe rownanie linii ugiecia belki

Dziatanie momentu gnacego powoduje zakrzywienie osi belki. W oma-
wianym zginaniu prostym, w ktérym kierunek wektora momentu gna-
cego pokrywa si¢ z kierunkiem giéwnej osi bezwladnoSci przekroju, o$
belki po odksztalceniu jest krzywa ptaska.

Rozpatrzmy belk¢ swobodnie podparta na kofcach i zginanag sita skupio-
na P (rysunek 8.10).

Rysunek 8.10

Przyjmijmy w poczatku belki ukitad wspétrzednych prostokatnych,
ktérego 0§ x stanowi 0§ geometryczna nieodksztalconej belki, a oS y
skierowana jest do dotu. Dowolny przekréj o wspétrzednej x obraca sig o
kat ¢ a jego Srodek cigzkoSci przemieszcza si¢ pionowo o y. OS ugigta
belki opisuje réwnanie y = f{x), a jej krzywizn¢ wzor (8.15). Krzywizne
dowolnej krzywej plaskiej okreSla znana z geometrii rézniczkowej
zalezno$¢
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Z. poréwnania wzoréw (8.15) i (8.24) otrzymujemy réwnanie réZniczko-
we ugigtej osi belki

- dx’ (8.25)



Ze wzgledu na stosunkowo duza sztywnosSC belek, a zatem matle prze-
mieszczenia liniowe i katowe, z dostateczna doktadnoscia mozna przy-
jac, ze wspotrzedna y reprezentuje catkowite przemieszczenie liniowe,
a kat obrotu przekroju @ (zawarty mi€dzy osig belki nieodksztalconej
i styczna do osi ugi¢tej) oznacza przemieszczenie katowe. Przemieszcze-
nie liniowe y nazywane jest ugi¢ciem, a kat ##— katem ugigcia.

Przy zalozonych matych przemieszczeniach katowych —mamy
d -
Eyztgﬂz ¢ i mianownik prawej strony réwnosci (8.25) mozna
przyja¢ réwny jednoSci. Otrzymujemy réwnanie uproszczone, ktore
zapisujemy w postaci

d’y

E = —M g (826)

Jest to tzw. réwnanie techniczne ugigtej osi belki, w ktérym iloczyn EJ
jest ogélnym oznaczeniem sztywnoSci na zginanie. Znak .- we
wzorach (8.25) i (8.26) wynika z przyjetej umowy okresSlajacej znak
momentu gnacego.

W celu wyznaczenia ugigC belki catkujemy dwukrotnie réwnanie (8.26),

otrzymujemy
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y=—£](j(ngdx)dx+Cx+D) (8.28)

gdzie: C i D oznaczajq stale catkowania.

W przypadku gdy moment gnacy opisany jest inng funkcja w kolejnych
przedziatach belki, nalezy napisa¢ réwnania r6Zniczkowe osi ugictej
osobno dla kazdego przedziatu. Ze wzgledu na ciaglos¢ i gtadkos¢ linii
ugigcia, state catkowania musza spetnia¢ warunki ciagtosci ugiec i katéw
ugigcia na granicach przedziatéw. W takim przypadku sposob catkowa-
nia rownania r6Zniczkowego ma istotne znaczenie.



Przykiad

Wyznaczmy réwnanie osi ugictej belki swobodnie podpartej na koficach
1 obciazonej sita P (rysunek 8.11).
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Rysunek 8.11

Z, warunkéw réwnowagi wyznaczamy reakcje podpér, ktére wynosza
odpowiednio:

R, = Pb/(a+b) oraz R, = Pa/(a+b).

Przyjmijmy uktad wspétrzednych x, y o poczatku w punkcie A belki.
Moment gnacy M,(x) nalezy okresli¢ w dwéch przedziatach

Pb
0<x< M =R.x=
x<a (%) e - >

X

a<x<l M, (x)=R,x—P(x—a)= il x—P(x—a)
a+b

Roéwnania rézniczkowe osi ugi€te] odpowiadajace tym przedzialom cat-
kujemy osobno.

W przedziale O < x < @ mamy

3

EJy=—%Ix2dx+C,x+D, =—RA%+C,x+D,



Catkowanie w przedziale a < x < [ przeprowadzamy nie rozwijajac wyra-
zen w nawiasach

2
E.szy =—R,x+ P(x—a)

=

d
EJEy:—RAdex+PI(x—a)dx+C2 =

Y
=—R x_+P(x—a)+

A2 ) C2

-R P
Ely =TAj'x2dx+5J-(x—a)2dx+C2x+Dz =

3 3
__ g X Pama?

+C,x+D
6 2 2

State catkowania wyznaczamy z warunkéw brzegowych:

Y y(0)=0
2 yl)=0

9 )’l(a) = )’Z(a)
Y 8,(a) =9, (a)

Pierwsze dwa warunki wynikaja ze sposobu podparcia belki, dwa kolej-
ne s3 warunkami ciagtosci przemieszczen.
Na podstawie warunku ¥ mamy

a2 2

— K, 7+CI =—R, %+C2,azatcmjcst Ci=C.
Z warunku * otrzymujemy
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—RA%+C,a+D| =—R,‘%+C2a+D2



a stad, uwzgledniajac réwnos¢ statych C, i C, mamy D, = D,

Z warunku " jest D, = 0.

Na podstawie warunku * otrzymujemy réwnanie

3 3
(a+b) +P%+C2(a+b)=0
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z ktérego po podstawieniu R, = Pb/(a +b) wyznaczamy stata C,

Pb 2 9
C,=—"2 (a+b}-b
2 6(a+b)((a+) )

Zaleta zastosowanego sposobu catkowania rownania rézniczkowego osi
ugietej jest rownos¢ odpowiednich statych catkowania w obu przedzia-

tach C, = G, oraz D, = D,. Sposéb ten nazywany jest/metoda Clebscha.

Metoda Clebscha wymaga przestrzegania nast¢pujacych zalecef.

d.

Nalezy przyja¢ wspdlny dla wszystkich przedziatéw belki uktad
wspotrzednych o poczatku w jednym z jej koncow.

Jesli wspétrzedne a; okreSlaja potozenie sit skupionych P; lub
poczatkéw obciazenia ciaglego g;, to wyrazenia typu P.(x—a,)
(x—a,)*

lub catkuje  si¢  wedlug  schematu

n+l

(x—a;)
n+l

J'(x—a,.)"dxz +C

W przypadku obciazenia ciaglego przyjmuje si¢ uktad réwno-
wazny w taki sposob, aby kazde zaczgte obcigzenie ciagle
przebiegato do konca belki.

W przypadku dzialania momentu skupionego do réwnania mo-
mentéw gnacych nalezy wprowadzi€¢ wspotrzedna okreSlajaca
potozenie tego momentu.



Rozpatrzmy belke obciazona momentem M, sita P i obciaZeniem cia-
gltym o intensywnosci g (rysunek 8.12)
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Rysunek 8.12

Zgodnie ze stosowang metodq rozpoczete obciazenie ciagle dziata do
konca belki, a zatem w przedziale 5 nalezy wprowadzi¢ obciazenie row-
nowazace ze znakiem przeciwnym (—gq).

Ze wzgledu na rownos¢ odpowiednich statych catkowania réwnanie mo-
mentu gnacego mozna zapisaC dla przedzialu ostatniego, zaznaczajac
konce poszczegblnych przedzialébw pionowymi kreskami z numerami
tych przedziatéw.

Dla belki przedstawionej na rysunku 8.12 moment gnacy okre$lony jest
zaleznosScia
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Zapisujac réwnanie rézniczkowe osi ugigtej zmieniamy znak momentu
gnacego
d 2
EJ sz =—R,x, - M(x—a)°| +P(x—b)|, +
(8.30)
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Po scatkowaniu réwnania (8.3) otrzymujemy zaleZnosSci okre$lajace kat
ugigcia i ugigcie
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State catkowania C i D wyznaczamy z warunkow brzegowych wynikaja-
cych ze sposobu podparcia belki. Nalezy pamicta¢, Ze obliczajac prze-
mieszczenia z réwnan (8.31) i (8.32) bierze si¢ pod uwage tylko wyrazy
odpowiadajace danemu przedziatlowi. Stale catkowania C i1 D, kitore
zapisuje si¢ w pierwszym przedziale, sa proporcjonalne odpowiednio do
kata ugiecia i1 ugiecia belki w poczatku uktadu wspétrzednych; mamy
bowiem ¥9(0) = &%, = C/EJ oraz y(0) =y, =D/EJ .



