1. Rachunek prawdopodobienstwa - przypomnienie wiado-
mosci

Definicja 1.1. Niech (2, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, a B - dowolnie ustalonym
zdarzeniem takim, ze P(B) > 0.
Prawdopodobienstwo warunkowe zdarzenia A pod warunkiem zajscia zdarzenia B nazywamy

liczbe
P(ANB)

P(AIB) = =55

Whiosek 1.2. Jezeli P(B) > 0, to funkcja P(:|B) okreslona na F spelnia aksjomaty prawdopo-

dobienstwa.

Whiosek 1.3. Niech A i B bedg dowolnymi zdarzeniami takimi, ze P(A) > 0 oraz P(B) > 0.
Wowczas P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A).

Whniosek 1.4. Postugujgc sie zasadq indukcji matematycznej mozemy udowodnié, zZe dla dowolnego

n, przy zatozeniu, ze P(A;N---NA,_1) > 0, prawdziwa jest réwnosé
P(A;Nn---NA,) = P(A)P(As|A;)P(A3]A1 N Ag) ... P(A,|A1 N+ N A,q).
Przyklad 1.5. Rzucamy dwa razy symetryczna kostka.

1. Jakie jest prawdopodobienstwo wyrzucenia réznej liczby oczek?

2. Jakie jest prawdopodobienstwo wyrzucenia réznej liczby oczek, jezeli suma oczek, jezeli suma

oczek wynosi 117

3. Jakie jest prawdopodobienstwo wyrzucenia réznej liczby oczek, jezeli suma oczek, jezeli suma

oczek wynosi 107

Przyktad 1.6. Studenci Wydziatu Elektroniki musza zda¢ w I semestrze trzy egzaminy: z fizyki
(A), analizy matematycznej (C) i z algebry (B). Z danych Dziekanatu wynika, ze 70% studentéw
zalicza I semestr, a 90% - zdaje egzamin z fizyki. Jezeli student zaliczy algebre i fizyke, to praw-
dopodobienstwo, ze zda analize wynosi %. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze student, ktory zdat

fizyke, zda algebre?



Definicja 1.7. Méwimy, ze zdarzenia By, Bs, ..., B,, tworza podzial przestrzeni zdarzen elementar-

nych (€ jest suma roztacznych zbiorow B; € F dlai =1,...,n), jezeli

B,NB;=0, gdyi#j oraz |JB; =
i=1

~ B, | By |

A AN DB, | AN By 4

=

A=(ANB)U(ANBy)U(ANB;3)U (AN By)
A - elipsa, By, By, B3, B, - podzial przestrzeni €2

Figura: Diagram Venna ilustrujacy twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym

Twierdzenie 1.8 (Twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym). Jezeli Q) jest sumaq rozlgcz-
nych zbioréw By, przy czym P(B;) > 0 dla wszystkich i = 1,...,n, to dla dowolnego zdarzenia A

zachodzi rownosé

P(A) =) P(ANB;) =) P(A|B;)P(B).
i=1 i=1
Czasem zdarzenia B; wystepujace we wzorze na prawdopodobienstwo catkowite nazywamy przy-
czynami a zdarzenie A - skutkiem. Rozwazmy zagadnienie odwrotne: jakie jest prawdopodobien-

stwo przyczyny B;, gdy znany jest skutek A?

Twierdzenie 1.9 (Wzér Bayesa). Jezeli Q) jest sumq roztgcznych zbioréw B;, przy czym P(B;) > 0

dla wszystkich i = 1,...,n, to dla dowolnego zdarzenia A, takiego zZe P(A) > 0, zachodzi réwnosé

P(A|B;)P(B;)  P(A|B;)P(B;)
P(A) - Yi, P(A[B)P(B;)

P(B;|A) =

Przyktad 1.10. Przecietnie 3% wyprodukowanych elementéw ma wade. Do wykrywania wady
stosuje sie test, ktéry z prawdopodobienstwem 0.9 wskazuje wade (wynik testu pozytywny), jezeli

element ma wade i z prawdopodobienstwem 0.95 nie wskazuje wady, jezeli element jej nie ma.

a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze element ma wade, jezeli wynik testu jest pozytywny?



b) Jakie jest powyzsze prawdopodobienstwo, jezeli wynik testu jest negatywny?

Przyktad 1.11. Na stole lezy 5 dtugopiséw. Kazde przypuszczenie (hipoteza) dotyczace liczby ze-
psutych dtugopiséw jest jednakowo prawdopodobne. Wybrany losowo dtugopis okazal sie zepsuty.
Ktoére przypuszczenie dotyczace liczby zepsutych dlugopiséw jest teraz najbardziej prawdopodob-

ne?
Definicja 1.12. Dwa zdarzenia A i B nazywamy niezaleznymi, jezeli
P(ANB)= P(A)- P(B).

Jezeli P(B) > 0, to z niezaleznosci zdarzen A i B wynika, ze P(A|B) = P(A). Dla dowolnego
A € F zdarzenia A i Q) sq niezalezne. Podobnie - zdarzenia A i () sg niezalezne. Jezeli zdarzenia A

i B sa roztaczne i maja niezerowe prawdopodobienstwa, to nie moga by¢ niezalezne.

Definicja 1.13. Zdarzenia A;, Ay, As, ... nazywamy rodzing zdarzen niezaleznych, jezeli dla kaz-

dej skonczonej ilosci zdarzen A;,, A;,, ..., A;, z tej rodziny, gdzie n > 2, zachodzi réwnosé
P(A;,;N---NA;,)=P(A;)... P(A4;,).

Whniosek 1.14. Jezeli zdarzenia A i B sq niezalezne, to takze niezaleine sq pary zdarzen A’ i B,

AiB oraz A 1 B,

Whniosek 1.15. Jezeli zdarzenia Aq, As, ..., A, sq niezaleine, to niezaleine sq takze zdarzenia

By, Bs, ..., B, gdzie B; = A; lub B; = Al dlai=1,2,...,n.

Przyklad 1.16. Trzech kontroleréw jakosci pracuje niezaleznie. Pierwszy wykrywa 90% wad,
drugi - 80% a trzeci - 60%. Jaki procent wad wykrywaja tgcznie? Jaki procent wad wykrywa trzeci

kontroler a nie wykrywa pierwszy ani drugi?

Przyktad 1.17. Wybieramy jedna rodzing sposréd rodzin, majacych n dzieci. Niech zdarzenie A
polega na tym, ze w losowo wybranej rodzinie jest co najwyzej jedna dziewczynka, B - w rodzinie

sa dziewczynki i chtopcy. Czy zdarzenia A i B sa niezalezne?

Przyklad 1.18. Pacjent wykonuje test na obecnos$¢ pewnej choroby. Wynik jest pozytywny. Praw-
dopodobienstwo otrzymania wyniku pozytywnego w przypadku choroby wynosi 0.6, natomiast
prawdopodobienstwo, ze wynik bedzie negatywny jesli pacjent nie jest chory 0.98. Prawdopodo-

bienstwo wystepowania tej choroby w populacji wynosi 0.001.
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Rysunek 1

(a) Jakie jest prawdopodobienistwo, ze pacjent jest chory po wykonaniu jednego testu?

(b) Narysowaé rozklad prawdopodobienstw warunkowych. Obliczy¢ brakujace prawdopodobien-

stwa.

Przyktad 1.19. W pewnym sklepie przeprowadzono nastepujaca ankiete wsrod klientow.
Pytanie 1. Jaka jest Twoja ogdlna ocena zadowolenia z obstugi klienta w naszym sklepie w

skali od 1 (bardzo niski poziom zadowolenia) do 10 (bardzo wysoki poziom zadowolenia)?

112/314(5/6]7[8[9]10

Pytanie 2. W jaki sposob dowiedziates sie o naszym sklepie?
e internet
e znajomi

o telewizja



e radio
e prasa

e inne
Pytanie 3. Czy polecitbys nasz sklep znajomym?

o tak
e nie
e niec wiem

Wyniki ponizszej ankiety zebrano w pliku nowedane.csv. Rozwazmy zdarzenie polegajace na
wybraniu jednej ankietowanej osoby. Zaktadamy, ze prawdopodobienstwo wylosowania kazdej oso-

by jest takie samo. Sprawdzi¢ czy wsrod zdarzen:

e A; - zdarzenie polegajace na wybraniu osoby, ktérej poziom zadowolenia z obstugi klienta

jest okreslony na poziomie i, ¢ € {1,...,10}

e B; - zdarzenie polegajace na wybraniu osoby, ktéra na pytanie, czy polecitaby sklep odpo-

wiedziata w sposéb j-ty, j € {1, 2,3}

e (), - zdarzenie polegajace na wybraniu osoby, ktéra dowiedziata si¢ o sklepie w sposéb k-ty,

ke{l,2,...,6}

sg zdarzenia niezalezne lub warunkowo niezalezne.
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