Przykladowe zadania egzaminacyjne z Teorii pola elektromagnetycznego

Zad. 1. W prozni umieszczone sg trzy tadunki o wartosciach:
Qa=-1pC, Qg=2uC, Qc=-3uC
w punktach:
A(1,2,00m, B(0,-2,2) m, C(1, 3,1) m (odpowiednio).
Obliczy¢:
a) rozktad pola potencjatu elektrostatycznego,
b) rozktad natgzenia pola elektrycznego,

Cc) sile jaka dziata na fadunek Qc.

Pogladowa ilustracja zagadnienia

P(x,y,2) E

A (XA,.YA, Zp)

Qs
B (Xs, Ye Zs) Qc

C (XC1 yC1 ZC)

Rozwigzanie

a) Wzér na potencjal w dowolnym punkcie P pojedynczego tadunku punktowego:

1
V)= 2 @
drg, 1
gdzie:
_12 F 1 -9 F . ‘1 Lo s
&, =8.854.10° —~—-10"" — - przenikalno$¢ elektryczna prozni,

m 36rx m

r — odlegtos¢ punktu P od punktu w ktorym znajduje si¢ tadunku Q.



Korzystajac z zasady superpozycji mamy:

dng, 1, 4mg, 1y 4dms, 1. Amg,\ ry, T, r

V=V, +V, +V, = 1 &+ 1 %4— 1 Q_ 1 (&+%+&j (2

B

gdzie:
ra =[] = = Py = ya (e 20 F = Jx-1F ey —2P+2* m ©)
fo = [BF = Jx—xa F+(y = yo F (2= 2 F =\P+(y + 2P +(z-2F m (4)
to =[CF| =l x Py = e+ = 2cF = Jx-1F+(y-3f+(-1F m (5)

Po podstawieniu (3), (4), (5) do (2) otrzymujemy:

V(X y,2)= 1
4n—=.10"°
367

( 110 2.10°° ~3.10°°
Jlx-

1P +(y-2) \/x Hy+2)P+z-2) +\/(x—1)2+(y—3)2+(z—1)2} v
(6)

i ostatecznie:

1 2 3

Joctrsly-2p 2 rly 2 ee-2) _J(X—1)2+(y‘3)2+(2‘1)2J v

V(x,y,z):9-103[—

b) Wzor na natezenie pola elektrycznego w dowolnym punkcie P pojedynczego tadunku
punktowego:

= 1 Q.
E(P) = = 8
) Ang, r? ®
gdzie f:% - wersor, 7 - wektor tgczacy punkt, w ktorym znajduje si¢ tadunek Q z punktem P. Stad:
= 1 Q.
E(P) = = 9
) 4ng, r’ ®

Korzystajac z zasady superpozycji mamy:

E EA+EB+EC 1 QAQ+ 1 QB_.+ 1 QCQ_ ! (QA QB QC J (10)

A =B+ =ET
Ia I e = A B c
4re, rA 4dre, rB 4re, rC 4re, rA rB C

where:

—_—

L=AP=[x-X,, Y=Ya Z-2,]=[x-1 y-2, z] m (12)



“AP=[X-Xs Y-Va Z-Zg]=[x y+2, z-2] m (12)
=CP=[x-%:, Y-VYo z-2z]=[x-1 y-3 z-1] m (13)
FaTe, e - patrz (3), (4), (5).
Zatem:
1100 <71 210-6 R IR
E(x,y,2)=9-10°| ———|y-2|+= y+2 |+ y-3[| V/m (14)
r’
A z ] 7-2 ¢ z7-1
Po wykonaniu matematycznych operacji (mnozenic wektora przez skalar i dodawanie wektorow):
[—x+1 2x | [-3x+3] 9.10° ZX+1, 2x —3x+3
r = = A S &
A B C
E(xy.2)=9-10°9 | Y2 || 2V 4] [ =3y +9 9.103[_yj2+2yj4+_3y3+9J Vim (15)
If‘A If‘B rC rA I’B rC
-z 2z1-4 -3z+3 _ _ _
3 3 3 9.10° —Z+ZZ 4+ 32+3
"l Ll I Lk A T 2

Ostatecznie, po podstawieniu (3), (4), (5), wspolrzedne natezenia pola elektrycznego wyrazaja sie
wzorami:

E, (%, y,2)=9-10° —x+l _+ 2 _+ ~3x+3 _| vim
(\/(x —1P+(y-2P+2° ) (\/x2+(y +2P+(z-2) ) (\/(x —1P+(y-3f+(z-1p j
(16)
E,(x,y,2)=9-10° —y+2 2y+4 + —3y+9 - | Vim
(Vo-1F+(y-2F+2 ) (Jx (+2FsG-2F ) (1P sy -3 +G-1F)
E,(x,y,2)=9-10° _Z S+ 22-4 S+ —32+3 S| Vim
(J(x_1)2+(y_z)2+22) [Jx2+(y+z)2+(z_z)2j (J(x_1)2+(y_3)2+(z_1)2j
c) W celu obliczenia sity dzialajacej na tadunek mozna skorzysta¢ z prawa Couomba:
- 1 QOQ,.
Feg 2 f 17
4ng, r? (17)
lub definicji natezenia pola elektrycznego:
. F _ _
E -5 = F=QE (18)

Poniewaz natezenie pola elektrycznego mamy juz policzone, prostszy jest ten drugi sposéb. W (16)
opuszczamy ostatnie cztony odpowiadajace natezeniu pola pochodzacego od tadunku Q¢ (tadunek nie
dziata silg sam na siebie!), podstawiamy wspotrzedne punktu, w ktérym si¢ on znajduje oraz mnozymy
przez jego warto$¢:



F =-3-10"°9-10° —i+l + 21 =-0.267-10° N
(\/(1—1)2 +3-2)+1? )3 (\/12 +3+2)2+(1-2) )3
_ . (19)
F, =-3-10°9-10° 3+2 + 2:3+4 =5.081-10° N
VB2 (fr+@r2r+a_2r)
F, =-3-10°9.10° -1 + 2:1-4 =6.621-10° N
VaDG-2r+1) (fr+@r2r+a-27)

Po wykonaniu obliczen rachunkowych otrzymujemy:
F=[-267, 508, 6.621]mN

Warto$¢ wektora sity:

F =\'f\ = J(-2.67) +(5.081)" +(6.621)° =8.763 mN

Zad. 2. Natezenie pola elektrycznego w odlegtosci r od dipola elektrycznego umieszczonego w
poczatku uktadu wspotrzednych i zorientowanego rownolegle do osi OZ opisane jest funkcja:

P

5

E(xy,2) =

[xz, yz, —x*—y® +322]

gdzie p = const (moment dipolowy).
Obliczy¢ site, z jaka ten dipol dziala na statyczny tadunek punktowy q = 2 uC zlokalizowany w

punkcie A(20, 10, 20) cm, jezeli p=5-10"° C-m),

Wskazowka. Nalezy podstawi¢ dane do podanego wzoru (r to oczywiscie odlegtos¢ miedzy punktami

—

(X,¥,2)1(0, 0, 0)) i obliczy¢ wspotrzedne wektora E , a nastepnie skorzystaé ze wzoru

F=qE

Zad. 3. Pole magnetyczne w otoczeniu prostoliniowego przewodu z prgdem stalym i utozonego
wzdtuz osi OZ opisane jest funkcja:

- J7N y X
Bx.y.2)= 2;{_x2+y2’ X2 +y? O}

gdzie i = 47-10""H/m
Obliczy¢ site z jaka to pole dziata na fadunek punktowy g = 5mC umieszczony w punkcie A(2, 1, -3)
mm i poruszajacy si¢ z predkoscia v = 200 m/s rownolegle do osi OZ. Natezenie pradu i = 50 A.



Rozwigzanie

Obliczamy wspoétrzedne indukcji magnetycznej w punkcie A:

0=

~ 4-107" -50 1-1073 2.107°
B(A) = [— (

2m 2.10°f +(-10°f " (2.20°f + {102
:10—5,{ 10°  2.107

— =|-0,2; 04; 0[-10%T=|-2; 4 T
S 0% 5107 o} [-0,2; 04; 0]-10 [-2; 4 0]m

Zapisujemy wektor predkosci: V=[0, 0, 200] m/s

Obliczamy sit¢ ze wzoru Lorentza:

i j ok ~08] [-410%] [-4
F=qixB=5-10°:| 0 0 200=510°.-04|=|-2-10°|N=|-2|mN
-210° 4.10° 0 0 0 0

Zad. 4. Sprawdzi¢, czy pole podane w zad. 3. spetnia rownania Maxwella.
Uwaga: nalezy zatozy¢, ze w rozpatrywanym obszarze nie ma niezrOwnowazonych tadunkéw
elektrycznych 1 pole elektryczne nie wystepuje.

1. Prawo Gaussa dla pola elektrycznego:

divE =2
&
jest spelnione w sposob oczywisty, poniewaz zgodnie z zatozeniem E=0i p=0.
2. Prawo Gaussa dla pola magnetycznego:
divB=0

Obliczamy dywergencje pola magnetycznego.

L. oB
dive=v-B=|2, 2 2|8, B, B|-Px; % B
oXx oy oz oXx oy oz

Obliczamy pochodne.

@_g[_%i y j_ Pl =2xy i X

_ _ y
ox  ox| 2m X2 +y? 2n (x2+y?f @ (x+y?)f



aBy 8[luoi X jzﬂoi _2Xy __/uoi Xy

Eza 21 X° +y? 27 (x2+y2)2 o (x2+y2)2
0B

£=0
0z

Po podstawieniu mamy:

- I X I X

dive = £ Zyzz—ﬂ‘) 2y22+0:0
n(x2+y?f  m (x+y?)

czyli prawo Gaussa dla pola magnetycznego jest spelnione.

3. Prawo Faraday’a:

—

rotE = -8
ot

—_ —

jest spetnione poniewaz E =0, a B nie zalezy od czasu.

4. Prawo Ampera - Maxwella

—

rotB = 4 + pe =
1 He—

W rozpatrywanym obszarze J= ﬁ(opis pola w tresci zadania dotyczy otoczenia przewodu gdzie

prady nie plyna, a nie jego wnetrza!), oraz E =0, czyli prawa strona rowna jest zeru. Musimy zatem
sprawdzié, czy rotacja pola magnetycznego tez rowna si¢ zeru.

B, By

i ] k| |oy oz

ois=vxB=| 2, 2 2N[s, B, B]-|L 2 2. 0B, _ B,
oXx oy o0z oX oy oz oz  OX

8, B, B B 0B

| OX 0y |

Obliczamy pochodne:

o8B,
&y 0 (o8, =0)

oB

y _
=0 (bo By nie zalezy od z)

0z




oB,

o =0 (bo By nie zalezy od z)

0B,

PV 0 (boB,=0)

o (x2+y2)2 - (x2+y2)2 - - (x2+y2)2

B, O i X =y0i1-(x2+y2)—x-2x:yoi X +y?) i K-y
ox  ox\ 2m x> +y?

X —

oy 25 on X2 +y?) 2= (x2+y2)2 T (X2+y2)2

Po podstawieniu widzimy, ze sktadowe x-owa i y-owa rotacji sa od razu réwne zeru, a sktadowa z—
owa.

B, O mi y j__,uoil-(x2+y2)—y-2y: i X2 —y?

B, B, _[_m Xy | [ sl XY ]
ox oy . (X2+y2)2 . (x2+y2)2
rowniez.

Zatem rotB=0 , co ostatecznie konczy dowadd.

Zad. 5. Obliczy¢ rozktad pola magnetycznego od zwoju z pradem statym przedstawionego na rysunku.
Fragment zwoju oznaczony jako L; jest potokregiem, a jako L, — odcinkiem paraboli. Sktadowe pola
nalezy przedstawi¢ w postaci catek oznaczonych, ich obliczanie nie jest wymagane.

Dane: 1 =200 A, R=20cm, h =40 cm.
y A

Y




Rozwigzanie

Korzystamy z prawa Biota-Savarta:

5 M di xF
e )

Punkt w ktorym obliczamy pole bedziemy oznacza¢ jako P(X, Y, ), a punkt na krzywej L (biezacy
punkt catkowania) jako P’(X’, y’, 2°).
Poniewaz zwo0j sktada si¢ z dwodch czesci, catke w (1) rozpisujemy na dwie:

B iijdlleJriijdlsz
4r

= 3 3
oo dny r )

Pierwsza z calek reprezentuje pole B, generowane przez prad plynacy w czesci Ly, a druga pole |§2
generowane przez prad ptynacy w czesci Lo.
Obliczanie pola B,

Zapisujemy rownanie krzywej L; w postaci parametrycznej (nalezy zwrdci¢ szczegdlng uwage zeby
parametryzacja byta zgodna z kierunkiem pradu, podobnie jak przy zwyktych calkach po krzywej
skierowanej).

X'=Rcosé
| y'=Rsing 3)
Ll' L
2'=0

~1<0<0 (lub n<H<2n)

Obliczamy wektor a;

dx' —Rsingdé
dl, =|dy'|=| Rcosdde (4)
dz' 0

Obliczamy wektor I oraz jego modut

X=X X —Rcos@
F:P_'P>: y_y’ — y—RS|n9 I’:|F|=\/(X—RCOSQ)2+(y—RSin9)2+ZZ (5)1 (6)
z-7 z

Obliczamy iloczyn wektorowy

A A

] j k Rzcos6d o
dl:xrF=-Rsindd®# Rcosfdd 0= Rzsingd o =
x—Rcosd y—Rsind z| |-Rsinddé(y-Rsind)—Rcosddé(x—Rcosh)
Rzcos@dé Rzcos@dé @)
= Rzsingd o = Rzsingd o

(~Rysin@+R?sin?0— Rxcos6 + R?*cos*6)d6 | | R(R— ysind—xcos0)dé



Podstawiamy (6) i1 (7) do pierwszej catki w (2). Po wykonaniu prostych dziatan (dzielenie i mnozenie
wektora przez skalar) otrzymujemy ostatecznie:

. 0
. :4&! Rzcosé _do ()
nn(\/(x—Rcose)2+(y—Rsin0)2+22]
1y:4ii° Rzsing _do o
n-ﬂ(\/(x—Rcose)z+(y—Rsin0)2+zzj
i R(R-ysin® - xcosd)

dé

1z

~4r (10)

n(\/(x— RC0s6)? + (y — Rsin) + 22 f

Obliczanie pola |§2

Znajdujemy rownanie krzywej L,. Jest to parabola lezgca w ptaszczyznie OXY 0 miejscach zerowych
w punktach —R i R oraz wierzchotku w punkcie (0, h), czyli

y’:%(R2 —x’z) (11)

(Dla uproszczenia zapiséw dalszych wzoré6w mozna w tym miejscu podstawic¢ dane liczbowe za R i h.
Te 1 pozostate dane mozna podstawia¢ na kazdym etapie rozwigzywania zadania, nie wptywa to na
oceng).

Przeksztatcamy rownanie (11) do postaci parametrycznej podstawiajac x” = —t (minus, aby parametr t
rost zgodnie z kierunkiem pradu — patrz rysunek). Mamy wiec

y’:L(RZ—tZ) (12)

Dalej postepujemy analogicznie jak poprzednio:

dx' —dt
. 2h (13)
dl, =|dy'|=| -5 tdt
, R
dz 0
X—X' X+t
'—;:ﬁ:;: _y! — y_%(RZ_tZ) (14)
z-7' 7
h 2
r:|F|:\/(x+t)2+( —?(Rz—tz)j +7° (15)

po czym obliczamy iloczyn wektorowy dloxFi zapisujemy Boy, Byy, B2,



Na koncu dodajemy wektory éli |§2 dodajac ich odpowiednie wspoétrzedne, tzn.:
B, =B, +B,,
B, =B, +B,,
B,=B, +B,,

(16)

Do (16) wstawiamy (8) — (10) i wzory na By, By, By, oraz wprowadzamy dane liczbowe (jesli nie
zostalty wprowadzone weczesniej). Nalezy zawsze pamigta¢é o podawaniu jednostek wszystkich
obliczanych wielko$ci fizycznych.

Zad. 6. Wewnatrz solenoidu o dlugosci L = 20 cm sktadajacego si¢ N = 5000 zwojow znajduje si¢
wykonana z przewodnika ramka prostokatna o wymiarach 4x5 ¢cm umieszczona pod katem 30° do osi
solenoidu (patrz rysunek). Solenoid zasilany jest pradem sinusoidalnie zmiennym o czg¢stotliwosci
1000 Hz i amplitudzie I, = 5A. Obliczy¢ sit¢ elektromotoryczng indukowang w ramce.

Wskazdwka: Nalezy zalozy¢, ze wektor indukcji magnetycznej wewnatrz solenoidu jest rownolegly do
jego osi i ma warto$¢ (wzor wyprowadzony na podstawie prawa Ampera):

oy - 4410

llustracja zagadnienia
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Rozwigzanie
Korzystamy z prawa Faraday’a:

do

="
dt

gdzie:
E= ff E.dl - sila elektromotoryczna indukowana w zwoju,
L

D= J; _[ B-ds - strumien magnetyczny przenikajacy przez powierzchni¢ zwoju.

Obliczamy strumien magnetyczny:

@=£f|§-d§=”8005ads= BCOSaI ds = BSCOSaZ%i(t)abCOSa

S S

gdzie a, b — wymiary ramki.



Zgodnie z treScig zadania prad w solenoidzie jest sinusoidalnie zalezny od czasu, czyli:
it)=1,sinat
gdzie @ =2xf

Zatem:

NI_abcosa .
@ = Ho NI OEX G

Obliczamy site elektromotoryczna:

_do _ d yNI abcosa

do NI abcosa
dt dt 2L

sin 2nft = o f cos2nft

Nastepnie podstawiamy dane liczbowe i podajemy ostateczny wynik.
Uwaga: Nalezy zwroci¢ uwage, ze kat a nie jest podanym w tresci zadania katem miedzy ptaszczyzng
ramki a osig solenoidu (patrz rysunek) i trzeba go tez obliczy¢!

Zad. 7. Obliczy¢ sile elektromotoryczng indukowang w prostokatnej cewce umieszczone] migdzy
dwoma prostoliniowymi przewodami jak na rysunku, z pragdem sinusoidalnie zmiennym o
przeciwnych fazach i jednakowych amplitudach I, = 20 A.

y
a=5cm
. 1' b=6cm
Ill d 2 c=2cm
d=10cm
C‘A a N
A
b
I’1>= r,
P(x.y,2)
|
.
YA




Rozwigzanie
Korzystamy z prawa Faraday’a:

_do
E=
dt

Warto$¢ wektora indukcji magnetycznej od prostoliniowego przewodu z pradem okresla wzor
(wyprowadzony z prawa Ampera):

_ Mol
2nr

gdzie r oznacza odlegtos¢ od przewodu.
W rozpatrywanym uktadzie, zgodnie z regulg prawej dloni, wektory od obu przewodow na
powierzchni ramki skierowane sg do niej prostopadle i majg zgodne zwroty, zatem

B B B — :uO 1 luOiZ
2m, 2711‘2
Zgodnie z tre$cig zadania:

() =i,(t)=1,sinat
czyli

B(t) = ’UO—I"‘(E + ljsin ot
2n \n,

I

W przyjetym na rysunku uktadzie wspotrzednych mamy:

zatem

B(x,t)zﬂ"—Im l+i sin wt
2t \x d-x

Wektor ds jest z definicji prostopadly do powierzehni catkowania, ktora jest tutaj powierzchnia ramki,
zatem

B | ds= B-ds=Bds

Obliczamy strumien magnetyczny:

cD:”E-&:J' Bds_f ’uol”‘(1+ijsina)tds=ﬂ°—|msina)tﬂ[1+dijds=
S

S s 2m \x d-x 2n —X
=u°—|msina)tj(cr(l+ijd x}dy Holn sma)tj(ln|x| ] dy=
2n oo lx d=x 2n
=u°|’“sma)tjl(ln(c+a) In(d —c—a)—Inc+In(d —c))dy = 2o sin gt In - ~A2—%) a+c)(d ¢ j‘
2 0 2n d-c- a 0

Obliczamy site elektromotoryczng indukowang w ramce:

g=-92_ 4l (a+c)(d_c)sina)t _Hl@y (a+cd—c)

dt dt 2x c(d-c-a) 2n c(d-c-a)

(a+c)d-c)
c(d-c-a)

cosat

coswt =—y,1,, fbin



Zad. 8. Natgzenie pola elektrycznego pewnej fali elektromagnetycznej rozchodzacej si¢ w osrodku
dielektrycznym pozbawionym niezrownowazonych ladunkow elektrycznych opisane jest funkcja

wektorowa:

E=[E (y,t), 0 0]
gdzie

E, (v,t) = E,, sin(ky — at)
Em — amplituda fali,

k= 2/1—“ — liczba falowa (modut wektora falowego k okre$lajacego kierunek rozchodzenia sie fali, A —

dhugos¢ fali),
21 . .
@=" - pulsacja (T — okres fali).

Korzystajac z rézniczkowych réwnan Maxwella znalez¢ funkcje wektorowa opisujaca indukcje
magnetyczng tej fali oraz sprawdzi¢, czy tak opisane pola spetniajg wszystkie te rOwnania.

Rozwigzanie

W celu znalezienia funkcji opisujacej wektor indukcji magnetycznej korzystamy z rézniczkowej
postaci prawa Faraday’a:

rote =B
ot

Obliczamy rotacje nat¢zenia pola elektrycznego.

]k 0

oE-vxE=|2, 2 2L, o o=|2 2 2| %&
oXx oy oz oXx oy oz oz

E, 0 0f |_%
L ]

Ex nie zalezy od z, wigc a;* =0.
z

oE 0 .

* =—E, sin(ky—at)=E,_ kcos(ky — ot
Sy (ky —at) (ky - at)
Zatem

0
rotE = 0

—E,k, cos(ky — at)

Rozpisujemy jawnie prawg stron¢ prawa Faraday’a



1 porownujemy z lewa:

oB
B, _o B, _, B,

— €, kcos(ky — ot
o p nkcos(ky - at)

Z pierwszych dwoch rownan wynika, ze wspotrzgdne By i By nie zaleza od czasu, czyli nie stanowia
pola fali elektromagnetycznej, mozemy wiec przyja¢ By = By = 0. Z trzeciego rownania obliczamy
sktadowa B; :

s =ky—at
B, = [E, kcos(ky—at)dt = E k[cos(ky—at)dt =|ds =—wdt| = E k[ coss “Lgs-
1 10}
dt=-——ds
[0

= —ELksin(ky—a)t)+C
(0] [

Stata catkowania C jest nie zalezy od czasu, czyli jak wyzej, mozemy przyja¢ C = 0. Ostatecznie
mamy wiec:

B=[0, 0, B,(y,1)]
gdzie

B, (y.t) =— =¥ sin(ky — ot)

Sprawdzamy pozostate rownania Maxwella.

Prawo Gaussa dla pola elektrycznego

divE =0 (Zgodnie z tre$cig zadania gestos¢ tadunkow p=0.)
Obliczamy dywergencje natezenia pola elektrycznego:

o o0 0 OE. 80 80
le E V E —, — | E O, 0l= X424 -0 . )
L’M oy 82} [ ] ox oy oz (bo Ex nie zalezy od x)

Prawo Gaussa dla pola magnetycznego

divB=0
Obliczamy dywergencj¢ indukcji magnetycznej:

0o 0 80 60 0B,
divB=V.-B= {GX 5 a}[O 0, B] 8X 8y ™ =0 (bo B, nie zalezy od z)

Prawo Ampera-Maxwella

rotB = LE % (Zgodnie z treicig zadania (o$rodek dielektryczny) gestosé pradu J =0.)

Obliczamy rotacje indukcji magnetycznej.



[ 0B

ik oy

oB-vxB-| 2, 2, 2o o B]-L & 9| %
oXx oy oz OX oy oz OX

0 0 B 0

N

B; nie zalezy od X, wigc aaBz =0.
X

2

E
B, _ 2[_ E,k sin(ky_wt)j __Eaky cos(ky — awt) = ——=—cos(ky — et)
o oyl o @ @
Zatem
2
——"cos(ky — at)

. )
rotB = 0

0

Rozpisujemy jawnie prawg stron¢ prawa Ampera:

w@Ex

OE ot
#55= 0
0

1 porownujemy z lewa.

oE, EK*
P ky - ot
~ . cos(ky — wt)
Stad:
E_kZ E, k?
E, =[| ——=~cos(ky - at) |dt = ——" [ cos(ky — et )dt
LED LED

Ostatnia calka jest identyczna z obliczang w pierwszej cze$ci zadania, stad
2

E k2
E, (y,t) = ——%sin(ky - et)
Hew

Porownujac ten wynik ze wspotrzedna Ex podang w tresci zadania widzimy, ze aby prawo Ampera
bylo spetnione musi zachodzi¢ zaleznos¢:

Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy stad:
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Podstawiajac nastepnie o = ?I_—n I k= - mamy

Stosunek A/T jest predkoscig fali v, czyli ostatecznie

A1
T Jue
1
V:_
Jue

Wzér ten jest ogdlnym wyrazeniem wigzacym predkos¢ fali elektromagnetycznej w osrodku
dielektrycznym z parametrami tego osrodka.

Zad. 9.

In a vacuum, in the direction of the OX axis travels plane electromagnetic wave with an
amplitude of the electric field E,, = 30 VV/m and polarization in the OY axis direction.

Frequency of the wave: f =2 GHz.

a) Write the components of electric and magnetic fields as a function of time and

coordinates.

b) Show explicitly that these functions satisfy Maxwell's equations.

Solution

a)

Calculation parameters of the wave:

Pulsation (angular frequency) o=2n =27-2-10° ~12,57-10° fad
m
. 11 "
Period T=-=—"-=05-10"s=0.5ns
f 2.10
Wavelength A=cT =3.10°-0.5-10"° =0.15m =15cm
Wave number k= 2Z_ 27 41897
A 015 m
: e E, 30 5
Amplitude of the magnetic field B, = = 310 =107'T =0.1uT

Components of the electromagnetic field vectors

1)

)

©)

(4)

(®)



E=[o, E(xt) o B=[0, 0, B,(xt)]
E, (x,t)=E,sin(kx— at) B, (x,t)= B, sin(kx — at)

E, (x,t) = 30sin(41.89x ~12.57-10°t)

31<

B, (x,t)=10"sin(41.89x ~12.57-10°t) T

b)
Gauss' law for the electric field in vacuum
divE =0
dive = 5 OBV L B _ 05, 0 (3ogin(a1.89x 1257-10°t))+ L0=0 (oK)
oy 0z  OX oy oz
Gauss' law for the magnetic field
divB=0
_ OB
divB=Le B B 04, 04, 9 (1575in(a1.89x~12.57-10°t))=0  (0k)
oXx o0y o0z oOx oy oz
Faraday's law
roie =B
left side:
[oE, OE,] [00 OE, ]
o 2 ~ - T T - T 6E
i ok oy oz oy oz -
—_. |0 o o| |oE, @oE 20 00 oz
rotE=— — —|= t——Lt|=| ——— |=| O
ox oy oz oz OX 0z OX o,
E. E, E oE, OE oE, 80 —
X y z Y~ X _y_-- OX
_8x ay_ _6x ay_
OE
%y _ 9 (30sin(41.89x ~12.57-10° )= 0
0z 0z
OE

y

then:

0 v
rotE = 0 —
m
1257cos(41.89x ~12.57-10°t)

right side:

L= (3%(305in(41.89x ~12.57-10°t))= 30- 41.89cos(41.89x —12.57-10°t )= 1257 cos(41.89x —12.57-10°t)

(6)
(7)

(8)

v
m2



B 0 0 0 0 T
S

|, .
107 sin(41.89x~12.57-10°t)| |107-12.57-10° cos(41.89x—12.57-10°t)| |1257cos(41.89x—12.57-10°t)

Conclusion: left side of the Faraday’s law is equal to the right side (ok)

Ampere's law in vacuum

— = OE
rotB = y,6,—
Hoy ot

left side
8, _B,] [2B, 0] [ 28]
i ] k| |oy @z oy oz oy
GE_|2 0 o |8 8| |0 8| | B,
ox oy oz oz 0Ox oz oX OX
Bx By Bz aBy aBX 6_0_6_0 0
| ox Oy | L ox oy | | ]

%, _ %(10-7 sin(41.89x ~12.57-10°t)) =0

oy
%, _ 2 (107 sin(41.89x ~12.57-10°))= 4.189-10° cos(41.89x - 12.57-10° ) -
ox  OX m
then:
° T
rotB =| —4.189-10°° cos(41.89x ~12.57-10°t)|—
m
0
right side
oE 1 0 ° ;
oo = 4107107 2 30sin(41.89x ~12.57-10°t) | = 0.1111-10*°| ~30-12.57-10° cos(41.89x ~12.57-10°t )| =
i 0 0
0
" o T
= | -4.189-10"° cos(41.89x —12.57-10°t )| —
m
0

Conclusion: left side of the Ampere’s law is equal to the right side (ok).



Zad. 10.
Pole elektryczne w otoczeniu kuli natadowanej tadunkiem Q = SmC opisane jest funkcja:

E(X, y,z):k—?F
r 1)

gdzie k=9-10°m/F, F=[x, vy, 7]

Oblicz prace, jaka wykonuje sita elektryczna dzialajaca na tadunek q = 6uC poruszajacy si¢ w tym
polu w czasie 2<t <4 s, ktorego trajektoria opisana jest rOwnaniami:

X =2t
L:s y=-ot )
z=3t

gdzie X, y, z sg wspolrzgdnymi punktu wyrazonymi w metrach, a t oznacza czas wyrazony w
sekundach.

Rozwigzanie
Korzystamy z ogdlnego wzoru na prace sity F dziatajacej na cialo poruszajace si¢ po trajektorii L:

—

L
Sita dziatajaca na tadunek q w polu elektrycznym o natgzeniu E wyraza sic wzorem
F=qE (4)

Obliczamy site jaka dziata na tadunek g w chwili t (podstawiamy (2) do (1)):

. 9- . _3- . _6
F(t):qk—?Fz kQq oy 7] 9.10°-5-1072-6-10 e 3 N

T () (Jaf + ot + (@ ) Q

Po wykonaniu prostych dziatan otrzymujemy:

270 0,787

F)=——7[2t, -6t, 3t]~ 2, -6, 3] N 6
)= 23 Jx=7=1 ] (6)
Korzystajac z (2) obliczamy wektor (TI :

dl=[dx, dy, dx]=[2dt, —6dt, 3dt]=[2, -6, 3t )

Podstawiamy (6) i (7) do (3):



W = j0’7—287[2, -6, 3][2, -6, 3t (8)

L

Po obliczeniu iloczynu skalarnego pod caltka, wytaczeniu stalych czynnikéw przed catke oraz
podstawieniu granic catkowania dla zmiennej t (patrz tre$¢ zadania) otrzymujemy:

10

10 1 10 1
W =0,787-49] =386 Jt7dt =386
5 5

11
=386 ——= |=143]
%3 ©

5



