7.2. Analiza elementu

Jak juz wspomniano, na etapie analizy elementu budujemy macierz sztywnosci tzn.
ustalamy zwiazki zachodzace pomigdzy przemieszczeniami weztéw elementu i odpowia-
dajacymi tym przemieszczeniom sitami. Jest to etap najtrudniejszy a jednoczesnie
decydujacy w sposéb zasadniczy o wynikach. Z tego wzgledu poswigcimy mu znaczna
uwage.

Rozpoczniemy od elementu w postaci preta prostego, mimo ze zagadnienie oméwiono
juz czesciowo w rozdziale 3. Przedstawiona metoda okreslania macierzy sztywnosci
bedzie miata bowiem zastosowanie takze dla elementdw innego rodzaju.

7.2.1. Pret prosty

Rozwazmy pret pokazany na rys. 7.7.
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W weztach elementu (por. rys. 7.7) wystepujg sity i przemieszczenia, z ktérych
tworzymy wektory:

T, b |
M
S = ! v= |91 (7.4)
T, v
M, 2]

Okreslamy lini¢ ugigcia preta w zaleznosci od przemieszczen weztéw. Jezeli przyjac
v, = 1. a pozostate przemieszczenia réwne zeru, woéwczas,jak wiadomo np. z kursu
wytrzymatosci materiatéw, linia ugiecia bedzie opisana réwnaniem:

x_

y1=—1+3 12

3
X
2—3—. (7:5)

Podobnie, przyjmujac kolejno jednostkowe wartosci przemieszczeri @1 Vo, ¥y PIZY

jednoczesnym kazdorazowym zatozeniu, Ze pozostate przemieszczenia sa zerowe,
otrzymujemy:

2 3
X X
Y2 =X 2T+1—2’
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- (=x)* , (1-x)?
g™ ehipsat s

y - lJ ’ (76)

1-x)3
I

2 (1-x)* (
¥y = —x)# 2~l—— -
(Por. takze rys. 7.7) .

Z powyzszych funkcji budujemy wektor:

e | 78 (7.7)

L de

W rzeczywistosci, w ogdlnym przypadku, wszystkie przemieszczenia weztéw beda
miaty wartosci rézne od zera. Tak wigc linia ugiecia preta wyrazi sie réwnaniem:

y=yTv. (7.8)

Nalezy podkreslié, ze w rozpatrywanym przyktadzie funkcje y,,..y , zwane
Junkcjami  ksztattu, sy znane skadinad. Wogdlnym przypadku funkcje te nalezy
zaktada¢, pamigtajac o spelnieniu kryteriow oméwionych w punkcie 7.1.

Wykorzystujac znane réwnanie rézniczkowe osi odksztatconej mozemy moment
zginajacy przedstawié w postaci:

= _EJy"T 7.9
M, = —EJy"Ty, (7.9)

Wyrazenie to wykorzystamy w réwnaniu prac, ktére przy potraktowaniu sit S jako
obcigzenia zewngtrznego wyglada nastepujaco:

1
vIs = [vIy" Ery Ty ax. (7.10)-
0
Prawa strona przedstawia prace sit wewnetrznych, wyrazonych przez momenty
zginajace (7.9) na odpowiadajacych im przemieszczeniach, ktérymi sa przyrosty katow
obrotu przekrojéw.
Pamigtajac, ze v = const mozemy napisaé:
|
vIs =vI(fy"TEIy" " Tdx)v. (7.11)
0 )

Powyzsza réwnosé jest spetniona dla kazdego v, czyli:

1
S =(Sy"Ely"T dx)v = kv. (7.12)
0
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1
Otrzymaliémy zalezno§¢ analogiczng do (7.2), przy czym k = [y"EJy"Tdx — jest
0

macierzg sztywnosci elementu.

Przy EJ-const, i po dwukrotnym catkowaniu przez czg¢sci otrzymujemy:

0

1 1
1
ry'y"Tax=@'y"T-yy"T) lo ¥ { yy'VTax,

(7.13)

Calka po prawej stronie réwna jest zeru, gdyz funkcje y, *y s3 wielomianami

stopnia trzeciego.

Wartosci wektora y i kolejnych jego pochodnych w weztach réwnaja si¢ odpowiednio:

1
0
= 1)=
y(0) 0 y(1)
0 0
[ 6 ] [_ 6
1? 12
.. ; 2
1 1
' ”n = " l =
y (0) 6 y (1) 6
12 12
_2 4
1 1

y'(0) =

.

0
1

' yl"(o) = yl"(l) -

yQ)=

-

©c © ©

(7.14)

Uwzgledniajagc powyzsze i wykonujac wskazane dziatanie po prawej stronie zaleznosci
(7.13) otrzymujemy poszukiwang macierz sztywnosci elementu.

12 i
13 12
- 4
12 1
k=EJ
_12 6
13 12
__6 2
S ‘

_12 e
13 13
6 2
12 1
12 6
13
.4 K.}
1* 1

(7.15)
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Warto zauwazyc¢, ze przy uwzglednieniu tylko Ml' M, oraz ¢, ¥, otrzymamy z
(7.15) macierz sztywnosci elementu pokazanego na rys. 7.8 w postaci:

Af’lﬂ\ @ & /ﬂf

¥ p a
¢ e
=== =
Rys. 7.8
k.4 2
1 1
k =EJ (1.16)
2 4
1 1

Jak wspomniano, przedstawiony wyzej sposob otrzymywania macierzy sztywnosci
mozna stosowa¢ nie tylko w przypadku preta. Natomiast macierz sztywnosci preta
mozna uzyskaé takze w inny sposdb, wykorzystujac znane réwnania rézniczkowe
opisujgce odksztaicenia tego elementu. Nalezy przy tym zauwazyé, ze poszczegdlne
kolumny macierzy sztywnosci elementu przedstawiaja wartosci sit w weztach spowodo-
wane odpowiednim przemieszczeniem jednostkowym przy pozostalych przemieszcze-
niach réwnych zeru. Tak wigc np. we wzorze (7.15) trzecia kolumna odpowiada stanowi
pokazanemu na rys. 7.9. Wspomniany sposéb oméwimy na przyktadzie preta poddanego
dziataniu sit podtuznych (rys. 7.10a).

6EJ
' /)
6EJ
2 v, =1
T 2
J2E) | 4 J2EJ
IJl ]3

Rys. 7.9

Poszukiwana zalezno$¢ bedzie miata postac:

N kll klZ
= (7.17)
NZ k21 k-22

1

=
i

(=1
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U
al  u.N EA -
Wr’
e
I S "
SN VU NP S . B —
i EA
b) EI_A qu 7g , ==
- ¥
EA Up=1
cl T, 1 t==d—p EA_
2 !

Rys. 7.10

Wychodzimy z réwnania rézniczkowego:

du _ N,
- (7.18)
Po scatkowaniu mamy:
L. [ ¢ (7.19)
u=-——x : .
EA !

Uwzgledniajac warunki brzegowe: x =0, u =uy, x =1, u = 0 (rys. 7.10b) otrzymu-
jemy:
_ EA

Cl -~ I.ll ’ Nl -~ l—u,. (7.20)
Z warunkéw rownowagi:
Nl =—Nz =—%ul‘ (7.21)
Przyjmujac u;, = 1 otrzymujemy:
- EA - EA
k“ o k21 = o (7.22)

Analogicznie przy uwzglednieniu: x =0, u=0, x =1, u=u, (rys. 7.10c) i przyje-
ciu u, =1 tedziemy mieli; -
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__EA _EA
by = ===, kyy =5 (7.23)

Ostatecznie zaleznos¢ (7.17) wyglada nastgpujgco:

N 1 -1 u
1 1
=% (7.24)
N2 -1 1 u, |,
czyli:
1 "
k= % (7.25)
A 1

Przy zachowaniu zasady superpozycji mozna potaczyé (7.25) oraz (7.15) i otrzymaé
macierz sztywnosci preta zginanego z uwzglednieniem sit podtuznych.

Moty Mz ¥z
N ULT e E,A,J [ N,.U,
vT’ VT
T,,V, 72, V2
Je ( lo
L] L
Rys. 7. 11

Uwzgledniajgc oznaczeniana rys. 7.11 otrzymujemy:

[+ 3 | 'l o h
N % 0 o | —%“— 0 0o ||[u]
|
|
12E] 6E) | 12EJ 6EJ
T 0 e 0 ——=== 2=y
13 12 } 13 12
|
_ 6E] 4E] | 6EJ 2EJ
M » 2 g ® 2 L4
]
o ST —— R (7.26)
I
"N -%‘5 0 0o | —EIA 0 o ||[u
|
|
12E) 6EJ | 12EJ 6EJ
T 0o - 0 v
P 12 : B 12
I
6EJ 2E) | 6EJ 4E)
o ot i | s Ao 2
“M‘z . 12 Fs 2 12 1 e,
= . - I - -4
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co mozna zapisac krétko w postaci:

= (7.27)

Takg samg posta¢ bedzie miata macierz sztywnosci preta prostego obcigZonego
przestrzennie tzn. zginanego w plaszczyznach gidwnych, skrecanego i $ciskanego lub
rozcigganego, z tym ze wektory sit i przemieszczeri s réwne odpowiednio (por.
rys. 7.12):

Ms, 40? 1

Mf‘l T?f ] VZ /

1aigf Mys, On2  Tna¥e
“— —

EZ; Vf
M'[’)W"If T’? ¥y
“<+— ¢—

MSM‘P/(NV' N{,LH

Rys. 7.12

s ={N T, T, M, M, M}, o
vi={uwv¢£ On cp;}i -

dlai=1,2.

Podmacierze k;,, K5, ky¢, k,, beda wigc macierzami kwadratowymi o wymia-
rze 6 x 6.

Dla zbudowania macierzy sztywnosci preta pokazanego na rys. 7.12 brak jest
elementéw uwzgledniajacych wplyw skrecania. Zginanie i dziatanie sit podtuznych
uwzglednia macierz (7.26).

Brakujace elementy tworzace macierz analogiczng do (7.25) uzyskamy wychodzac z
réwnania rézniczkowego preta skrecanego (por. rys. 7.13a)
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al] Msy, Yg, 4.__"__,;.'__’ 5’? Msz, f”;z
e GJ. z
i ! L
A 1=
b) GJr P§1 = Bty
1 b b PV S—
=7
c) e’ oy
21 e 4- 1y
Rys. 7.13
de M
—fa_ (7.29)
dx GJ,
T
Po scatkowaniu mamy:
A, c 7.30
‘pt = GJT X 1’ ( . )

Uwzgledniajac warunki brzegowe: x = 0, Ve =P X= 1, Y, = 0 (rys. 7.13b), otrzy-
mujemy:

Gl
e O 1o M, = T %1 (7.31)

Z warunk6éw réwnowagi:

M, =—M32=——1—¢“. (7.32)
Dla qp“ =1 bedzie:

GJ GJ
A R e
k;, = s g = T (7.33)

Analogicznie, po uwzglednieniu: x = 0, P = 0, x=1, P = ¥, i przyjeciu Yy =

= 1 (rys. 7.13c) otrzymamy:

G GJ
S e
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Poszukiwana zalezno$¢ bedzie miata postac:

M.\'l GJT 1 -1 ] ‘ptl
J (7.35)

czyli
1 -1
Glp

1 (7.36)

= 1

Postugujac si¢ macierzami (7.26), (7.36) przy uwzglednieniu oznaczen podanych na
rys.7.12, budujemy macierz sztywnosci preta prostego obcigzonego przestrzennie,
odniesiong do uktadu (&, m, ¢), ktérego o £ jest wspotliniowa z osig preta; 7, ¢ sa
gféwnymi osiami bezwtadnosci przekroju poprzecznego. Macierz te zawiera wzor (7.37):
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