7. METODA ELEMENTOW SKONCZONYCH (MES)*

7.1. Wiadomosci ogélne

Kazda konstrukcje mozna roztozy¢ na pewna skoriczong liczbe czesci sktadowych —
elementow. Wydzielajac element z konstrukcji nalezy, jak wiadomo, w miejscach odcigcia
(w przekrojach skrajnych elementu) przytozy¢ sity wyrazajace oddziatywanie pozostatej
czesci konstrukcji na wydzielony element. W przypadku uk}tadéw pretowych zaréwno
rozktad na elementy jak i ustalenie rodzaju sit oddziatywania jest bardzo proste
(rys. 7.1). Stosunkowo fatwe jest takze ustalenie zwigzkéw pomigdzy sitami oddziaty-
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wania a przemieszczeniami skrajnych przekrojow elementu. W przypadku konstrukeji
powierzchniowych (tarcze, plyty, powloki) sprawa wyglada zupetnie inaczej. Na
konturze elementu wydzielonego z konstrukcji powierzchniowej rozktad naprezen i
odksztatcen jest ciagty. Gdyby jednak mozna byto znalezé wielkosci o charakterze
dyskretnym (wystepujace w okreslonych punktach konturu) pozwalajace opisa¢ funkcyj-

* W rozdziale tym oméwiono najpowszechniej stosowana w pral.tyce przemieszczeniowg wersje meto-
dy elementéw skoriczonych.
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nie ciagly rozktad naprezeri i odksztatceri na catym konturze, woéwczas obliczanie
ukladu powierzchniowego przebiegatoby identycznie jak uktadu pretowego. Rzeczy-
wisty, kontynualny uktad byiby bowiem przedstawiony za pomoca dyskretnego
schematu obliczeniowego. Innymi stowy, moina by znane i proste metody mechaniki
budowli stosowaé do rozwigzywania ztozonych probleméw teorii sprezystosci. Ubiegajac
dalsze rozwazania stwierdzimy, ze mozliwo$¢ taka istnieje i zostata ona wykorzystana do
zbudowania metody elementdw skoriczonych.

Kolejna trudno$é, na jaka napotykamy dzielac konstrukcje powierzchniowg na
elementy, to ich ksztalt geometryczny. Sprawa, jaki ma by¢ ksztalt elementu
wydzielanego z kontinuum dwu- lub tréjwymiarowego, i jak przyjmowaé wzajemne
oddziatywanie elementéw, jest jeszcze ciagle otwarta. Niektére, dotychczas stosowane
elementy podano w tabl. 7.1. W elementach dwu- i tréjwymiarowych mozna przewidy-
waé wezly nie tylko w wierzchotkach ale takze w punktach posrednich na krawedziach
(rys. 7.2). Przy analizie obszaréw o zlozonych ksztalttach znalazlty zastosowanie
elementy ograniczone liniami krzywymi, ‘badz powierzchniami (rys. 7.3). Warto zauwa-
7y¢é, ze przy podziale danej konstrukcji moga wystepowadé elementy okreslonego rodzaju
o réznych wymiarach (rys. 7.4a), a takze elementy réinego rodzaju (rys. 7.4b). Daje to
mozliwo$¢ zageszczania podzialu w wybranych miejscach — np. w miejscu przytozenia
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obcigzenia skupionego — a takze pozwala na analize ukfadow mieszanych. Stosowanie
réznego rodzaju elementéw umozliwia zblizenie schematu obliczeniowego do rzeczy-
wistej konstrukciji.

Podzial konstrukcji na elementy nazywa si¢ procesem idealizacji geometrii uktadu
(por. takze rozdz. 3). Moze on by¢ potaczony z idealizacjg charakterystyk fizycznych
(state wielkosci sprezyste dla danego elementu przy zmiennych wielkosciach w catej
konstrukeji). Procesowi idealizacji podlegaja takze warunki podparcia i obcigzenie.
W szczegdlnosci obcigzenie ciagle zastepujemy statycznie ekwiwalentnym uktadem sit
skupionych zaczepionych w weztach. Na rys. 7.5 pokazano przyktadowo uktad




242

KONSTRUKCJA UKL AD WYIDEALIZOWANY
amn &
i -
: 1
X
%
Rys. 7.5

rzeczywisty i wyidealizowany. Proces idealizacji stanowi pierwszy etap stosowania

metody elementéw skoriczonych. Drugim etapem jest analiza poszczeg6lnych elementow.

Problem ten bedzie przedstawiony szczegétowo w dalszych rozwazaniach. Tutaj

ograniczymy si¢ do stwierdzenia, ze w wyniku analizy elementu uzyskujemy zwiazek

pomigdzy sitami oddziatywania w weztach i przemieszczeniami tych weztdw.
Wspomniany zwiazek ma posta¢:
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albo krétko:
Sp =kp Vs (1.2)
gdzie:
SP — wektor o wymiarze 1X1, sktadowymi ktérego sg sity w weztach
elementu p,
W = wektor o wymiarze Ix1, sktadowymi ktérego sa wzemieszczenia weztéw
elementu,
kp — macierz 0 wymiarze Ixl, zwana -- jak wiadomo, macierza sztywnosci

elementu. Sktadnik kij‘ tej macierzy przedstawia site w wigzie i od prze-
mieszczenia wE 1.

Warto zauwazy¢, ze wyrazenie (7.2) jest analogiczne do wzoréw transformacyjnych
metody przemieszczeri (por. takze wzor 3.2).

Analiza elementu, a w szczegélnosci uzyskanie macierzy sztywnosci jest najbardziej
ztozonym etapem metody elementéw skoriczonych. Natrafiamy tutaj na szereg proble-
méw. Przede wszystkim w wyniku podziatu konstrukcji na elementy i zalozenia, ze
potaczone s3 one w skorczonej liczbie punktéw, nastepuje naruszenie ciggtosci
odksztatceri wzdtuz linii podziatu za wyjatkiem punktéw weztowych. Nasuwa sie
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przypuszczenie, ze uktad wyidealizowany bedzie bardziej wiotki niz rzeczywisty i ze w
otoczeniu weztéw powstang zakdcenia w rozktadzie naprezeri. Unikamy tych ewentual-
nosci przyjmujac odpowiednio funkcje opisujace stan odksztatcenia clementu w
zaleznosci od przemieszczedi weziéw. Staramy si¢ dobra¢ te funkcje tak, aby w
maksymalnym stopniu zapewni¢ zgodnos¢ odksztatcen wzdiuz linii podziatu na
elementy.

Kolejnym, trzecim etapem metody jest analizu konstrukcji. Etap ten polega na
zszywaniu poszczegdlnych elementéw w catosé, z ktdrej zostaty wydzielone. Wykorzy-
stuje si¢ przy tym warunek zgodnosci przemieszczen i warunki rownowagi wezidw,
Nietrudno dostrzec tutaj znowu analogi¢ z metoda przemieszczen. Podobnie jak tam,
takze w metodzie' elementéw skoriczonych otrzymujemy uklad réwnan liniowych,
ktdrych zapis macierzowy przedstawia sig¢ nastgpujaco:

R =K, (7.3)
gdzie:
R — wektor, ktérego sktadowymi sa sity zewnetrzne skupione w weztach.
r — wektor, ktérego sktadowymi s3 przemieszczenia weziow,
K — macierz kwadratowa zwana macierza sztywnosci konstrukcji albo uktadu.

Wymiary R, K, r zaleza, jak wiemy, od liczby weztéw w konstrukcji i liczby
sktadowych sit i przemieszczen przyjetych w wezle.

Sprawa uwzglgdnienia warunkéw brzegowych i zwigzane z tym zagadnienie pewnej
modyfikacji rownas (7.3) bedzie przedmiotem dalszych rozwazan.

Wielkosciami niewiadomymi w rownaniach (7.3) sa przemieszczenia r. Po znalezieniu
tych niewiadomych mozemy na podstawie zaleznosci (7.2)* obliczy¢ sity weztowe S.a
tym samym okresli¢ stan naprezeri w poszczegdlnych elementac-.

Na podobieristwo metody elementow skoficzonych w jej wersji przemieszczeniowej i
metody przemieszczeri zwrécono uwage juz wezesniej. Warto wiedziec, ze istnieje takze
analogia miedzy metoda elementéw i metoda Ritza. W metodzie Ritza zaktada si¢ dla
catego badanego obszaru uktad funkcji opisujacych rozwigzanie. Wystgpujace w tych
funkcjach parametry wyznacza si¢ z warunku minimum energii. Cos podobnego ma
miejsce w metodzie elementéw tylko w odniesieniu nie do cafego obszaru a do
poszczegdlnych jego czesci, ktérymi s3 wiasnie elementy. W analizie elementu przy
znajdowaniu macierzy sztywnosci takze zaktada sig funkcje opisujace stan odksztatcenia.
W funkcjach tych wystepuja parametry, ktérymi sg przemieszczenia weziow. Rozwigza-
nie dla catego obszaru uzyskuje si¢ na etapie analizy uktadu, kiedy to wykorzystuje si¢
warunki zgodnosci przemieszczeri. Same parametry (przemieszczenia weztow) wyznacza
sie z warunkéw réwnowagi, ktére sg odpowiednikami warunkéw minimum energii.

Do opisu stanu odksztatcenia elementu przyjmuje si¢ skoriczong liczbg parametréw.
mimo ze w przypadku elementu wycigtego z kontinuum parametrow tych jest
nieskoriczenie wiele. Wtym sensie metoda elementow skoriczonych jest metody przy-

* palezy zauwazyd, ze dla dancgo wezta mamy v =r
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blizong. Powstaje pytanie, czy dokladno$é metody jest dostateczna, i od czego ona
zalezy? '

Zanim odpowiemy chociazby cz¢sciowo na to pytanie, trzeba jeszcze raz wspomnie¢ o
dwdéch niesprzyjajacych okolicznosciach wystepujacych w metodzie:

1° — trudnosé w doborze funkcji opisujacych stan odksztatceri elementu i spetniaja-
cych wszystkie warunki ciggtosci odksztatcen wzdtuz linii podziatu,

2° — zastapienie kontynualnie roztozonych napie¢ na konturze elementu przez
statycznie réwnowazny uklad sit skupionych w weztach, co powoduje zakidcenie
réwnowagi w czesci obszaru elementu, mimo ze w odniesieniu do konstrukcji jako
catosci warunki réwnowagi sg spefnione.

Ogdlnie mozna powiedzie¢, ze doktadnosé metody jest tym wigksza im:

— zatozone funkcje doktadniej opisuja rzeczywisty stan odksztatcenia elementu,

— podziat na elementy jest bardziej gesty.

Spelnienie tylko drugiego warunku nie jest wystarczajace do uzyskania poprawnych
wynikéw. Nalezy pamieta¢c o wtasciwym doborze funkcji opisujgcej odksztalcenia
elementu.

Zaktadajac te funkcje nalezy dazy¢ do spetnienia nastgpujacych warunkéw:

— w elemencie nie mogg powstawaé zadne napigcia, kiedy przemieszczenia weztéw
wynikaja z przemieszczania si¢ catej konstrukcji jako ciata sztywnego,

— funkcje, opisujace pole przemieszczen powinny gwarantowac ich ciagtosé wewnatrz
elementu oraz zgodno$¢ na granicach podziatu,

— funkcje musza zawiera¢ skiadniki gwarantujace stato$¢ wartoéci naprezen w
elemencie, przy czym warunek statoici naprezer nalezy rozpatrywad lacznie z
warunkiem ciagtosci odksztalcen na konturze. Jezeli speinienie warunku ciggtosci
zaktada warunek statosci naprezen na konturze, to musi by¢ ten warunek speiniony w
catym elemencie.

Warunek trzeci uwzglednia oczywisty fakt, Ze wraz ze zmniejszaniem si¢ wymiaréw

elementu, napr¢zenia w nim panujace zmierzajg do pewnej statej wartosci.

Jak wykazaty obliczenia, speinienie pierwszego i trzeciego z wymienionych warunkéw
odnosnie do zakladanych funkcji, nie zawsze zapewnia monotoniczng zbieznoéé
rozwigzania przy zageszczaniu siatki podziatu na elementy. Zbieinos¢ taks uzyskuje sig
dopiero przy spelnieniu warunkéw ciggtosci odksztatcert wzdtuz linii podziatu. Warunki
te s3 jednak trudne do osiagniecia i nie zawsze konieczne. Praktyka wykazala, ze nawet
przy grubym podziale na elementy i niespeinieniu wszystkich warunkéw ciggtosci
odksztatcen, uzyskuje si¢ wyniki z doktadnodcia zupetnie wystarczajgeg do celéw
technicznych.

Elementy, w ktdérych zatozone funkcje speiniaja warunek drugi nazywajg si¢
elementami dostosowanymi. Przyjecie elementéw dostosowanych zapewni zbiezno$¢
rozwigzania, przy czym wynik dokladny jest w stosunku do otrzymywanych granica
goérna.

Jak potwierdzity liczne przyktady, zastosowanie elementow niedostosowanych, ale
spetniajacych pierwszy i trzeci z wczeéniej wymienionych warunkéw, daje takze dobre
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rezultaty. Nie mozna jednak naprzéd wiedzieé, czy bedziemy zblizali si¢ do wyniku
doktadnego od dotu czy od géry.

Na rys. 7.6 pokazano schematycznie krzywe obrazujace zagadnienie zbieznosci,
zalezne od rodzaju przyjetych elementéw.

Funkcje, o ktérych méwilisSmy, a ktére opisuja stan odksztaicenia elementu w
zaleznosci od przemieszczenn wezldéw, nazywamy w metodzie elementéw skoriczonych
funkcjami ksztattu.

Wtasciwy dobdr tych funkcji jest zagadnieniem o podstawowym znaczeniu w analizie
elementu, a jednoczesnie zagadnieniem najtrudniejszym.

Przejdziemy teraz do omawiania analizy poszczegdlnych rodzajéw elementéw.
Przypomnijmy, ze w wyniku tego etapu metody otrzymujemy macierz sztywnosci
elementu czyli macierz wyrazajagcg zwigzek pomiedzy sitami i przemieszczeniami
wystepujacymi w jego weztach.






