14. Rownania stanu.

Istota algebraicznego odwzorowania nieliniowosci opiera sie na zatozeniu, iz na
danym etapie rozwigzania, przy danym stopniu realizacji obcigzenia,
odksztatcony uktad zachowuje stan rownowagi statycznej. Zatem dla uktadu
dyskretnego mozna sformutowac uktad réwnan réwnowagi, ktory przedstawié
mozna w formie macierzowego réwnania sit rezydualnych:

r(u,A)=0 (170)

w ktérym u jest wektorem stanu, zawierajgcym sktadowe przemieszczen weztow
struktury, odpowiadajgce jej aktualnej konfiguracji geometrycznej, A jest
macierzg zawierajgcg parametry kontrolne odpowiadajgce aktualnemu
poziomowi obcigzenia, natomiast r jest wektorem rezydualnym, zawierajgcym
niezrownowazone sktadowe sit, zwigzane z aktualnym stanem deformac;ji
uktadu.

Dla ukfadéw Clapeyrona wektor r dla ustalonej wartosci parametru A
definiowany jest jako gradient catkowitej energii potencjalnej I1(u,A) uktadu:

oIl

r= PY (171)

co wyraza, iz warunkiem réwnowagi statycznej rozwazanego ukfadu jest zerowy
przyrost energii potencjalnej.
Réwnanie (170) mozna réowniez przedstawia¢ w formie zaleznoSci:

p(u) =f (U, A) (172)

gdzie p jest macierzg zawierajgca sity wewnetrzne odpowiadajgce aktualnemu
stanowi deformacji, natomiast f jest wektorem sit zewnetrznych, ktére rowniez
mogg zaleze¢ od aktualnego stanu deformacji, co mozna przedstawi¢ w formie
rownan:
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gdzie P i U oznaczajg odpowiednio energie sprezystg oraz prace obcigzen
zewnetrznych. Catkowitg energie potencjalng uktadu wyraza réwnanie:

H:U - P (174)

Macierz sztywnosci ukfadu K odpowiadajgca chwilowej, aktualnej konfiguracji
uktadu definiowana jest jako pochodna wektora rezidualnego r wzgledem
sktadowych wektora stanu u:

_or

K
6” (175)

Macierz odwrotna K jest macierzq podatnosci uktadu. Wykluczajgc osobliwosci
odpowiadajgce punktom charakterystycznym sciezki rownowagi obie macierze
$g macierzami symetrycznymi.

Wyznaczajac pochodng wektora rezidualnego r wzgledem parametrow
kontrolnych, mozna okresli¢c macierz kontrolng, nazywang rowniez macierzq
obcigzen:

_or

Q - oA (176)

Z koncepcji na ktorej oparte sg zasady tworzenia nieliniowych algorytmoéw
numerycznych, polegajgcej na etapowych zmianach konfiguracji struktury
odpowiadajgcych etapowemu przyrostowi obcigzenia, wynika mozliwosé
zwigzania macierzy u oraz A z bezwymiarowym parametrem okreslajgcym
stopien realizacji zadania, nazywanym parametrem pseudo-czasu:

u=u(t) A=A() (177)

W algorytmach numerycznych dotyczgcych probleméw nieliniowych,
wszystkie sktadowe macierzy A wyraza sie jako funkcje pojedynczego parametru
A, nazywanego parametrem kontroli stanu. Parametr ten jest miarg przyrostu



obcigzenia zwigzanego - posrednio lub bezposrednio - z parametrem pseudo-
czasu — t. Zatem réwnanie stanu (170) moze by¢ zapisane w postaci:

r(u, 7‘) =0 (178)

Jak juz wspomniano, rownanie sit rezidualnych (170) Ilub tez jego
sparametryzowana postac (178) odnosi sie do uktadu o dowolnej, skoriczone;j
liczbie stopni swobody. Gdy liczba stopni swobody wynosi n, rozpatrywane
zagadnienie nieliniowe zachodzi w n-wymiarowej przestrzeni stanu. llustracja
graficzna zagadnienia mozliwa jest w przypadku co najwyzej dwdch stopni
swobody. Nalezy podkresli¢, iz pomocne w interpretacji wykresy sporzgdzane w
uktadzie: u-A moga rowniez dotyczy¢ wybranych fragmentéw modelu struktury,
w szczegolnosci jej wyselekcjonowanych weztow, ktorych przemieszczenia
stanowig wielkosci reprezentatywne dla rozwazanego nieliniowego problemu.

Interpretacja graficzna moze takze dotyczy¢ pojedynczego parametru
geometrycznego, zaleznego w okreslony sposob od przemieszczen catosci
struktury. Ograniczajac forme reprezentacji graficznej do jednego stopnia
swobody, mozna dla réwnania:

r(u,A) =const. (179)

skonstruowa¢ wykresy w uktadzie u-A. stanowigce rodzine krzywych,
odpowiadajgcych statym, skofnczonym wartosciom wektora r. W szczegdlnym
przypadku, gdy r=0, otrzymujemy krzywg, bedacga sciezkg rownowagi uktadu.

A hiperptaszczyzna
7& nomailna

wektor
t* styczny

r=const (|°'=0)

r=0

(Sciezka réwnowagi)




Przedstawiona na rysunku rodzina krzywych tworzy pole przyrostowe, okreslone
rownaniem rézniczkowym:

r=0

Parametr pseudo-czasu zwigzany jest okreslong zaleznosSciag z parametrem
kontroli stanu A. W ogdlnym przypadku parametry te nie muszg by¢ tozsame.
Gdy przyjete zostanie takie zatozenie, tj. gdy:

A=t

(180)

wowczas pole przyrostowe okresla rownanie:

87\' (181)

Graficzna postac sciezki rownowagi dla uktadu o dwdch stopniach swobody
moze zostaé przedstawiona w postaci:
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15. Numeryczne metody rozwigzywania probleméw nieliniowych.

Projektowanie struktur nosnych wymagajgce rozwigzywania problemow o
charakterze nieliniowym z zastosowaniem metody elementéw skoriczonych,
wymaga okreslania przebiegu sciezki rownowagi rozpatrywanego ukfadu. Staje
sie to osiggalne poprzez wyznaczenie punktéw hiperprzestrzeni stanu,
spetniajgcych réwnanie sit rezydualnych. Wynik rozwigzania stanowig
kombinacje parametrow stanu, ktérym odpowiadajg kolejne konfiguracje
geometryczne rozwazanego ukfadu zapewniajac jego rOwnowage statyczna.

Jak wspomniano wczesniej, okresSlenie Sciezki rownowagi metodami
bezposrednimi nie jest mozliwe bez znajomosci prawa fizycznego okreslajgcego
nature deformacji rozpatrywanego uktadu, dla przyjetej geometrii i obcigzenia.

Uzasadnia to celowos¢ prowadzenia analiz wykorzystujgcych metody
oparte na koncepcji, iz przebieg rozwigzania ma charakter etapowy i sktada sie z
okreslonej liczby standow struktury. Kazdemu stanowi odpowiada pewna
kombinacja zmieniajgcych sie w sposdb proporcjonalny parametrow
kontrolnych zwigzanych z obcigzeniem uktadu, wyrazanych poprzez pojedynczy
parametr kontroli stanu A. Kazidemu stanowi struktury odpowiada punkt
hiperprzestrzeni stanu, nalezgcy do Sciezki rownowagi, a Scislej, oddalony od niej
o dostatecznie maty dystans okreslony tolerancjg, wynikajaca z doktadnosci
przyjetej metody.

Przejscie od danego stanu do stanu kolejnego inicjowane jest przez zmiane
parametru kontrolnego, ktéoremu odpowiada nowa geometria struktury,
okreslona przez nowy wektor stanu. Przejscie to okreSlane jest mianem: krok
przyrostowy, lub przyrost. PrzejScie od danego stanu do stanu kolejnego wigze
sie z koniecznoscig okreslenia nowej konfiguracji struktury, odpowiadajgcej
nowemu potfozeniu rwnowagi statycznej. Faza ta stanowi istote rozwigzania, a
zbieznos¢ otrzymanego wyniku z odpowiedzig uktadu rzeczywistego w istotnej
mierze zalezy od skutecznosci stosowanego algorytmu numerycznego.

Znajdujgce zastosowanie we wspomnianych algorytmach numeryczne
metody okreslania kolejnych punktow sciezki rownowagi, podzieli¢ mozna na
dwie zasadnicze grupy:

- metody czysto przyrostowe (Ang.: purely incremental method) zwane
réwniez metodami prognostycznymi (Ang.: predictor only method),

- metody korekcyjne (Ang..corrective methods), nazywane réwniez
prognostyczno-korekcyjnymi (Ang.: predictor-corrector) lub
przyrostowo-iteracyjnymi (Ang.: incremental-iterative methods).



Pierwsze z wymienionych charakteryzujg sie ograniczong doktadnoscig
uzyskiwanych wynikéw oraz brakiem mozliwosci przekraczania punktéw
krytycznych.

W metodach korekcyjnych wystepuje faza iteracyjna, majaca na celu
zmniejszenie btedu rozwigzania. Metody te umozliwiajg rowniez okreslanie
punktéw krytycznych na $ciezkach réwnowagi oraz dalsze awansowanie analizy
do stanéw odpowiadajgcych konfiguracjom po przekroczeniu owych punktow.

Wspdlng, podstawowg cechg obydwu grup metod jest obecnos¢ fazy
przyrostowej. W przypadku kazdego, kolejnego przyrostu, przy przejsciu ze stanu
n do stanu n+1, wielkosciami nie okreslonymi sg zmiany:

AUu_=U

n 1 Uy oraz Akn - 7\‘n+1 _ 7\‘n (182)
W celu ich zdefiniowania, formutuje sie dodatkowe réwnanie, tzw. rownanie
kontroli przyrostu, zwane réwniez rownaniem wiezow, wyrazane jako warunek:

C(Aun ’A}\’n) = O (183)

wynikajacy z ograniczen okreslanych przez uzytkownika. Rdwnanie powyzsze jest
w istocie okresleniem sposobu wyznaczania kolejnych krokéw przyrostowych i
wynika ze strategii przyjetej przez uzytkownika.

Z matematycznego punktu widzenia, rownanie (183) jest réwnaniem
hiperpowierzchni, ktérej ksztatt, wymiary oraz zmiany tychze wymiaréw w
funkcji pseudo-czasu, zalezg od wspomnianej strategii.

kontrola kontrola kontrola
obcigzenia stanu dtugosci tuku

kontrola g-;.lﬂc')balna kontrola lokalna kontrola
hipersferyczna hipersferyczna hipersferyczna



Najczesciej stosowanymi strategiami kontroli przyrostu s3: kontrola dtugosci
tuku (Ang.: arc lenght control) sformutowana przez Riksa i Wempnera oraz
kontrola hipersferyczna Crisfielda wraz z jej pochodnymi.

Faza korekcyjna ma na ogot charakter iteracyjny. Punktem wyjsciowym
iteracji jest punkt okreslony wczesniej w wyniku fazy prognostycznej. Z kolei w
fazie korekcyjnej okreslane sg kolejno punkty spetniajgce réownanie kontroli
przyrostu (183). Punkt znajdujacy sie dostatecznie blisko Sciezki rownowagi
przyjmowany jest jako punkt wyjsciowy do kolejnej fazy prognostycznej.

Metody zawierajgce obie z wymienionych faz, okreslane sg mianem
prognostyczno-korekcyjnych lub przyrostowo-iteracyjnych.

Podstawowg metodg stosowang w wiekszosci programéw komercyjnych jest
metoda Newtona-Raphsona, posiadajgca szereg odmian, stanowigcych rodzine
metod.

faza korekcyjna
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» »
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Jak wynika z przedstawionych powyzej zaleznosci, uktad Newtona zawiera
rownanie wiezow: ¢=0, co pozwala na przyjecie dowolnej strategii kontroli
przyrostu.
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16. Zlinearyzowana analiza statecznosci.

Jakkolwiek odwzorowanie numeryczne zaawansowanych, zakrytycznych
standw deformacji ustrojéow cienkosciennych wymaga postugiwania sie
analizami nieliniowymi opartymi na etapowym okreslaniu kolejnych punktéw
Sciezki réwnowagi, w praktyce ( w szczegdlnosci w niektorych dyscyplinach, np.
w technice lotniczej) spotykane sg sytuacje, w odniesieniu do ktérych analiza
deformacji ustroju moze ulec znacznemu uproszczeniu. Dotyczy to w
szczegoblnosci struktur, w ktorych utrata statecznosci réwnoznaczna jest z ich
zniszczeniem. Woéwczas analiza deformacji w zakresie zakrytycznym staje sie
zbedna, a podstawowym zadaniem procedur numerycznych jest okreslenie
obcigzenia krytycznego oraz przyblizonej postaci utraty statecznosci struktury.
Tego rodzaju problemem numerycznym jest tzw. zlinearyzowana analiza
statecznosci, okreslana rowniez jako liniowa analiza wyboczeniowa (linearized
prebuckling).

U podstaw owej analizy lezy statyczne kryterium statecznosci Eulera,
zwane metodq energetycznych stanow przylegtych (method of adjacent
states). Metoda ta opiera sie na rozwazaniu skonczonej liczby zaburzen stanu
rownowagi, prowadzgcych do konfiguracji uktadu odpowiadajacych stanom
energetycznym sgsiadujgcym ze stanem réwnowagi, tzw. stanom przylegtym.
Badanie stabilnosci ukfadu realizowane jest poprzez pordwnanie energii
potencjalnych odpowiadajgcych stanom przylegtym z energig potencjalng stanu
rownowagi. Jezeli w przypadku wszystkich standw przylegtych energia
potencjalna jest wyzsza niz w stanie rownowagi, uktad jest w stanie rownowagi
statej. Jezeli przynajmniej jeden z rozwazanych stanéw ma potencjat réwny
(mniejszy) potencjatowi stanu réwnowagi, to réwnowaga uktadu jest obojetna
(chwiejna).

Zlinearyzowana analiza statecznosci sprowadza sie do rozwigzania
problemu na wartosci wtasne:

K-z, =(K,+A:-K,)-z=0
Gdzie:

Ko — macierz sztywnosci wynikajgca z wtasciwosci materiatu, okreslona dla
stanu poczatkowego

A-K1- macierz sztywnosci wynikajgca z aktualnej geometrii uktadu, zalezna
od parametru kontroli stanu (obcigzenia) A



z - wektor wtasny, okreslajgcy postaé utraty statecznosci

Metoda sprowadza wszelkie deformacje, wystepujgce przed osiggnieciem
stanu krytycznego, do zagadnienia liniowego. Wynika stad, iz wszelkie
nieliniowosci zwigzane z deformacjami podkrytycznymi sg pomijane, co moze
prowadzi¢ do znaczacych btedéw rozwigzania. Moze by¢ stosowana wytgcznie w
przypadku matych deformacji stanu podkrytycznego, wytgcznie dla materiatow
liniowo-sprezystych.

Metoda nie odwzorowuje wptywu imperfekcji geometrycznych. Jej
stosowanie odnosi sie zatem wytgcznie do uktadow Clapeyrona.
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Redystrybucja naprezen uktad podatny na imperfekcje



