10. Element izoparametryczny.

Koncepcja elementu izoparametrycznego zrodzita sie w zwigzku z trudnosciami pojawiajgcymi
sie w przypadku analizy obszaréw o konturach zakrzywionych. Uzyskanie dostatecznie
doktadnych wynikéw przy uzyciu elementéw ograniczonych liniami prostymi lub
ptaszczyznami wigze sie z koniecznoscig stosowania znacznej liczby tych elementow.

Z kolei stworzenie elementu o konturze zakrzywionym wigze sie z trudnosciami w opisie pola
przemieszczen i okreslaniu macierzy sztywnosci.

Omawiana koncepcja polega na odwzorowaniu elementu o skomplikowanym ksztatcie przez
element prostszy. Obliczenia przeprowadzane sg zatem na elemencie prostszym, tzw.
elemencie rodzimym, a wyniki przenoszone sg na element bardziej skomplikowany.

Pojecie elementu izoparametrycznego wigze sie z opisem ksztattu geometrycznego oraz
opisem pola przemieszczen. Jezeli geometria i przemieszczenia danego elementu opisane sg
tymi samymi wielomianami, a zatem za pomocga tej samej liczby parametrow, wodwczas
element nazywamy izoparametrycznym.

Istote koncepcji przesledzi¢ mozna rozwazajac prostokatny element tarczowy, o zatozonej
liniowej zmiennosci przemieszczen:
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Jest to element opisany osmioma parametrami. Geometrie opisujg dwie wspodtrzedne w
kazdym z weztéw, natomiast przemieszczenia — dwie sktadowe przemieszczen weztéw.
Pole przemieszczen opisane jest rownaniem:
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Wystepujace we wzorze (157) funkcje ksztattu otrzymane np. przez interpolacje Lagrange’a
majg postacé:
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Zakfadamy, ze element macierzysty ma nastepujgca postacé:
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Funkcje ksztattu (158) dla powyzszego kwadratu wyrazajg sie nastepujaco:
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Rozpatrzmy z kolei dowolny prostokat i okre$Imy jego zwigzek z przedstawionym powyzej
elementem macierzystym:



Boki czworokata sg liniami prostymi, a zatem wspétrzedne X, Y sg liniowo zalezne od f, n.
Okreslamy wspotrzedng x:
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Niewiadome parametry ; wyznaczamy z ukfadu réwnarn:

Wezet 1: &4=—-1, nm=-1 - x3=a,—a,—az;+a,
Wezet 2: =1, n,=-1 - Xy, =a,ta;—az+ay
Wezet 3: (&3=1, n;=1 - Xx3=aqta;taz;+a,
Wezet 4: é,=—-1, ny=1 - Xy =a;—a,+az—a,

Ktéry zapisa¢ mozna w postaci macierzowe;j:
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Lub krotko:



x = Aa (162)

Po rozwigzaniu powyzszego réwnania ze wzgledu na @ i wstawieniu do (160):
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Stwierdzamy, ze wystgpity tutaj funkcje N; okreslone réwnaniami (159).
Przeprowadzajgc ten sam sposob postepowania w odniesieniu do parametru y(&,n) oraz
tgczac wyniki otrzymujemy:
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Widac¢ zatem, ze funkcje N;przeksztatcajg kwadrat w uktadzie &, w dowolny czworokat w
uktadzie x, y.

Poréwnanie wyrazen (157) i (164) wskazuje, ze pole przemieszczen i geometria opisane sg
tymi samymi funkcjamii takg sama liczbg parametréw. Zatem przedstawiony powyzej kwadrat
jest elementem macierzystym dla izoparametrycznego elementu w postaci dowolnego
czworokata.

W sposéb analogiczny mozna okreslié¢ zwigzki pomiedzy elementami o wiekszej liczbie
parametréw.

Na rysunku ponizej pokazano przyktadowe elementy macierzyste oraz ich odpowiedniki
izoparametryczne.
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