9. Naturalne wspotrzedne elementow.

W przypadku zapisu witasciwosci elementéw w kartezjanskim ukfadzie wspotrzednych oraz
przy przechodzeniu z jednego uktadu do innego, istnieje niekiedy problem powstawania
réwnan zle uwarunkowanych, co prowadzi do macierzy bliskich osobliwym.

Aby tego unikngé¢, wprowadza sie tzw. wspotrzedne naturalne, ktére pozwalajg odniesc
geometrie elementu do wielkosci lokalnych, zwigzanych z weztami, niezaleznie od ich
orientacji i potozenia w przestrzeni.

Stosujgc wspodtrzedne naturalne, opisuje sie potozenie punktu w obszarze elementu za
pomocga pewnej liczby wielkosci bezwymiarowych, przyjmujacych wartosci z przedziatu <0,1>,
przy czym wartos$é ,, 1” wystepuje tylko odpowiednio w weztach elementu.

Zastosowanie wspotrzednych naturalnych pozwala na uproszczenie proceséw catkowania,
dzieki prostemu rozwigzywaniu catek niezaleznie od ksztattu elementu. Ma to bardzo istotne
znaczenie przy wyznaczaniu macierzy sztywnosci, gdzie liczba catek jest zwykle znaczna.

Rozwazamy element jednowymiarowy, pokazany na rysunku:
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Zamiast okresla¢ potozenie punktu P wspdtrzedng x, mozna to zrealizowac poprzez uzycie dwu
wielkosci bezwymiarowych:
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S1=75 §2=~ (147)
Nalezy zauwazy¢ ze:

$1+6,=1 (148)

oraz ze:
w weile 1: 61 =1; €2=0
w weile 2: 61 =0; €2=1

Z réwnania (148) wynika, ze tylko jedna wspédtrzedna liniowa jest niezalezna.



Zwiagzek pomiedzy &, , &, oraz x, przy uwzglednieniu réwnania (148) mozna przedstawié w

postaci:
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Zalezno$¢ odwrotna:
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Nastepnie rozpatrujemy element tréjkatny:
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Potozenie punktu P okreslamy trzema wspotrzednymi

wspotrzednymi powierzchniowymi:
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Wspétrzedne te mozna wyrazié jako:

naturalnymi, nazywanymi
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Wspotrzedne powierzchniowe zwigzane sg zaleznoscia:
$1+8+83=1 (153)
ponadto:
w wezle 1: El = 1; 4,;2 = 53 =0
w wezle 2: EZ = 1; 4,;1 = 53 =0
w wezle 3: 53 = 1; 4,;2 = 53 =0
oraz:
wzdtuz boku1: §; = 0
wzdtuz boku 2: &, = 0
wzdtuz boku 3: £3 = 0
Zwigzek macierzowy pomiedzy wspodtrzednymi naturalnymi i kartezjanskimi (x,y) po
uwzglednieniu réwnania (153) ma postac:
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Zaleznos$¢ odwrotna:
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&3 Y12 X211 X1Y2 — X2)1 1

gdzie na przykfad:

Y23 = Y2 — Y3



Z kolei rozpatrujemy przestrzenny element czworoscienny:

Sciana 3

Punkt P w obszarze elementu okreslamy wspétrzednymi naturalnymi, nazywanymi

wspotrzednymi objetosciowymi:

_ _ _ V3 v
Powigzane sg one zaleznoscia:

$1+82+83+8,=1

wezet Wspotrzedne | Wspotrzedne
kartezjanskie| naturalne
1 X Yy Z 1,0,0,0
2 Xy z 0,1,0,0
3 Xy z 0,010
4 Xy z 0,001
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oraz.

wwetlel: &3 =15 § =83 =6, =0
wwetle2: § =1; & =83 =6, =0
wwetle3: §3=1; & =8 =6, =0
wwetle3: §y =1; & =8, =8§3=10
a takze:

nascianie1: &, = 0

na $cianie2: &, = 0

na$cianie 3: 3 =0

na écianie 4: &, = 0

Poszczegdlne Sciany majg numery przeciwlegtych weztéw.
Wspdtrzedne x, y, z wyrazajg sie poprzez wspotrzedne objetosciowe za pomocg zwigzku:
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