7.3. Analiza uktadu

Analiza uktadu polegajagca na zbudowaniu macierzy sztywnoéci calej konstrukcji
rozpatrywana byla w punkcie 3.4 na przyktadzie ramy ptaskiej. Tutaj oméwimy sposéb
budowy macierzy uktadu majacy charakter uniwersalny. Przebieg jego jest jednakowy,
niezaleznie od rodzaju rozpatrywanej konstrukcji i typu zastosowanych elementéw.

Macierz sztywnosci catego uktadu, okre$lajacg zwigzek pomiedzy przemieszczeniami
wezldéw i obcigzeniem, budujemy na podstawie uprzednio ustalonych macierzy sztyw-
noéci poszczegélnych elementéw. Wykorzystujemy tutaj, jak juz wczesniej wspomniano,
warunki zgodnosci przemieszczenn w weztach (proces zszywania elementéw w catosé)
oraz warunki réwnowagi.

Dia kazdego elementu p nalezacego do badanego ukladu, znana jest zalezno$¢ typu:
Sp = kp Vp - (7.217)

Jezeli element ma i weztéw, to powyzszy zwigzek mozna przedstawié w postaci:
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Przy zalozeniu, ze w kazdym weZle jest j sktadowych sit oraz przemieszczen (w sensie
og6lnym) poszczegélne elementy wyrazenia (7.218) sg wektorami i macierzami, np.
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Zatézmy, ze w wyniku podziatu ukfadu na elementy powstala siatka, w ktdrej jest n
weztéw (rys. 7.41). Niechaj beda to elementy tréjkatne. Przyjecie takich elementéw nie



Rys, 7.41

zaweza 0gllnego charakteru nizej podanych rozwazan. Nalezy zauwazyé, ze poszczeglne
wezly maja numeracj¢ dwojakiego rodzaju: numery globalne dotyczace siatki podziatu
oraz lokalne zwigzane z okreslonym elementem. Taka numeracja jest bardzo pomocna
przy budowaniu macierzy sztywnosci konstrukcji. Jezeli globalny wezet 1 siatki pokrywa
si¢ z weztem lokalnym m elementu p, wtedy warunek zgodnosci przemieszczen wyraza
sig- nastepujaco:
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Niech w weZle | siatki zbiega si¢ q elementéw, Warunek réwnowagi tego wezta, przy
uwzglednieniu zgodnosci przemieszczen, zapisujemy w postaci:
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gdzie:
a, b,..,l,...x — globalne numery weztéw siatki pokrywajace si¢ z lokalnymi
numerami weztéw elementéw p, zbiegajacych sie w wezle 1,
R, — wektor sit zewngtrznych (danych) skupionych w wezle 1.
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Postepujac analogicznie z kazdym weztem siatki otrzymujemy uktad réwnar :
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co mozna zapisa¢ krétko jako:
R = Kr, (7.222)

tutaj K jest poszukiwang macierza sztywnosci uktadu, Jezeli w poszczegdlnych weztach
siatki jest j sktadowych przemieszczen, wtedy kazdy z wektoréw r;, R, ma wymiar 1 x j,
elementy l(ij majg wymiar j x j, a sama macierz jest macierza kwadratowa o wymiarze
(nxj) x (n xj), (przypominamy, ze n oznacza liczbe weztdéw siatki).

Warto nieco doktadniej oméwic technike budowania macierzy K, gdyz tkwi w niej
pewnc istotna cecha metody elementéw skoriczonych,

Rozwazmy obszar ptaski podzielony na elementy tréjkatne (por. np. rys. 7.41).
Zaktadamy, ze sztywnosci wszystkich elementéw z wyjgtkiem elementu p s3 réwne zeru.
Wdéweczas réwnanie wyglada nastgpujaco:
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Sposéb powstawania powyzszego réwnania ilustruje dodatkowo rys. 7.42.
Na zewngtrz macierzy K_ umieszczono globalne numery wezidw siatki.
Zwigzek (7.223) mozna zapisac jako:
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Jak widaé¢ z (7.223), sktadnikami Kp réznymi od zera sg sktadniki zwigzane z

elementem p, a $ciflej z przemieszczeniami wezléw siatkii, j, k, odpowiadajacymi
lokalnym numerom weztéw elementu,
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Postepujgc analogicznie z kazdym z elementéw badanego uktadu oraz wykorzystujac
zasade superpozycji, otrzymamy:

m m
ZR = I r=Kr=R, (7.225)
p= 1 P p= 1
gdzie:
Rp — oznacza udzial elementu p w wektorze R,
Kp — oznacza udzial elementu p w macierzy K,
m  — liczba elementéw uktadu.

Nalezy podkreslié, ze wymiar kazdej macierzy Kp jest taki sam jak wymiar macierzy K
(macierz sztywnodci catego uktadu). Podobnie wymiar kazdego wektora Rp jest taki jak
wektora R.

Fakt ten ma istotne znaczenie przy zautomatyzowaniu procesu budowania macierzy K
oraz wektora R. W pamigci maszyny bowiem rezerwujemy jednorazowo obszary dla K i
R, a nastepnie realizujac dodawanie zgodnie z (7.225), przesytamy zgodnie z przyjetym
systemem kodowania do poszczegélnych komdrek tych obszaréw rézne od zera sktadniki
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macierzy Kp i wektoréw Rp. Na tym wlasnie polega wspomniana cecha elementéw
skoriczonych.

Przyktad.

Sposéb budowania macierzy KP i K oméwimy na przyktadzie konstrukcji pokazanej
na rys, 7.43. Zaktadamy, Ze elementy polaczone s3 w weztach przegubowo, tzn. ze w
kazdym wezle ustalamy dwa sktadowe przemieszczenia i dwie sktadowe sity oddzia-
tywania, Mamy tutajn =5, m = 3,

Rys. 7.43

Przypominamy (por, rys. 7.43), ze wezly maja podwdjng numeracj¢. Numery lokalne
zwigzane z elementem i globalne odnoszace si¢ do calej konstrukeji, np. wezet o
numerze globalnym 3 ma numer lokalny 2 w odniesieniu do elementu 1 albo numer 1 w
odniesieniu do elementu 2.

Macierz sztywnosci konstrukcji zgodnie z (7.225) bedzie:
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Przypominamy, ze kazdy wyraz macierzy (2) jest takze macierza o wymiarze 2 x 2
(2 — liczba sktadowych przemieszczen w wezle).

Uwzgledniajac numeracje lokalng, mozemy macierz sztywnosci kazdego elementu
zapisa¢ w postaci:
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gdzie wyrazy k,, k,, ... k3 s3 macierzami kwadratowymi 2 x 2 (w kazdym wezle dwa
przemieszczenia).

Budujemy macierz Kl, tzn. zaktadamy, Ze sztywnosci element6w 2 i 3 sg réwne zeru.
Po uwzglednieniu rys. (7.41) oraz (7.223), a takze (2), (3) otrzymujemy:
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(nad macierzg i na prawo umieszczono dla utatwienia globalne numery weztéw).
Jednostkowe przemieszczenie wezta 1 spowoduje wystgpienie w nim ,,sity” k3 3
(numer globalny 1 odpowiada lokalnemu 3), w wezle 2 ,,sity” k31 oraz w wezle 3, sity”
k;, — por. (3). Podobnie mozna przesledzi¢ wptyw przemieszczeri weztéw 2 i 3,
Dwie pozostate macierze bedg miaty postaé:
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Macierz sztywnosci konstrukcji otrzymujemy wykonujgc dodawanie (1). Przyktadowo
podajemy obliczenie jednego z wyrazéw tej macierzy zapisanej w postaci (2):
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Ky2 =kyy tkyy +Ky3.

Warto wspomniec, ze macierz K jest symetryczna i Ze jej wyrazy najbardziej oddalone
od przekatnej gtdwnej sg réwne zeru. Jest to wiec tzw, macierz pasmowa.

Otrzymana na podstawie (7.225) macierz sztywnosci konstrukcji jest macierza
osobliwa. Jak pamietamy, przy jej budowaniu uwzglednione zostaty warunki réwnowagi
i zgodnosci przemieszczen, nie zostaty natomiast narzucone zadne ograniczenia kinema-
tyczne na przemieszczenia zadnego z wezidw. Jednakze funkcje zastosowane przy
budowie macierzy sztywnosci elementéw opisujgce pola przemieszczeri uwzglednialy
mozliwo$¢é przemieszczania si¢ calego elementu jako ciata sztywnego. Taka mozliwosé
ma oczywiscie takze cata konstrukcja i stad wynika osobliwo$¢ macierzy K. Aby te
osobliwo$¢ usunaé, nalezy ograniczy¢ przemieszczenia wezidéw tak, aby co najmuiej
wyeliminowa¢ mozliwos¢ przemieszczania si¢ konstrukcji jako ciata sztywnego.
W przypadku uktadu ptaskiego np. nalezy pozbawi¢ go trzech stopni swobody.



