3) Energia sprezysta w pretach dowolnie obciazonych.

Z przedstawionych powyzej wyrazen wynika, ze energia sprezysta nie jest
liniowa, lecz kwadratowg funkcja sit przekrojowych: Nx, Mgx, Macx, Tx. Jezeli
zatem nawet sity te sg liniowymi funkcjami sit zewnetrznych, to energia sprezysta
jest kwadratowa funkcjg sit zewnetrznych.

Rozpatrujemy przykilad preta prostego, poddanego rozcigganiu silg P,
nastepnie P2, wreszcie sitg P1+Pa.
W pierwszym i drugim przypadku wyrazenia okre$lajace energi¢ sprezystg
przybierajg postac:
v P?-L v PZ-L
PL™2EA " P27 2EA
W przypadku jednoczesnego dziatania sit Py i Pa:
v (P, +P,)? L (P?+2P,P, + P})L P12-L+P22-L+2P1P2-L
Pl+pz — 2EA B 2EA " 2EA ' 2EA 2EA
Zatem:

Vbi4p2 # Vp1 + Vpy

Nalezy zatem wnioskowaé, ze W ogdlnym przypadku energii
nagromadzonej pod wptywem roznych obcigzen nie mozna obliczaé stosujgc
zasade SUperpozycji.

Wyjatek stanowig przypadki, w ktorych poszczegdlne sktadowe obcigzenia
wykonujg prace na réznych przemieszczeniach. Przyktadowo, w przypadku preta
poddanego rozcigganiu sitg P oraz skrgcaniu momentem Ms, sita nie wykonuje
pracy na przemieszczeniu katowym, a moment — na przemieszczeniu liniowym.

W takich przypadkach ogdlne wyrazenie opisujace energi¢ sprezysta ma
postac:

> J NZdx N J M2 .dx N f Mg, dx N f a - T2dx

2EA 2GJ, 2E], GA
L L

(19)

Nalezy podkresli¢, ze sktadnik odpowiadajacy sile tnacej uwzgledniany jest
dos¢ rzadko, w przypadku pretow, ktorych dtugosc jest tego samego rzedu, co
wymiary przekroju.



4) Sity uogolnione i wspolrzedne uogélnione.

Przedstawione wzory na energi¢ sprezysta posiadaja taka sama budowe:
energia sprezysta jest potowa iloczynu obcigzenia 1 wywolanego nim
przemieszczenia. Aby umozliwi¢ zapis 0 charakterze ogélnym, dotyczacym
wszystkich przypadkéw obcigzen, wprowadzamy nastepujgce pojecia:

Pi — sita uogolniona — dowolne obcigzenie dziatajace na ciato (sita skupiona,
moment, obcigzenie ciggle)

fi — wspotrzedna uogoélniona — przemieszczenie odpowiadajace Ssile
uogolnione;j

W ogolnym przypadku:

1
Lpp=Vi=5"Pfi (20)

Praca wykonana przez uktad sit P;, P,,Ps, ..., P, na przemieszczeniach
fi, for f3r r [ JESt TOWNA €Nergii sprezystej V uktadu i wynosi:

1
LP:V:E(Pl'f1+P2'f2+'°°+Pi'fi+'"+Pn'fn) (21)

Powvzsza zalezno$¢ jest stuszna wylacznie dla uktadow Clapeyrona!

5) Twierdzenie Castigliano.

Rozpatrujemy dowolny ukitad Clapeyrona, reprezentowany przez belke
spoczywajaca na dwoch podporach, obcigzong statycznie sitami P1, P, ..., Pn
(rozwazania przeprowadzone na tym przyktadzie majg znaczenie ogdlne).

Zgodnie ze wzorem (21) energia sprgzysta belki wyniesie:



Vi= 2P fo b Py fo b ot P fik ot P fy) 22)

Zakladamy, ze sita Pi doznaje przyrostu dP;

yap

Przyrost energii dV spowodowany przez site dP; wynosi:

v
dv = - dP; (23)
l

Wyrazenie % jest gradientem przyrostu energii przypadajacego na
przyrost sity.
Energia sprezysta wynosi zatem:
aVv
Vy =V, +dV =V, + —dP; (24)
oP;

Nastegpnie rozpatrujemy te sama belke, zakltadamy jednak, ze obcigzenia
przytozone sa w odwrotnej kolejnosci: Do nicobcigzonej belki przyktadamy site
dPi, ktéra spowoduje powstanie przemieszczenia df;

A dP B
df; 7

Praca statycznie przylozonej sity dPi na przemieszczeniu dfi jest rowna
energii sprezystej nagromadzonej w belce i wynosi:

1
V=2 dP;-df, (25)

Nastepnie przyktadamy sity P1, P2, ... , Pn . Praca wykonana przez te sily
wynosi V, (wzor 22).



Podczas przyktadania uktadu sit P1, P2, ..., Pn, sita dP; posiada ustalong
wartos$¢. Praca wykonana przez te site na przemieszczeniu f; wyniesie zatem:

Energia sprezysta belki wyniesie zatem:
1
Vip =5+ dP;-dfy +V, + dP; - f; 27)
Porownujac prawe strony rownan (24) i (27) otrzymujemy:
1
Vi+==-dP; ==-dP;-df; +V; + dP; " f; (28)
dP; 2

Odrzucajac czion %-dPi-dfi jako malg wyzszego rzedu, ostatecznie
otrzymujemy:

F1%
P,

= fi (29)

Powyzsza formula jest twierdzeniem Castigliano:

Pochodna czgstkowa enerqii spreiystej ukladu wzgledem sily uogolnionej
[est rowna wspotrzednej uogolnionej, odpowiadajgcej tej sile.

Rézniczkujgc rownanie (19) wzgledem sity uogdlnionej dPi , pomijajac
wptyw sit tnacych, otrzymujemy nastepujacy wzér ogdlny:

oN oM OMg,
aV _fZNxa_P)iCdx+f2Msxﬁdx+f2nga—Pidx 20
P, 2EA 2GJ, 2E], 30
L L L

Zatem ostatecznie:



av x JP; SX QP; 9% op;

— = — U — —t 1

aP; j EA x+f o dx+j £, dx (31)
L

Sitg uogodlniong, odpowiadajgca przemieszczeniu fg jest sita P. Zatem:

L
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Poniewaz w punkcie C nie wystepuje sita odpowiadajgca wspotrzednej
uogoblnionej fi, nalezy ja wprowadzi¢, przyjmujac ze jej warto$¢ Wynosi zero.
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