7.2.3. Elementy ptyty

Metode elementéw skoriczonych zastosowano z powodzeniem do obliczania ptyt.
Uzywano przy tym réznego rodzaju elementéw, najczgéciej jednak prostokatnych i
tréjkatnych. !

Zgodnie z teorig ptyt cienkich odksztatcenia sq okreslane przez funkcje ugie¢ i jej
pochodne. Z tego wzgledu, naturalnymi niejako parametrami w weztach (kinematycz-
nymi stopniami swobody) s3 przemieszczenia liniowe (ugigcie) i katy obrotu przekrojéw
(katy nachylenia stycznych do powierzchni odksztatconej).

W tablicy 7.2 zestawiono nijgktdre, stosowane elementy plytowe. Zanim przystapimy
do ich oméwienia, wré¢my na chwile do sprawy doboru wielomianéw jako sktadnikéw
funkcji ksztattu.

Oprdcz wezesniej podanych warunkéw funkcje te powinny przedstawiaé geometrycz-
nie niezmienniczy opis pola przemieszczefi wzgledem réznie zorientowanych uktadéw
wspStrzednych. W przypadku wielomianéw nie powinny one zawieraé sktadnikéw
uprzywilejowanych, czyli powinny by¢ geometrycznie izotropowe. Mozna to osiagnac
postugujac si¢ tréjkatem Pascala (rys. 7.17) i wybieraé sktadniki wielomianu tak, aby nie
poming¢ sktadnika symetrycznego. Gdybysmy np. mieli uzy¢ wielomianu stopnia
trzeciego do zbudowania funkcji ksztattu elementu o o$miu parametrach, wowczas w
gru,pie sktadnikéw stopnia trzeciego mozemy pomingé jednoczesnie x> i y3 lub x2y i
Xy~.

Po tej dygresji zajmijmy si¢ oméwieniem elementéw z tablicy 7.2. Na wstepie
przypomnijmy, ze np. symbol w oznacza ugiecie, w . pochodng czastkowa powierzchni
ugigcia wzgledem x, %, pochodng czastkowa wzgledem y,w, pochodng w kierunku
normalnym do krawedzi elementu.

Rys. 7.17

Element pierwszy ma 9 stopni swobody. Dla uzyskania funkcji ksztattu zastosowano
wielomian stopnia trzeciego, ktéry ma 10 sktadnikow,
Mozliwe s3 dwie postacie funkcji spetniajgcej warunek geometrycznej izotropii:
W = q, +q,X+q;y+q, X" +q5y7 +q X’ +q,x y+qgxy® +qqy° (7.87)
lub
W = g, +,X+q;y+q, X" +qsxy+qgy” +q,x° +qga(x’ y+xy?)+qgy? (7.88)

Posta¢ pierwsza z uwagi na brak sktadnika xy nie zapewnia wymagan statej wartosci
odksztatcen przy skrecaniu i w rezultacie prowadri do macierzy sztywnosci -elementu
przesztywnionego.
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Posta¢ druga daje dla niektérych potozen tréjkata wzgledem uktadu wsp6irzednych
osobliwg . macierz przy przejSciu od przemieszczeri uogdlnionych do parametréw
weztowych. Mozna tego uniknagé¢ wprowadzajac tzw. wspétrzedne powierzchniowe.
Bedziemy o nich méwili w dalszych rozwazaniach. :

Parametrami wezlowymi w omawianym elemencie s przemieszczenia liniowe i
katowe. Ciggtos¢ wzdtuz bokdéw sasiednich elementu powinna dotyczy¢ obu rodzajéw
przemieszczen. -Zgodnos$¢ przemieszczen liniowych jest zapewniona, Zmieniajg sie one
wedtug krzywej stopnia trzeciego, a w kazdym z dwdch weztéw zwigzanych z danym
bokiem s po dwa parametry (ugiecie i kat nachylenia wzdtuz boku).Te cztery parametry
jednoznacznie okreslajg parabole trzeciego stopnia. Brak jest zgodnosci odnosnie do
nachylenia stycznej w kierunku normalnej do boku trdjkata. Kat ten zmienia sie wedlug
krzywej stopnia drugiego, a odpowiadajag mu tylko dwa parametry, po jednym w kazdym
wezle. Dwa parametry, jak wiemy, nie okreslaja jednoznacznie paraboli. Omawiany
element jest wigc elementem niedostosowanym. Mimo to uzywano go z dobrymi
rezultatami.

Niezgodnos$¢ nachylenia stycznej w kierunku normalnej usunieto, wprowadzajgc w
dodatkowych weztach na srodku bokéw po jednym parametrze w postaci pochodnej
normalnej (element drugi w tablicy 7.2). Ogélna liczba parametréw zwigkszyta sie do 12,
co przy 10 sktadnikach wielomianu stopnia trzeciego wymagato wprowadzenia dwoch
wewnetrznych stopni swobody w sposéb analogiczny, jak dla elementu tarczy o 18
stopniach swobody.

" Element trzeci jest znowu niedostosowany. Przy zachowaniu zgodnosci ugie ¢ brak jest
zgodnosci nachylenia stycznej w kierunku normalnej do bokéw. Ugigcia opisane s3
krzywa stopnia czwartego, katy nachylenia natomiast trzeciego. Z linig ugieé wzdtuz
boku trdjkata zwigzanych jest pieé parametréw, trzy ugiecia i dwa katy nachylenia
stycznej w narozach. Te pie¢ parametréw jednoznacznie okresla krzywg stopnia
czwartego. Z linig katéw nachylenia zwigzane s3 trzy parametry; pochodne normalne w
trzech weztach danego boku. Trzy parametry, jak wiemy, nie wyznaczajg jednoznacznie
krzywej stopnia trzeciego. '

Sprawdzenie klasyfikacji pozostalych elementéw w tablicy 7.2 pozostawiamy Czy-
telnikowi.

Ograniczona objetosé ksigzki nie pozwala na pelne wyprowadzenie macierzy
sztywnosci dla kazdego z przedstawionych wyzej elementéw. Podamy wiec ogdlny
sposOb postepowania i zilustrujemy go przyktadem.

Rozwaza¢ bedziemy ptyte cienka. Oznaczenia i dodatnie zwroty poszczegdlnych
wielkosci pokazano na rys. 7.18.

Przypomnijmy giéwne zatozenia i zwigzki téorii piyt.

Zatozenia kinematyczne:

w(x,y,2)=w(x,Y, 0)=w(xy),



7
7
e 7 g

/// ,/ \\\ g

z = N

W X, u

4 N
4 4 »

A/ Z % 3

,/4,4' N%

‘4

QN

AN

Tyz

Rys. 7.18
ow
=g — 7.89
u rw A ( )
Vst L. A
. ay Y

Pomija si¢ wplyw naprezen 0,

Z powyiszych zwigzkéw wynika, ze:

—.p{aszczyzna Srodkowa ptyty nie doznaje odksztatceri (poza ugieciami),

— prosta normaina do ptaszczyzny $rodkowej przed wygieciem, pozostaje prostopadta
do ptaszczyzny wygiete;j,

— pomija si¢ wptyw sit poprzecznych na odksztatcenia.

Niezerowe sktadowe odksztatcenia mozna po uwzglednieniu (7.89) preedstawic w
postaci:

fx u,X W.XX
e = & 1=lY, Sl =—zc, (7.90)
u‘y+v, 2w -
tutaj:
W.XX
c=|w,, (791)
2w

XYy
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jest wektorem, ktérego sktadowymi s3 poszczegdlne krzywizny powierzchni odksztatl-
conej plyty.

Réwnanie konstytutywne dla anizotropowego materiatu sprezystego bedzie miato
postaé:

Oy En 12 EBi3 || &
g=la,| = 522 E23 €, = Ee, (7.92)
T xy symetr. E33 Vi

Jednostkowe napigcia, ktérymi s3 momenty zginajace i skrecajgce, odpowiadajace
wektorowi (7.90) zapisujemy jako:

h
2
m=|M = [ ozdz. (7.93)
h
2

h
2 h3 )
m=— [ Ec2?dz=——Ec. (7.94)

1 7 0
E
E= y 1 0
1 Yo
0 0 5

Napigcia mozna w tym przypadku przedstawi¢ w postaci:

M, = _D(W,xx +vw’yy),
My = —D(w’yy +vw,xx), (7.95)
Mxy = -D(1 +v)w’xy,
gdzie:
p=_ER’ (7.96)

T 20—
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Uktad réwnar (7.95) zapisujemy macierzowo:

m=-De, (79N
tutaj:
1 v 0
D=D|vw 1 0
1—v
0 0 > | (7.98)

Dysponujemy juz wszystkimi réwnaniami teorii plyt niezbgdnymi do uzyskania
macierzy sztywnosci. Procedura bedzie analogiczna do stosowanej w przypadku elementu
tarczy.

Przyjmujemy opis powierzchni odksztalconej elementu ptyty w zaleZznosci od
zatozonych funkcji (zwykle wielomianéw odpowiedniego stopnia) oraz przyjgtych
uogdlnionych przemieszczen

w=wlgq, (7.99)
gdzie:
w — wektor zawierajgcy skladniki wielomianu,

q — wektor uogélnionych przemieszczen.
Mozliwy jest takze taki opis powierzchni odksztatcone;:

w=Uw)Ty, (7.100)
tutaj:
U — macierz zalezna od przyjetego wektora w,
v — wektor grupujacy wszystkie rzeczywiste parametry weziowe dla danego
elementu. '
Nalezy podkresli¢, ze znalezienie macierzy U na podstawie zatozonego wektora w jest
mozliwe tylko w bardzo prostych przypadkach. W ogélnym przypadku macierz U
uzyskuje si¢ przez rozpisanie uktadu réwnar:

v=Glg, (7.101)

podstawiajac do (7.99) i jego pochodnych wspétrzedne weziéw. Po odwréceniu (7.101)
otrzymujemy:

q=(G")Ty, (7.102)
czyli (por. (7.81, (7.59))
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Rézniczkujge rownanie powierzchni odksztatconej elementu otrzymujemy wekt -
(7.91) w jednej z dwdch nastepujacych postaci:
~ po zrozniczkowaniu (7.99)
c= Bq q. (7.103)

- natomiast na podstawie (7.100)
c=Bw (7.104)
gdzie:

B =| w! (7.105)

oraz
B=B, Ut (7.106)

Sity wewnetrzne obliczamy ze wzoru (7.97) podstawiajgc wzory (7.103) lub (7.104).
Jezeli wykorzystamy wzoér (7.103), wéwczas otrzymamy:

m = -Dqu, (7.107)

jezeli (7.104), wtedy
m=-—-DBv. (7.108)
Uogdlnione sity zewngtrzne Q odpowiadajace uogdinionym przemieszczeniom q, albo

rzeczywiste sitly S odpowiadajgce parametrom weztowym v,wyznaczamy z réwnania
prac:

vTS=q Q=fe—r odV, (7.109)
v
albo
vIs=qTQ = —fcTmdA, (7.110)
A

gdzie: V - objetos¢, A - pole powierzchni elementu.

Znak minus w réwnaniu (7.110) wynika stad, ze dodatnim momentom odpowiadaja
ujemne krzywizny.

Podstawiajgc do (7.110) wzory (7.104) i (7.107) lub (7.108) otrzymujemy: 2

Q = qu. (7.111)
S

kv. (k)
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gdzie macierze sztywnosci elementu wyrazajg si¢ jako:

- N &
kg —AquDBqu, (7.113)
k = [BTDBJA. (7.114)
A

Zwigzek pomi¢dzy macierzami kq, k jest podany wzorem (7.66).



