7.2.1.2. Uogdlnione (grupowe) sity i przemieszczenia.

Dotychczas, przy ustalaniu zwigzkéw pomiedzy sitami i przemieszczeniami, operowa-
lismy w gruncie rzeczy pojedynczymi wartosciami tych wielkosci odniesionymi do
jednego punktu. Méwigc np. o przemieszczeniu mieliSmy na my$li przemieszczenie
okreslonego punktu w okreslonym kierunku.

Czasami wygodnie jest posiugiwaé si¢ grupa sit, odniesionych do kilku punktéw,
traktujac te grupe jako jedna site. Podobnie mozemy moéwié o grupowym przemieszcze-
niu, na ktére bedzie sie sktadala grupa przemieszczen kilku punktéw.

Rozwazamy konstrukcje obcigzong sitami zewnetrznymi R, przy czym wektor R ma m-

sktadowych. Wprowadzamy zwigzek pomiedzy sitami rzeczywistymi R oraz uogélnionymi Q w
' postaci:

Pty Y Py By e Uy | Q, |
R, _ Uyy Upyy oo Uy Q, (7.56)
| Rm U1 Umz - Uy | Lom'_,
albo
R=UQ. (7.57)

Jesli (7.56) przedstawia uktad réwnan liniowo niezaleznych, wéwczas po odwrdceniu
(7.57) otrzymujemy:

Q=U"'R=GR, (7.58)

gdzie oznaczyliSmy:
‘G=U", (7.59)

Majac grupowe sity mozemy znalezé odpowiadajgce im przemieszczenia. Wycho-
dzimy ze wspomnianego juz warunku réwnosci prac:

Q'q =R™r. (7.60)

Po uwzglednieniu (7.58) i przeksztaiceniach mamy:
RT(GTq-r) = 0. (7.61)

Poniewaz R # 0, wigc po uwzglednieniu (7.59):
GTq—r =0, r= GTq = (0" Vq, _ (7.62)

oraz
4= UT I. (7.63)
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Zaleznosci, analogiczne do wyprowadzonych wyzej, otrzymujemy rozpatrujac poje-
dynczy element konstrukcji. W miejsce obcigzenia R wstawiamy wektor S, a w miejsce
przemieszczen r wektor v.

Tak wigc bgdziemy mieli:
S=UQ, (7.57a)
v=GTq=@U")Tq, (7.62a)
q=UTv (7.63a)

Powyisze zaleznosci postuza do uzyskania wzoru okredlajacego macierz sztywnosci
elementu k w zaleznosci od macierzy sztywnosci odniesionej do grupowych sit i
przemieszczen kq.

Dla tych wielkosci mozemy napisac :

Q=kq, (7.64)

gdzie k q OzZnacza macierz odniesiong do grupowych sit i przemieszczeri.

Aby otrzymaé macierz k w zaleznosci od kq, wychodzimy ze wzoru (7.57a)
podstawiajac (7.64) oraz (7.63a)

= = = T '
S=UQ pqu quJJ v, (7.65)

li
- k=Uk, uT. (7.66)

Warto zauwazy¢, ze dla wykonania dziatan okreslonych wzorem (7.66) macierz U nie
musi by¢ macierza kwadratowa. Wystarczy, aby liczba jej wierszy byta réwna liczbie
sktadowych sit S a liczba kolumn réwnata si¢ liczbie sit Q.

7.2.2. Element tarczy

Rozwazaé bedziemy ptaskg tarcze o dowolnym konturze. Obszar tarczy mozna
podzieli¢ na elementy podane w tablicy 7.1.

Niezaleznie od przyjetego ksztattu analiza elementu bedzie miata nastgpujace gtéwne
fazy:

1. Zatozenie funkcji opisujacych pole przemieszczeri w obszarze elementu w zalez-
nosci od przemieszczern weztéw traktowanych jako niewiadome parametry. Zaktadane
funkcje nazywaja sig, jak wiemy, funkcjami ksztattu. Przypomnijmy, ze przy analizie
preta funkcje ksztattu byty znane jako doktadne rozwigzania odpowiednich réwnar
rézniczkowych. W elementach tarczowych beda to funkcje interpolacyjne, zwykle w
postaci wielomianéw. Bedg to wigc przyblizone rozwigzania.

2. Obliczenie sktadowych odksztatceri w elemencie poprzez rézniczkowanie funkcji
opisujacych pole przemieszczeri. '

3. Wykorzystanie réwnania prac do wyznaczenia macierzy sztywnosci elementu tzn.
do ustalapia zwigzku pomi¢dzy przemieszczeniami weztéw i odpowiadajgcymi im sitami.



264

Zaktadamy. ze z plaskiej tarczy wydzielony zostat clement trdjkqiny pokazany na
rys. 7.16. Przyjmujemy, Ze elementy potaczone sg przegubowo w trzech weztach:
zlokalizowanych w narozach trdjkata. Zsit oddzialywania i przemieszczern weziow
tworzymy wektory, grupujac oddzielnie sktadowe pionowe i poziome:

X
Rys. 7.16
B | sle
Lsx3 i i Sy3 | (7.67)
—vxl W [ vyl’?
Yo T Yx2 Vy = vy2
| %5 | [ Y3 | (7.68)

Przemieszczenie kazdego punktu elementu okreslone jest dwiema skfadowymi Vys Vg
Pole przemieszczenn w obszarze elementu mozemy opisaé za pomocs szefciu parametréw,
ktérymi sg przemieszczenia weztdw, oraz zatozonych funkcji ksztattu. Dla uproszczenia
procedury uzyskiwania macierzy sztywnodci wprowadzimy do rozwazan grupowe —
uogdlnione sity i przemieszczenia (por. 7.2.1.2).

Tak wigc pole przemieszczen w obszarze elementu okreslimy nie za pomoca
rzeczywistych przemieszczen wezidw, ale za pomocg szesciu parametréw zebranych w
dwie grupy po trzy parametry kazda.

Pole przemieszczen bedzie opisane nastepujaco:

-
R (7.69)

B |
Yy, WGy



265

X1 .‘ -- wektor, ktorego sktadowymi sg trzy parametry zwigzane z przemiesz-
q,=|9x2 czeniami poziomymi,

y1 | - wektor grupujacy parametry zwigzane z przemieszczeniami pionowymi.

Wektor u zawiera sktadniki wielomianu przyjetego jako funkcja ksztattu. Przy
zatozeniu liniowej zmiennosci przemieszczeri, wektor ten ma postac:

u={lxy}. (7.70)

Parametry g, q, traktujemy jako uogdlnione przemieszczenia weztow.
Na podstawie przemieszczen (7.69) obliczamy odksztatcenia:

T, 0
ex VX.X u, X qx q
- » _ T 2 * 7% )|
e= €& 5| Yyy =0  wiyflg, qu’ =
T 6§ Y
7xy vx.y+vy’x U,y ux
tutaj
o 1 ol o o o
[
Bq =10 0 o, O 0 1 (7.72)
0O 0 1.. 0 1 o0
Naprezenia wyrazajg sie zalezno$cia:
0, .
g= |09y =Ee=EBq- [q"] (7.73)
T qy
Xy

Wektor uogdlnionych sit weztowych odpowiadajgcych uogdlnionym przemieszcezeniom.

wyznaczamy z réwnania prac:

Q
aar |l 7| =reToav. (7.74)
X ¥Y1Q v .
y
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Po podstawieniu (7.71) i (7.73) do wyrazenia pod catk¢ otrzymujemy:

Q,

<],

T x

< 2l oT T

;f [qx qY]Bq EB, q v,
y

albo po uwzglednieniu, Ze parametry q,,q, 4 state, i po uproszczeniach:

Q qy

o =({B:EBqdv)

y qy

co mozna zapisa¢ krétko jako
Q=k; @
gdzie:

(1.75)

(1.76)

(1.77)

kq = ‘;f B: EB » dV - macierz sztywnosci elementu odniesiona do uogdlnionych

sit i przemieszczen,

T
Q= " — wektor o wymiarze 6X1, sktfadowymi ktorego sg uogdlnio-
LQY ne sity weztowe, '
”
% | . o .
q= — wektor o wymiarze 6X1,sktadowymi ktorego s3 uogdlnio-
| 9y ] ne przemieszczenia wgztow.

Zaktadajac stalg grubosé elementu i wykonujac catkowanie po uprzednim przemno-

7eniu macierzy wystepujacych pod catka, otrzymujemy:

p 0 0 10 0
1 o !o 0
o 0o io P
EAh 1
k = /BTEB_dV= |
R T .
0 0 | 0 0
1—v 1-v
Lo gl
. 2| 3
(0 0 0 ; O 0

tutaj:
A — pole powierzchni tréjkata,
h — grubosc elementu.

(7.78)
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W praktyce interesujg nas jednak rzeczywiste sily i rzeczywiste przemieszczenia, a nie
ich uogélnienia. Wprowadzimy wigc zaleznoéci pomiedzy wielkosciami rzeczywistymi i
ogélnionymi, majac okreslone pole przemieszczen (7.69) oraz zatozony wektor (7.70).
Zaleznosci te przyjmujg postac:

Yx1 1 B Y1
= % | = |1 Xy Yo | des (7.79)
Yx3 1 X3 Y3
W= Y2 | T |1 g Y2 | 9y >
albo krdcej:
T
v. =G'q, ,
X T ‘ (7.80)
Y= G q,
Po odwréceniu otrzymujemy:
=17
WU % (7.81)
=17 '
9 =U'v, ,

gdzie oznaczylismy U= G'!.

Mozemy teraz podaé¢ zwigzek pomiedzy sitami wezlowymi rzeczywistymi i uogdl-
nionymi. Wykorzystujac rozwazania podane w punkcie 7.2.1.2, a w szczegblnosci wzor
(7.57a), mozemy napisa¢:

5, =UQ,, >
sy =1 Qy ’ (7.82)
tutaj oczywiscie:
Sx1 Sy1 Q Q, 1]
o= S| 8= |8 &= Q] 9= |q, (783)
Se3b Sy3b Qs Qs

Macierz sztywnosci elementu, odniesiong do rzeczywistych sit i przemieszczen
otrzymamy wychodzac z réwnari (7.82) i podstawiajac tam (7.77) oraz (7.81)



S vuo||qQ/| (uo q | U0 | [uTo [|v
= = k - k (7.84)

co mozna zapisa¢ krétko jako:
S=kv, (7.85)

czyli ostatecznie przez poréwnanie (7.84) i (7.85) mamy:

uo uT o
k= k (7.86)

Jest to wzér umozliwiajacy okreslenie macierzy sztywnosci elementu odniesiony do
rzeczywistych wielkosci, na podstawie macierzy odniesionej do wielkosci uogdlnionych.



