Dodatek A. Przyktady.
A.1. Drgania uktadu o jednym stopniu swobody

A.1.1. Wyznaczanie deformacji statycznej sprezyny (kryterium Lagrange’a —
Dirichleta)

Rozwazmy ukfad podany na rys. 1. Skfada sie on z bryty o ztozonym ksztatcie i masie m oraz sprezyny o wspot-
czynniku sprezystosci k. Uktad w potozeniu jak na rysunku jest w stanie réwnowagi statycznej. Myslowo po-
dzielmy ztozong bryte na prety 1 (my, 11) i 2 (m;, I;) jak na rys. 2. Sprezyna jest wstepnie odksztatcona ciezarem
preta 2 a jej deformacja statyczna wynosi A. Zatézmy, ze dodatkowo uktad zostat wychylony z potozenia row-
nowagi o kat ¢q i puszczony swobodnie. W wyniku tego zachodzg drgania swobodne.

Prezentowany uktad jest nieliniowy, natomiast formalizmy matematyczne, ktérych bedziemy uzywali
zaktadajg liniowos¢ uktaddw. Zatem wszystkie nieliniowosci uktadu bedg linearyzowane.
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Rys. 1. Uktad mechaniczny Rys. 2. Drgania uktadu mechanicznego



Kinematyka uktadu

Istotne sg przemieszczenia pionowe Srodkéw mas pretéw (punkty C i D) oraz przemieszczenie poziome
konca sprezyny (punkt A) (przemieszczenie pionowe konca sprezyny pomija sie). Przemieszczenia przedstawio-
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Rys. 3. Kinematyka przemieszczen Rys. 4. Kinematyka przemieszczen

Z rysunkdéw wynika, ze:

X, 1
simp=—">—>x, =1sing,
1

: 1, .
sm(p:}ll—D—>yD zésm(p,
1y
2

1] 1] 1]
=———cos@=—\l-coso).
Ye == =7 cos¢ =—(1-coso)

(1)

(2)

(3)

W uktadach technicznych drgania mechaniczne to szybkie ale mate ruchy wykonywane wzgledem potozenia
rownowagi statycznej. Dlatego mozna przyjac zatozenie, ze kat ¢ jest matym katem (w praktyce |$|<0.3 [rad]).

Wodwczas mozna, bez popetnienia istotnego btedu, przyjaé ze:



sing = @, (4)
2
¢
cosp=]-—. 5
¢ > (5)

Ze wzgledu na fakt, ze kat ¢ jest maty, to wyraz ¢° jest tzw. mata wartoscig wyzszego rzedu., czyli $*<0. Bez
popetnienia wiekszego btedu mozna przyja¢ w réwnaniu (5), ze cos ¢=1. W konsekwencji zaleznosci kinema-
tyczne zostang zlinearyzowane i otrzymamy

X, =10, (6)
1
Yo =0, (7)
ye=0. (8)
W dalszej czesci obliczerh wymagana bedzie znajomosc elementarnych przemieszczen:
ox . =1,00, (9)
12
Oyp = Eacp, (10)
oy.=0. (11)

Wyznaczanie deformacji statycznej sprezyny (kryterium Lagrange’a — Dirichleta)

Potencjat ukfadu to:

V=V +V, (12)
gdzie V, to potencjat sit sprezystych, V, to potencjat mas w polu ziemskim. Znana jest z mechaniki ogdlnej
zaleznos¢:

% =-P, (13)

A
gdzie P, to rzut sity pola potencjalnego sprezyny na kierunek xa. Sita w sprezynie S jest skierowana przeciwnie
do przemieszczenia x, (rys. 5), zatem

P =-S=-k(x, +}), (14)

i dalej



—L =k(x, +7). (15)
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Rys. 5. Sity pdl potencjalnych Rys. 6. Sity pdl potencjalnych

Wykorzystujgc zwigzki znane z kinematyki zapiszemy
oV, =k(l,o+M),00 . (16)
Catkujgc obustronnie (16) wyrazenie otrzymamy

¢ ¢
1
v, =[ov, :Ik(l,(p+k)l]6(p:§kl]2(p2 + kLA . (17)
0 0
Podobnie wyznaczymy potencjat mas w polu ziemskim. Potencjat masy m;, to
av(l)
2 =-P,, (18)
0y
gdzie P,c to rzut sity Q;=m;g na kierunek ruchu srodka masy (punktu C). Jako, ze 0y, =0, zatem
oVy) =—P 0y, =0, (19)

Potencjat masy m, to



ov,”
2 =
9Yp
gdzie Pyp to rzut sity Q;=m,g na kierunek yp. Sita Q, jest skierowana zgodnie z przemieszczeniem yp (rys. 6), za-
tem

P, (20)

Py = Q,=m,g, (21)
i dalej
av(2)
2 =-m,g. (22)
9Yp
Wykorzystujgc zwigzki znane z kinematyki zapiszemy
1
oV = —ngéﬁ(p. (23)
Sumujac OVS" i OV.? otrzymamy
1
oV, =oVi" +oV? = —ngéﬁ(p. (24)
Catkujgc obustronnie (24)wyrazenie otrzymamy
¢ ¢ 1 1
V, = I@Vz = —Ing—zé(p =-m,g—=@. (25)
7 7 2 2

Catkowity potencjat uktadu wynosi
1 1
V:Eklf(p2 +kl,k(p—m2g52(p. (26)

Tw. Dirichleta: W polu potencjalnym punkt, w ktorym potencjat osigga minimum jest potozeniem row-
nowagi statej.

Szukamy minimum potencjatu V wykorzystujgc znane z matematyki postepowanie okreslania minimum
funkcji. Pochodna potencjatu po wspétrzednej ¢ to

a—V:1<1]2(p+k1]7u—m2g1—2. (27)
op 2

Potencjat jest minimalny w stanie rGwnowagi statycznej czyli wtedy gdy ¢=0, czyli



oV 1
— =0->klA-m,g-==0. (28)
0P|,y 2
Zatem deformacja statyczna jest wyrazona wzorem
m,g 1
_Mmg 5 (29)
k 2l
Nalezy jeszcze sprawdzi¢, czy rzeczywiscie w wyznaczonych warunkach potencjat osigga minimum, tzn. czy
Y
—>0. (30)
o9
Z obliczen wynika, ze
0°V
- =kI} >0, (31)

czyli znak drugiej pochodnej potencjatu wzgledem kata ¢ jest dodatni bo k>0 i rzeczywiscie w potozeniu row-
nowagi statycznej potencjat osigga wartos¢ minimalna.



A.1.2. Wyznaczenie czestosci drgan wiasnych metodg energetyczng

Jednym ze sposobdw wyznaczenia czestosci drgan wiasnych ukfadu jest wykorzystanie zasady zacho-
wania energii mechanicznej. Czyli jest to metoda stosowana dla uktadéw zachowawczych, tzn. takich, w ktérych
nie wystepuja straty energii (nie wystepuje ttumienie — przypadek idealny).

Energia mechaniczna to

H=E+V, (32)
gdzie E to energia kinetyczna ukfadu, V to potencjat ukfadu. Z zasady zachowania energii mechanicznej wynika,
ze

Vinax = Emax - (33)
Zatem nalezy wyznaczy¢ najpierw energie potencjalng i kinetyczng, a nastepnie ich maksymalne wartosci.

Potencjat to (po uwzglednieniu deformacji statycznej w rownaniu (26))

V:%klf(pz. (34)
Potencjat zalezy tylko od deformacji sprezyny wynikajgcej z ruchu uktadu wzgledem potozenia réwnowagi sta-
tycznej. Natomiast energia kinetyczna uktadu to suma energii kinetycznych pretéw 1 i 2 wykonujgcych ruch
obrotowy wokét punktu O.

1 . 1 . 11 . 11 . 1 i
E= 518)@2 +§Ig)(p2 = Egmllf(pz +§§m21§(p2 = g(mlll2 + mzlg)(pz. (35)
Rozwigzanie réwnania drgan swobodnych (I) przewiduje sie w postaci
Q= Asin(coot + oc), (36)

gdzie A to amplituda drgan A=g, [rad], wo [rad/s] to czestos¢ drgan wiasnych uktadu — wielkos¢ ktérg chcemy
wyznaczyé, a [rad] to kat przesuniecia fazowego. Rdzniczkujgc réwnanie (36) otrzymamy predkosé katowg
uktadu

@ = Ao,cos(m,t +a). (37)
Wykorzystujgc rownania (36) i (37) zapiszemy (34) i (35) w postaci

1 .
VZEklfAzsmz(ooot+a), (38)



E :%(mlll2 +m21§)A2a)f)cos2(w0t+a). (39)

Maksymalna wartoé¢ potencjatu wystepuje gdy sin’(.)=1, natomiast maksymalna warto$¢ energii kinetycznej
wystepuje gdy cos’(.)=1. Zatem
1

V. =—kI’A?, (40)
1
E_ :g(mllf +m,12 )A%0?. (41)
Poréwnujac (40) i (41) na mocy réwnania (33) otrzymamy réwnanie
1 1
SKAZ :g(mllf +m,12 A%, (42)

z ktoérego wyznaczymy czestosc drgan witasnych jako

o - 3k1]2 (43)
0 m|112 +m21§

Charakterystyka fazowa uktadu

Charakterystyka fazowag nazywamy wykres, na ktérego osiach przedstawia sie funkcje i jej pochodna.
Na rys. 7. przedstawiono charakterystyke fazowg ukfadu wykonujacego drgania swobodne. Wykres jest krzywg
zamknietg, gdyz w kolejnych okresach ruchu amplitudy przemieszczenia i predkosci nie zmieniaja sie. Wynika to
z faktu, ze energia mechaniczna uktadu jest stata (energia nie jest dostarczana do uktadu ani nie jest tracona).
Méwimy, ze uktad jest na cyklu granicznym.
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Rys. 7. Charakterystyka fazowa uktadu — ukfad na cyklu granicznym



A.1.3. Drgania swobodne

Drgania swobodne opisuje rownanie o postaci

¢+ mécp =0. (1)
gdzie ¢ to wielkos¢ opisujgca przemieszczenie uktadu, w, to czestos¢ drgan wiasnych uktadu. W rozwazanym
przyktadzie drgania swobodne opisuje réwnanie o postaci

31(1]2
mlll2 +m21§
Przyjeto dane: ¢0=0.1 [rad], ¢,=0 [rad/s], m;=0.1 [kg], m,=0.05 [kg], 1;=0.1 [m], 1,=0.05 [m], k=200 [N/m],

g=9.81 [m/s’] , t€[0,10] [s]. Wéwczas A=0.0006 [m], we=73 [rad/s].
Rozwigzanie analityczne réwnania (44) jest podane w postaci rownan (36) i (37). Na rys. 8 zaprezento-
wano przebiegi kinematycznych parametréw ruchu uktadu drgajgcego dla przyjetych danych.

¢=0. (44)



T -
r T

10 t[s]

10—
0 1

c)

1000

-
L B T I e oo e L s o e e o oy e
2 3 4 5 6 7

8 9 10 t]s]

o

{ [rad/s?]

B — S —— g
0 1 2 3 4

5 6 7 8 9 10 t]s]
Rys. 8. Przebiegi kinematycznych parametréw ruchu uktadu wykonujgcego drgania swobodne: a) przemiesz-
czenie katowe, b) predkosc katowa, c) przyspieszenie katowe
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Rys. 9. Charakterystyka fazowa uktadu
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A.1.4. Drgania swobodne ttumione (z tarciem wiskotycznym)

Drgania swobodne ttumione (z tarciem wiskotycznym) opisuje réwnanie o postaci
®+2h¢p+w,0=0. (1)

gdzie wg to czestos¢ drgan wiasnych ukfadu, h to wspétczynnik ttumienia jednostkowego.

Rozwazmy uktad podany na rys. 1. Sktada sie on z bryly o ztozonym ksztatcie i masie m oraz sprezyny
o wspotczynniku sprezystosci k i ttumika o wspédtczynniku ttumienia ¢ [Ns/m=kg/s]. Uktad w potozeniu jak na
rysunku jest w stanie rownowagi statycznej. Myslowo podzielmy ztozong bryte na prety 1 (my, ;) i 2 (my, ,) jak
na rys. 2. Sprezyna jest wstepnie odksztatcona ciezarem preta 2 a jej deformacja sprezysta wynosi A (zagadnie-
nie to byto rozwazane w poprzednim przyktadzie). Zatézmy, ze dodatkowo uktad zostat wychylony z potozenia
rownowagi o kat ¢, i puszczony swobodnie. W wyniku tego zachodzg drgania swobodne ttumione. Naszym
celem bedzie opisanie ruchu uktadu z zastosowaniem rézniczkowych réwnan ruchu.

Prezentowany uktad jest nieliniowy, natomiast formalizmy matematyczne, ktérych bedziemy uzywali
zaktadajg liniowos¢ uktaddw. Zatem wszystkie nieliniowosci uktadu bedg linearyzowane.

Przypomnijmy réwniez znany z mechaniki fakt, ze w stanie réwnowagi statycznej sita wstepnego na-
piecia sprezyny réwnowazy ciezar ukladu. Dlatego w rézniczkowych réwnaniach ruchu mozna poming¢ dziata-

nie ciezaréw 61 i 62 pod warunkiem ze w zaleznosci na site w sprezynie nie wprowadzimy deformacji statycz-
nej sprezyny.
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Rys. 1. Uktad mechaniczny Rys. 2. Drgania uktadu mechanicznego
Kinematyka uktadu.
Istotne jest przemieszczenie poziome konca sprezyny (punkt A) (przemieszczenie pionowe punktu A

pomija sie) oraz predkos¢ ruchu konca ttumika (punkt B - zaktada sie, ze punkt B porusza sie tylko wzdtuz osi
pionowej). Interesujgce parametry ruchu przedstawiono na rys. 3 i rys. 4.
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Rys. 3. Kinematyka przemieszczen Rys. 4. Kinematyka przemieszczen
Z rysunkéw wynika, ze:
. X .
sm(pzl——>xA:1]s1n(p, (1)
1
. _¥s _ .
sm(p—l——>yB—12s1n(p. (2)

2
Przypomnijmy, ze w uktadach technicznych drgania mechaniczne to szybkie ale mate ruchy wykonywane
wzgledem potozenia réwnowagi statycznej. Dlatego mozna przyjac¢ zatozenie, ze kat ¢ jest matym katem
(w praktyce |d|<0.3 [rad]). Wéwczas mozna, bez popetnienia istotnego btedu, przyjac ze:

sSine = @, (3)
Wodwczas:

X, =10, (4)

Y = lz(P ’ (5)

Ve =L (6)

Rézniczkowe rdwnania ruchu uktadu



W celu utozenia rézniczkowych réwnan ruchu uktadu nalezy wprowadzi¢ dziatajgce na niego sity, jak na rys. 5.
Beda to reakcje podpory w punkcie O io i ?O, sita reakcji sprezyny S ittumika G . Zgodnie z wczesniejszym
zatozeniem ciezary pretow 61 i 62 pomijamy a site w sprezynie wyrazamy w postaci (7). Zaktadamy liniowg

charakterystyke sprezyny i tarcie wiskotyczne proporcjonalne do predkosci, zatem
S=kx,,

(7)
G =cy;.

(8)
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Rys. 5. Sity dziatajgce na uktad

Rozwazany ukfad wykonuje ruch obrotowy wokét punktu O zatem rdzniczkowe réwnanie ruchu to réwnanie
ruchu obrotowego

(19 +12 5 = -S1, - Gl,.
Masowe momenty bezwtadnosci pretéw wynosza

I(01) = %mlllz'

(9)

(10)



1

19 = Jm,l3. (11)
Wstawiajgc rownania (7), (8), (10) i (11) do réwnania ruchu (9) otrzymamy
1 .. .
5@Mﬂﬂmﬁ%=—hﬂh—wgr (12)
Uwzgledniajac zaleznosci kinematyczne (4) i (6), zapiszemy
%ﬁmﬁ+nbgﬁ+dﬁwkﬁ@=o, (13)
i dalej
1> kl?
¢+ < ¢+ ‘ 0=0. (14)
1 ( 12 12) 1 ( 12 12)
gm]]+m22 gm]]+m22
Oznaczajac
3cl; 3kl;
2C2 . :2h, - 1 - :(D(Z); (15)
m, 1y +m,l; m, 1y +m,1;

otrzymamy ostatecznie rownanie ruchu w postaci

®+2h¢p+o;0=0. (16)
gdzie h to wspétczynnik ttumienia jednostkowego, w, to czestosé drgan wtasnych. Wzér (16) to rownanie drgan
swobodnych ttumionych. W ukfadach technicznych zwykle ttumienie jest mate i zachodzi warunek h’<w,’.

Wdwczas wystepuje przypadek tzw. ttumienia podkrytycznego. Rozwigzanie réwnania (16) mozna przedstawic
w dwéch postaciach. Pierwsza postaé to

¢ =¢™[C,cos(w,t)+C,sin(w,t)], (17)

o, =4, —h*, (18)

natomiast state C, i C, zalezg od warunkéw poczatkowych w nastepujacy sposdb.

po +h
C, =0,, c, =P " % (19)

gdzie

t
Réwnanie (17) mozna zapisaé¢ w innej postaci jako



¢ = Ae Msin(o, t+7), (20)

A=,C+C}, tg(y):%. (21)
2

Przebieg rozwigzania przedstawiono na rys. 6.

gdzie

A

=2 »
- 1
Rys. 6. Przebieg drgan swobodnych ttumionych
Okres drgan ttumionych T, bedzie zawsze wiekszy niz okres drgan swobodnych T,
2n 2n 2n
Ty=—<T, =—=—F—7——=. (22)
®, t ®, \/(D(z) — h2
Stosunek dwéch kolejnych amplitud jest staty i wynosi
A
2 =exp(hT,). (23)
An+]
Za miare ttumienia drgan przyjeto wielkos¢
A
D=In i | =hT,. (24)
An+l

nazywang logarytmicznym dekrementem ttumienia. Jego wartos¢ jest niezalezna od czasu.
Charakterystyka fazowa uktadu

Charakterystyka fazowg nazywamy wykres, na ktérego osiach przedstawia sie funkcje i jej pochodna.
Na rys. 7 przedstawiono charakterystyke fazowg uktadu wykonujgcego drgania swobodne ttumione. W wyniku
ttumienia charakterystyka zmierza do zera czyli energia mechaniczna uktadu zmniejsza sie.



Rys. 7. Charakterystyka fazowa uktadu ttumionego
Wyniki symulacji

W rozwazanym przyktadzie drgania swobodne opisuje réwnanie o postaci (14) Przyjeto dane: ¢y=0.1
[rad], ¢,=0 [rad/s], m;=0.1 [kg], m,=0.05 [kg], ;=0.1 [m], 1,=0.05 [m], k=200 [N/m], c=0.1 [Ns/m], g=9.81
[m/s?], te[0,10] [s]. Wowczas wo=73 [rad/s], h=0.66 [1/s].

Na rys. 8 zaprezentowano przebiegi kinematycznych parametréow ruchu ukfadu drgajacego opisanego
réownaniem (16) dla przyjetych danych.
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Rys. 8. Przebiegi kinematycznych parametréw ruchu uktadu wykonujgcego drgania swobodne ttumione:
a) przemieszczenie kagtowe, b) predkos¢ katowa, c) przyspieszenie kgtowe
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Rys. 9. Charakterystyka fazowa uktadu ttumionego



A.1.5. Drgania wymuszone ttumione (z tarciem wiskotycznym)

Drgania wymuszone ttumione (z tarciem wiskotycznym) opisuje réwnanie o postaci
¢+ 2h + ;e = qcos (6t). (1)

gdzie wy to czestos¢ drgan wihasnych uktadu, h to wspodtczynnik ttumienia jednostkowego, q to wymuszenie
jednostkowe

Rozwazmy uktad podany na rys. 1. Sktada sie on z bryty o ztozonym ksztatcie i masie m oraz sprezyny
0 wspotczynniku sprezystosci k i ttumika o wspdtczynniku ttumienia c. Zatézmy, ze w chwili poczgtkowej uktad
jest w potozeniu réwnowagi statycznej — jak na rysunku (zerowe warunki poczgtkowe). Wokét tego potozenia
wykonuje on drgania wymuszone przez pare sit o momencie M(t)=Mycos(6t) [Nm], gdzie M, to amplituda mo-
mentu wymuszajgcego, 6 to czestos¢ wymuszenia. MySlowo podzielmy ztozong bryte na prety 1 (my, 1) i 2 (m,,
I,) jak na rys. 2. Sprezyna jest wstepnie odksztatcona ciezarem preta 2 a jej deformacja sprezysta wynosi A (za-
gadnienie to byto rozwazane w pierwszym przykfadzie). Naszym celem bedzie opisanie ruchu uktadu z zastoso-
waniem rézniczkowych réwnan ruchu.

Prezentowany uktad jest nieliniowy, natomiast formalizmy matematyczne, ktérych bedziemy uzywali
zaktadajg liniowos¢ uktadow. Zatem wszystkie nieliniowosci uktadu bedg linearyzowane. Przypomnijmy réowniez
znany z mechaniki fakt, Zze w stanie réwnowagi statycznej sita wstepnego napiecia sprezyny rownowazy ciezar
uktadu. Dlatego w rdzniczkowych réwnaniach ruchu mozna pominaé dziatanie ciezarow Q, i Q, pod warun-
kiem, ze w zaleznosci na site w sprezynie nie wprowadzimy deformac;ji statycznej sprezyny.
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Rys. 1. Uktad mechaniczny Rys. 2. Drgania uktadu mechanicznego

Kinematyka uktadu.

Kinematyka ukfadu byta przedmiotem rozwazan w poprzednim przyktadzie. W wyniku linearyzacji ukfa-
du otrzymano zaleznosci

X, =10, (1)
Y = 12(P, (2)
Vs =L6. (3)

Rézniczkowe rdwnania ruchu uktadu

W celu utozenia rézniczkowych réwnan ruchu uktadu nalezy wprowadzi¢ dziatajgce na niego sity i momenty, jak
na rys. 3. Bedg to reakcje podpory w punkcie O io i ?O, sita reakcji sprezyny S itlumika G oraz moment

wymuszajacy M. Zgodnie z wczesniejszym zatozeniem ciezary pretéw 61 i 62 pomijamy a site w sprezynie



wyrazamy w postaci (4). Zaktadamy liniowa charakterystyke sprezyny i tarcie wiskotyczne proporcjonalne do
predkosci:

S=kx,, (4)
G =cy,;. (5)
A k
A _-’:-H
x| s
AT
\l(P 1
|V
\
1
Legss ‘\
\
___ C 2_ \
)(‘G B/xo r—O\

Yev y
Rys. 3. Sity dziatajgce na uktad

Rozwazany ukfad wykonuje ruch obrotowy wokét punktu O zatem rdzniczkowe réwnanie ruchu to réwnanie
ruchu obrotowego

(19 +12 ) = -SI, —Gl, + M . (6)
Przypomnijmy, ze masowe momenty bezwtadnosci pretéw wynoszg
1
¥ = lm 1; (8)
(0] 3 252

Wstawiajgc rownania (4), (5), (7) i (8) do réwnania ruchu (6) otrzymamy



%(mllf +m, 15 )§ = —kx,1, —cy,1, + M,cos (6t). (9)

Uwzgledniajac zaleznosci kinematyczne (1) i (3), zapiszemy

1
g(mlll2 +m21§)('p+c1§('p+klf(p = Mocos(Ot) , (10)
i dalej
. cly : kl; M
¢+ 22 : ¢+ 21 : 0= 20 : cos(Ot). (11)
g(mlll +m212) g(mlll +m212) g(mll1 +m212)
Oznaczajac
13 kl? M
—23c2 7 =2h, —23 =0, o=, (12)
m,l] +m,l; m,l] +m,1; m,l; +m,l;

otrzymamy ostatecznie rownanie ruchu w postaci

¢+ 2h + 0y = qcos (6t), (13)
gdzie h to wspétczynnik ttumienia jednostkowego, wg to czestos¢ drgan wiasnych, q to wymuszenie jednostko-
we. Wzér (16) to réwnanie drgan swobodnych ttumionych. W uktadach technicznych zwykle ttumienie jest ma-

te i zachodzi warunek h<wy. Wéwczas wystepuje przypadek tzw. ttumienia podkrytycznego. Rozwigzanie réw-
nania (13) mozna przedstawic jako sume dwdch wyrazen:

¢=0,1t0,, (14)
gdzie

¢, = Ae Msin(w,t +v), (15)
oraz

¢, =Bcos(0t+y). (16)

Wyrazenie (15) przedstawia drgania swobodne ttumione powstate w wyniku przytozenia wymuszenia przy ze-
rowych warunkach poczatkowych wyrazenie (16) przedstawia drgania ustalone wymuszone. W praktyce wyra-
zenie (15) jest czesto pomijane, ze wzgledu na fakt, ze zawiera element e™, ktéry powoduje ze ¢;=>0 jesli t->oo,
czyli drgania swobodne ttumione z czasem zanikajg. Natomiast bardzo istotny jest wyrazenie (16). Dlatego
przyjmiemy, ze



¢ =¢, =Bcos(bt+), (17)
gdzie B to amplituda drgan, Y to kat przesuniecia fazowego zdefiniowane jako

B= 1 , (18)
\/(92 —w; ) +4h%0’
2ho
t =—. (19)
V) =52
Podzielmy licznik i mianownik wyrazenia (18) przez wy’
9
2
)
B= (; = - ) (20)
(© a].re Yl -1) +pa
o o) o o
0 2h
gdzie 8:%, o=—,pf=—.
®, @, ®,
Wprowadzmy tzw. wspétczynnik uwielokrotnienia amplitudy (wspétczynnik dynamiczny) zdefiniowany jako
B 1 (21)
n S :

- 2
\/(az -1) +p’a’
Wspdtczynnik p informuje o tym ile razy amplituda drgan wymuszonych B jest wieksza od statycznego wychyle-
nia uktadu & zachodzacego pod wptywem statycznego obcigzenia momentem M, gdyz

3M,
5.9 _ m,1? +m,1; M, (22)
T e: 3kIE KPS
0‘)0 1 1
m,1? +m,1

Wspotczynnik g musi spetnia¢ ograniczenie p<p,, gdzie pg to wartosé graniczna.



Charakterystyka fazowa uktadu

Na rys. 4 przedstawiono charakterystyke fazowa uktadu wykonujacego drgania wymuszone ttumione w
przypadku zerowych warunkdéw poczatkowych i z uwzglednieniem wyrazenia (15). Charakterystyka zaczyna sie
w punkcie (0,0), nastepnie drgania ustalajg sie i charakterystyka stanowi krzywg zamknieta.

A

v

Rys. 4. Charakterystyka fazowa uktadu wykonujgcego drgania wymuszone ttumione
Wyniki symulacji

W rozwazanym przyktadzie drgania wymuszone ttumione opisuje réwnanie o postaci (13) Przyjeto da-
ne: ¢o=0.0 [rad], ¢,=0 [rad/s], m;=0.1 [kg], m,=0.05 [kg], 1,=0.1 [m], 1,=0.05 [m], k=200 [N/m], c=0.1 [Ns/m],
g=9.81 [m/s’], Mo=1 [Nm], 6=15 [rad/s], t€[0,10] [s]. Wéwczas wo=73 [rad/s], h=0.66 [1/s] q=2666.66 [rad/s],
B=0.522 [rad], =—0.0039 [rad], 6=0.5 [rad], a=0.2054, u=1.044.

Na rys. 5 zaprezentowano przebiegi kinematycznych parametréow ruchu ukfadu drgajacego opisanego
rownaniem (13) dla przyjetych danych.
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Rys. 5. Przebiegi kinematycznych parametréow ruchu uktadu wykonujgcego drgania wymuszone ttumione (kolo-
rem czerwonym zaznaczono rozwigzania dla drgan wymuszonych ustalonych): a) przemieszczenie katowe,
b) predkos¢ katowa, c) przyspieszenie katowe
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Rys. 6. Charakterystyka fazowa uktadu wykonujgcego drgania ttumione (kolorem czerwonym zaznaczono tra-
jektorie fazowa dla drgan wymuszonych ustalonych)
Przypomnijmy zaleznos$¢ opisujgcg wspotczynnik uwielokrotnienia amplitudy.

B 1

H = —_—= .
2
d \/(a2—1) +Bza2

Interesujgcym jest jak wspoétczynnik pw bedzie zmieniat sie w funkcji czestosci wymuszenia. (zmiana czestosci

0
wymuszenia wptywa na wspotczynnik oo =—). Przyjmujgc w zmienng od 0 do oo utworzymy tzw. charaktery-
(’00
styke amplitudowo-czestotliwosciowa. Przy czym wyznacza sie wartos¢ bezwzgledng | u |, gdyz znak nie ma tu
znaczenia. Zauwazmy, ze zawsze



1 o
|u|(a=0)=l, |M|(a:l):E:2_}(;' |p|(a—>oo)—> 0. (23)
Na rys. 7 przedstawiono rodzine charakterystyk dla réznych wartosci wspotczynnika ttumienia jednostkowego
h.

10

# / B,=0.0091
L

Rys. 6. Charakterystyka amplitudowo-czestotliwosciowa



Jesli przyjmie sie brak ttumienia w uktadzie (c=0), wowczas bedg wystepowaé drgania wymuszone niettumione.
W szczegdlnych przypadkach zachodzg tu dwa interesujgce zjawiska:

- rezonans, gdy 8=w,,

- dudnienie, gdy B=w,.

Obydwa zjawiska sg niebezpieczne dla uktadu, gdyz wystepujg wowczas duze amplitudy drgan. W przypadku

dudn
7a).

a
)200

¢ [rad]
7

ienia sg one ograniczone (rys. 7b), natomiast w przypadku rezonansu wzrastajg do nieskonczonosci (rys.
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Rys. 7. Charakterystyczne przypadki drgarn wymuszonych niettumionych: a) rezonans, b) dudnienie

4. Drgania ukfadu o dwdch stopniach swobody



A.2. Drgania uktadu o dwdch stopniach swobody

A.2.1. Rézniczkowe rownania ruchu

Rozwazmy uktad podany na rys. 1. Sktada sie on z cztonu 1-2 o ztozonym ksztatcie i masie m oraz spre-
zyny o wspotczynniku sprezystosci k; i ttumika o wspdtczynniku ttumienia c;. Dodatkowo do cztonu doczepiono
w punkcie B sprezyne o wspotczynniku sprezystosci k; i ttumik o wspdtczynniku ttumienia c,, na ktérych zawie-
szono czton 3 o0 masie ms. Zatézmy, ze w chwili poczatkowej cztony uktadu sg w potozeniach réwnowagi sta-
tycznej — jak na rysunku (zerowe warunki poczatkowe). Wokét tych potozen cztony wykonujg drgania wymu-
szone przez pare sit o momencie M(t)=Mgycos(6t) [Nm] przytozonym do cztonu 1-2, oraz site P(t)= Pocos(Bt) przy-
tozong do cztonu 3, gdzie M, to amplituda momentu wymuszajacego, P, to amplituda sity wymuszajgcej, w to
czesto$¢ wymuszenia. MysSlowo podzielmy czton 1-2 na prety 1 (my, l1) i 2 (m,, I5) jak na rys. 2.

Naszym celem bedzie wyznaczenie czestosci wtasnych uktadu i opisanie ruchu uktadu z zastosowaniem
rozniczkowych réwnan ruchu. Prezentowany uktad jest nieliniowy, natomiast formalizmy matematyczne, kto-
rych bedziemy uzywali zaktadajg liniowos¢ uktadéw. Zatem wszystkie nieliniowosci uktadu beda linearyzowane.
Przypomnijmy réwniez znany z mechaniki fakt, ze w stanie rownowagi statycznej sity wstepnego napiecia
sprezyn rownowazg ciezar uktadu. Dlatego w rdzniczkowych réwnaniach ruchu mozna pomingé dziatanie cie-

zaréw Q1 , Q2 i Q3 pod warunkiem ze w zaleznosciach na sity w sprezynie nie wprowadzimy deformacji sta-
tycznych sprezyn.



OA=l,im] A_ kK . Ak
OB=|2 [m] -\/\/\/—E «—Ff \/\/\/—E

k,, k, [N/m] ¢
m,m, [kg] 1 (m,,l
C,, C, [Ns/m] / (m.h)
Legss Ligss
LLic, e
HS o2 ml
x_ B O x |B O
Ys
K} c, M y k1) c, M y
E
E /3 (m)
| | ]
— Yy =3
VP TP
Rys. 1. Uktad mechaniczny Rys. 2. Kinematyka ukfadu

Kinematyka uktadu

Kinematyka cztonu 1-2 byfa przedmiotem rozwazan w poprzednich przyktadach. W wyniku linearyzacji
uktadu otrzymano zaleznosci, ktdre sg rowniez stuszne w rozwazanym przypadku

X, =10, (1)
vy =L,0, (2)
Ve =1,0. (3)

Ponadto wprowadzono przemieszczenie yg punktu E zaktadajac jedynie pionowe przemieszczenia tego punktu.
Wspdtrzedna ye jest niezalezna od przemieszczen punktéw cztonu 1-2, dlatego rozwazany uktad posiada dwa
stopnie swobody.



Rézniczkowe rdwnania ruchu uktadu

W celu utozenia rézniczkowych réwnan ruchu uktadu nalezy wprowadzi¢ dziatajgce na niego sity i mo-

menty, jak na rys. 3. Beda to reakcje podpory w punkcie O Xo i YO, sity reakcji sprezyn S1 , S2 , S2 i ttumikéw

G,, Gz, G, oraz wymuszenia M i P. Zgodnie z wczesniejszym zatozeniem ciezary pretéw Ql, Q2 i Q3 po-
mijamy a sity w sprezynach wyrazamy w postaci (4), (5) i (6). Zatozono, ze sprezyna 2 jest rozciggana, tzn. yg>ys.
(wéwczas sity reakcji w sprezynie 2 bedg zwrdocone do wewnatrz). Zaktadamy liniowe charakterystyki sprezyn,
w zwigzku z tym zapiszemy

S, =k x,, (4)
S, :kz(YE _YB)' (5)
S, :kz(YE _YB)- (6)

Zatozono, ze y. > ¥ (woéwczas sity reakcji w ttumiku 2 bedg zwrécone do wewnatrz). Zaktadamy tarcie wisko-

tyczne proporcjonalne do predkosci, w zwigzku z tym zapiszemy
G, =¢¥p, (7)

G, :CZ(YE _YB)' (8)
sz :Cz(YE _YB)‘ (9)



|
v

Rys. 3. Sity dziafajgce na uktad

ol

W rozwazanym ukfadzie czton 1-2 wykonuje ruch obrotowy wokdt punktu O, natomiast czton 3 wykonuje ruch

postepowy. Jako, ze ukfad posiada dwa stopnie swobody, to jego ruch jest opisany przez uktad dwdch réwnan
rézniczkowych

{(Ig) +Ig))ip =-S1, -G, +S,1, +G,l, +M

. . (10)
m,y; =-S,-G, +P
Przypomnijmy, ze masowe momenty bezwtadnosci pretéw wynoszg
1
1Y =—m,1?, (11)
3
1
19 = Zm, 2.

(12)



Wstawiajgc rownania (4) — (9) i (11), (12) do réwnan ruchu (10) otrzymamy

1 1 .. . . .
(Emlllz +§m21§j([) =—kx,1, -yl +k; (YE ~Ys )12 Ty (YE ~Ys )12 +M,cos (et) (13)
m,y, = -k, (YE —Ys ) ) (YE — Vs ) +Pycos (9'[)
Uktad posiada dwa stopnie swobody wiec jego ruch bedzie jednoznacznie opisany jezeli znane beda dwie nieza-
lezne wspétrzedne, zwane wspoétrzednymi uogdlnionymi. W uktadzie (13) jedno réwnanie opisuje ruch obroto-
wy a drugie postepowy. Ze wzgledu na wygode obliczen korzystnie bedzie przeksztatcié pierwsze
z réwnan do takiej postaci, aby opisywato liniowy ruch np. punktu B. Wéwczas obydwa réwnania bedg opisy-
wac ruch postepowy wybranych punktédw ukfadu. Zatem wykorzystujgc znane zaleznosci kinematyczne réwna-
nia ruchu zapisano jako

1 1 i I’ . L M

—mP+-mP? |2 =k Ly —cV.+k —y,)+c — ¥, )+ —2cos (0t
(3 Ty 22] 1; 115 Yg —Ci¥B 2(YE YB) Z(YE YB) L ( ) (14)
m,y, =-k, (yE —Ys ) —C, (YE Vs ) + POCOS(O'[)
Wygodnie jest oznaczy¢ wspdtrzedne uogdlnione jako x;=yg oraz x,=ye. Wéwczas bedzie

1 1 X I; . . .\ M
(gmllf +§m21§]1—§‘ =k, éxl —c%, +k, (x, =X, )+¢, (X, — %, )+T°cos(9t) | 1s)
m,X, = -k, (x, —x,)—¢, (X, — X, )+ P,cos(6t)
Przeksztat¢émy ostatecznie réwnania ruchu do postaci

1 1]2 1 .. . . . 12 M

—m,++-—m, |X, +cX,—c¢,(X,—X,)+k +x, -k, (x,—x,)=—Lcos(0t
(3 ]12 3 2] 1 171 2( 2 1) 115 1 2( 2 1) 12 ( ) (16)
m,X, +c¢, (X, —X,)+k, (x, —x,) = P,cos(6t)

Rozwigzanie analityczne podanego ukfadu réwnan jest bardzo ztozone. W dalszej czesci skupimy sie na wyzna-
czeniu czestosci wiasnych uktadu i analizie drgan wymuszonych w przypadku zerowego ttumienia. Natomiast
rozwigzanie petnego uktadu réwnan (16) zostanie przeprowadzone na drodze symulacji numerycznej.



A.2.2. Wyznaczenie czestosci wtasnych uktadu

W celu wyznaczenia czestosci wtasnych ukfadu nalezy rozwazyé drgania swobodne niettumione.
W zwigzku z tym uktad rownan (16) uprosci sie do postaci

1’ 1}
(lm, L+§m2]i, +(k] 1%+k2]x, -k,x, =0

301 : (17)
m,X, +k,x, —k,x, =0
Ogdlna postac¢ drgan swobodnych to
X, =Agin(ot+y), x,=Asin(ot+y), (18)

gdzie A; i A, to amplitudy drgan, poprzez w rozumiemy czesto$é wtasng uktadu, Y to kat przesuniecia fazowego.
Po dwukrotnym zrézniczkowaniu zaleznosci (18)

X, =—A0’sin(ot+y), X, =—A,0’sin(ot+y), (19)

podstawimy (18) i (19) do uktadu (17) i otrzymamy
2

2
_(lm 1—‘+§m2]A]wzsin(oat+ v) +(kl %+ kQ]Alsin(m‘H v)-k,Asin (ot +y)=0

302 : ) (20)
—m,A,0’sin (ot +y) +k,A,sin (ot +y)-k,A sin(ot+y)=0
i dalej
1P > [ &
- -m,++-—m, Ao +| k =+k, |A -k,A, =0
3R 3 2 . (21)
-m,A,0° +k,A, —k,A, =0
Grupujac wyrazy przy amplitudach otrzymamy
12 1 11 2
ki=+k,—|-m —+-m, 0" |A -k,A,=0
2 303 . (22)
—k,A, +(k,-m;»’)A, =0

Zapiszmy ukfad réwnan (22) w formie wektorowo-macierzowej



2
k,l—'2+k2— lml—‘2+lm2 ®’ -k, A, 0
2 3'E 3 N L (23)

2 2
| k, —-m,0

Przyréownujac do zera wyznacznik charakterystyczny rownania (23) otrzymuje sie tzw. rownanie czestosci drgan
wtasnych

R 111
k, 1—‘2+k2 —(gm] 1—‘2+§m2)m2}(k2 —m3c02)—k§ =0, (24)
L 2 2
ktore po uporzadkowaniu bedzie w postaci
kIP+k12) k k k17
034—{3( " ALY 2 +—2}m2+ 23 2l =0, (25)
ml; +myl;)] m, (m]l] +m212)m3
Wykonujgc podstawienie
®’ = zZ, (26)
réwnanie (25) sprowadzimy do réwnania kwadratowego
3k 1P +k,12 k 3k k, 17
ZZ_|: ( ]2] 22 +_2j| + : 1 2]2 :0' (27)
m,l  +m,l;) m, (mlll +m212)m3

ktorego wyrdznik réwny jest

3k, +k,12) K, | 3k K, 12
A= 22| 4 (28)
m,l; +m,l;) m, (mlll +m212)m3

Wobec tego istniejg rozwigzania

130k, +Kk,12) Kk, |- [1[3k 12 +Kk,12) &k, | 3k k12
12 :E{imllf +m, 1 i+m_j+ Z{imllf +m, 1 ’+m_j - (mlll2 +m21§)m3 . 29
Wracajac do zmiennej w zapiszemy

o=%Jz, . (30)

Jako, ze ujemne rozwigzania nie maja fizycznej interpretacji, uwzglednia sie tylko rozwigzania dodatnie, czyli



1] 3k, 17 +k,13 k, | [1]3lk I} +k,12 k ’ 3k k17
m]’2:[21’2:_|:(ll zz+_z}+ _{(11 zz+_z}_( 1520 (31)

2| (m,12 +m,1?) m, 4] (m,12 +m,?) m, m,1? +m,1% jm,

Ostatecznie okazuje sie, ze istniejg dwie czestosci witasne uktadu w; i w,. Jako, ze w ogdlnej postaci drgan swo-
bodnych (18) zakfadalismy jedng czestos$¢ wtasng, to postaci te trzeba skorygowac i bedg one miaty postac

X, =X, +X,, = A sin(ot+y, )+ Apsin(o,t+y, ),

: : (32)

X, =Xy + Xy, = Ay sin(@t+y, )+ A,sin(o,t+y, ),
gdzie A;; to amplituda i-tego cztonu z j-tg czestodcig wtasng. Rozwigzania xi; i X,; to pierwsze drgania gféwne
(wtasne) — z nizszg czestoscig wiasng wy, rozwigzania xy; i X, to drugie drgania gtéwne (wtasne) — z wyzszg cze-
stoscig wtasng w,. Amplitudy drgan gtdwnych sg zalezne od siebie a ich stosunki mozna wyznaczy¢ z réwnan
(22). Jako, ze istniejg dwie czestosci wiasne, to w rownaniu (22) przy czestosciach wtasnych nalezy dopisac jej
numer, i przy amplitudach nalezy dopisaé¢ numer czestosci wtasnej, ktorej odpowiadajg amplitudy, czyli

l:k 1'2+k (1m1'2+1mjm2}A k,A,, =0
1 1; 2 3 1 1; 3 2 1 11 2 21
~K,A,, +(k, —m0?)A, =0 )
l:k 1'2+k (1m1'2+1mjm2}A k,A —0.
1 1; 2 3 1 1; 3 2 2 12 24322
—k,A, +(k, —m 0l )A,, =0.
Stad mozna wyznaczy¢ stosunki amplitud
_ ; - -
k, = +k, —(1m] ‘2+1m2]03]2
A, k, 15 3 1; 3
= = — — = H]’
A k, —-m,0’ k
11 ( 2 3 ]) ~ 12 2 12 ~ (34)
k, 2 +k, —(1m] ‘2+1m2]w§
A, k, L 1 3 I, 3 I_,
A]2 (kz —m3w§) kz v




nazywane postaciami drgan wtasnych (gtéwnych).
Aby opisa¢ ruch ukfadu trzeba wyznaczy¢ amplitudy A; oraz katy przesunigcia fazowego ;. Mozna je
wyznaczy¢ z warunkéw poczatkowych. W tym celu zapiszmy réwnania (32) w postaci

X, =X, +X,, = A, sin(o,t+y, )+ A sin(o,t+y, ),

) ) (35)
Xy =Xy +Xp = Anlvt]sm(mlt TV ) +A12u2s1n(0)2t TV, )9
i zrézniczkujmy je
X, =X, +X,, = A,0,008(0t+y,)+A,0,c08(0,t+y,), 6)

X, =Xy + Xy = A 1,0,c08 (0t +y, )+ A 1,m,c08 (0,t+, ).
W ten sposdb otrzymano ukfad czterech réwnan, do ktérych mozna podstawi¢ warunki poczatkowe dla czte-
rech zmiennych x,(0), x,(0), x,(0), x,(0), co prowadzi do uktadu algebraicznych réwnarn liniowych:

x,(0)=A,sin(y,)+A,sin(y,),

XZ(O):A]]u]Sin(Wl)+A12“25in(W2)9 (37)
x,(0)=A, 0,cos(y,)+A,o,c08(y, ),
X, (0) = An“]wlcos(\Vl ) +A12H2(’)200$(W2 )
Oznaczmy
C,=A,sin(y,),C, =Asin(y,), 58)
D, =A,ccos(vy,),D, = A cos(v,).
Wdéwczas réwnania (37) zapiszemy w postaci
XI(O): C +C,,
Xz(O)ZC1M1 +C,u,, (39)

X, (0) =Do, +D,0,,
Xz(o): D0, +Dyp,0,.

Rozwigzujgc uktad réwnan (39) otrzymano



C, = X, (0, _Xz(o)’ C. = X,(0)=x, (0)y,

2 ’
‘ 2% l’l]‘ ' Hs ‘H] (40)
D = X](O)Hz _Xz(o) D. = XZ(O)_X](O)H]
1= b 2 .
(Hz — Ky )031 (Hz — Ky )032
Wrécémy teraz do rownan (38). Podniesmy je do kwadratu
C; =Ajsin® (v, ), G5 = Ajsin® (vy,), )
41
D; = Ajcos’ (y,), D3 = Al,cos’ (v, ),
i zsumujmy w nastepujacy sposdb
C; +D; = Afsin’® (y, )+ Afcos’ (), )
C;+D3 = Al sin® (v, )+ Aj,cos” (),
co po wykorzystaniu tzw. ,jedynki trygonometrycznej” prowadzi do wyniku
An:\lclz"'Dlza (43)
43
A, =4/C}+D3.
Wrécémy jeszcze raz do réwnan (38). Teraz podzielmy réwnania przez siebie w nastepujgco
C, A, sin(y,) _te(w)
WA s
D, A cos(y,)
(44)

C, Alzsin(\yz)
—2 = gy, ).
D, Acos(v,) (v2)

W wyniku tego zostaty okreslone tangensy katéw przesuniecia fazowego. Ostatecznie drgania swobodne beda
opisane (35), gdzie state A;; oraz ; sa okreslone wzorami (43) i (44).

Wyniki symulacji drgan swobodnych niettumionych

W rozwazanym przyktadzie drgania przyjeto dane: x;(0)=0.001 [m], x,(0)=0.001 [m], X,(0) =0 [m/s],
X,(0) =0 [m/s], m=0.1 [kg], m,=0.05 [kg], m3=0.3 [kg], [;=0.1 [m], 1,=0.05 [m], k;=200 [N/m], k,=200 [N/m],



¢1=0 [Ns/m], c,=0 [Ns/m], g=9.81 [m/s’], My=0 [Nm], Po=0 [N], 6=15 [rad/s], te[0,10] [s]. Wéwczas w;=22.85
[rad/s], w,= 82.53 [rad/s], ui= 4.6085, u,=-0.1085, A;,=0.000235 [m], A;,=0.000765 [m].

Na rys. 4 zaprezentowano drgania gtéwne uktadu. Na rys. 5 zaprezentowano przebiegi drgan swobod-
nych opisanych rownaniami (35) dla przyjetych danych.

pierwsze drgania gtowne drugie drgania gtowne

A21=A‘11l’l'1 A22=A12H2
Rys. 4. Amplitudy drgan gtdéwnych

)'4‘1'(‘1‘1'1'4'!‘ ‘H\ 'W} HW;'{H W('I’J U) M

10 t[s]

0.0012

X,, X, [m]

00012,,.,

Rys. 4. Drgama swobodne metfumlone



A.2.3. Drgania wymuszone nietlumione

Rozwazmy teraz drgania wymuszone z zerowym ttumieniem. W zwigzku z tym uktad réwnan (16) upro-

$ci sie do postaci

111 . 12 M

—m, >+-m, |X +| k,L+k, |x, —k,x, =—Ccos(0t)

3 15 3 15 1, . (45)

m,X, +k,X, —k,x, = P,cos(6t)

Rozwigzanie ukfadu réwnan (45) sktada sie z rozwigzania rdwnania jednorodnego (17) i rozwigzania szczegol-
nego réwnania niejednorodnego (45). Rozwigzanie réwnania jednorodnego (17) mozna pomingé, bo drgania

swobodne szybko zanikajg w skutek dziatania sit tarcia. Istotne jest rozwigzanie szczegélnego réwnania (45)
opisujgce proces stacjonarnych drgan wymuszonych niettumionych, a ma ono postac

X, = Acos(6t), X, = A,cos(6t), (46)
gdzie A; i A, to amplitudy drgan, a poprzez w rozumiemy w tej chwili czestos¢ drgan wymuszonych, ktdra jest
réwna czestosci wymuszenia. Po dwukrotnym zrézniczkowaniu zaleznosci (46)

X, =—A0%cos(0t), X, =—A,0%cos(6t), (47)
podstawimy (46) i (47) do uktadu (45) i otrzymamy

| ) 12 M,
—| =m, > +-m, |A 6%cos(0t)+ k11—2+k2 A cos(0t)—k,A,cos(0t) =—"cos(6t)

142 +
3 15 3 5 1, , (48)
—m,A,0°cos (0t) +k,A,cos (6t) —k,A,cos(0t) = Pycos(6t)
i dalej

2 2
— lm]1i2+lm2 A0+ k1142+k2 Al—szZ:%
3023 2 L, . (49)

-m,A,0% +k,A, —k,A, =P,

Grupujac wyrazy przy amplitudach otrzymamy



1’ 12 M
k,++k, - L R ! m, [0° |A, —k,A, =—2
1 3 1 3 L, .

(k,-m;0°)A, —k,A, =P,

Zapiszmy uktad réwnan (50) w formie wektorowo-macierzowe;j

k 1‘2 +k, — 1 12 1 0’ -k A —L
1 1; 2 3 12 3 2 2 |:Al j| — 12 )

I K, k, -m,0* |~

Rozwigzanie réwnania (51) ze wzgledu na amplitudy jest nastepujace

A k, —m,0’ k, M

}l I 11 L
A,| H| «k k, L +k —(—m Li-m ]02 '
L 2 ]12 2 3 115 3 2 P

2

H{k Ly (1 L ]92}@ m,0”)-k;

| ™M 27 [ 5 2T By

Ik 37203

to wyznacznik macierzy z réwnania (51). Ostatecznie amplitudy mozna wyrazi¢ w formie
M

=0 (k, —my0) + Pk,

gdzie

(50)

(51)

(52)

(53)

(54)



Wyniki symulacji drgan wymuszonych niettumionych

W rozwazanym przykfadzie drgania przyjeto dane: x;(0)=0 [m], x,(0)=0 [m], X,(0)=0 [m/s],
X,(0) =0 [m/s], m=0.1 [kg], m,=0.05 [kg], m3=0.3 [kg], [;=0.1 [m], 1,=0.05 [m], k;=200 [N/m], k,=200 [N/m],
¢1=0 [Ns/m], ¢,=0 [Ns/m], g=9.81 [m/s’], Mo=1 [Nm], Po=1 [N], =15 [rad/s], te[0,10] [s]. Wéwczas A;=0. 0528
[m], A,=0. 1552 [m].

Na rys. 6 zaprezentowano przebiegi drgan wymuszonych niettumionych dla przyjetych danych. Na rys. 7

zaprezentowano charakterystyki amplitudowo-czestotliwosciowe. Charakterystyki takie tworzy sie przyjmujac
jako wielkos¢ zmienng czesto$é drgan wymuszonych w.

0.4 <
)
- H | ﬂ
g
<0
:
0.2 XIU u u
0.4~ _— - : : , — b
0 1 2 3 4 6 7 8 9 10 t[s]

Rys. 6. Drgania wymuszone niettumione
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Rys. 7. Charakterystyki amplitudowo-czestotliwosciowe

Dla 6=0 [rad/s] wartosci amplitud sg niezerowe i wynoszg A;=0.0375 [m], A,=0.0875 [m]. Gdy czesto$¢ wymu-
szenia pokrywa sie z ktérgkolwiek z czestosci wtasnych, wystepuje zjawisko rezonansu, czyli wzrost amplitud do
nieskoriczonosci. Dla czesto$ci wymuszenia 6=31.62 [rad/s] amplituda A;=0 [m], tzn. zachodzi zjawisko antyre-

Zohansu.



Wyniki symulacji drgan wymuszonych ttumionych

W rozwazanym przykfadzie drgania przyjeto dane: x;(0)=0 [m], x,(0)=0 [m], X,(0)=0 [m/s],
X,(0) =0 [m/s], m=0.1 [kg], m,=0.05 [kg], m3=0.3 [kg], [;=0.1 [m], 1,=0.05 [m], k;=200 [N/m], k,=200 [N/m],
¢1=0.1 [Ns/m], ¢,=0.1 [Ns/m], g=9.81 [m/s*], Mo=1 [Nm], Po=1 [N], 8=15 [rad/s], t€[0,10] [s].

Na rys. 8 zaprezentowano przebiegi drgan wymuszonych ttumionych dla przyjetych danych.

0.4

0.2

al A‘ il AR
H H AN A v'wvmv

o

X,, X, [m]

-0.

(%]

-0.4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 t[s]
Rys. 8. Drgania wymuszone ttumione

Rozwigzanie uktadu réwnan ruchu uktadu z uwzglednieniem ttumienia sktada sie z dwéch sktadnikéw. Pierwszy
z nich odpowiada drganiom swobodnym powstatym w skutek przytozenia obcigzenia przy zerowych warunkach
poczatkowych. Drgania te zostajg z czasem wyttumione, i uktad wykonuje tylko drgania wymuszone ustalone.



A.3. Drgania gietne belki wspornikowej

Zajmiemy sie zagadnieniem drgan belki wspornikowej, czyli belki ktdrej jeden koniec jest utwierdzony, drugi zas
swobodny. Ponadto na swobodnym koricu belki znajduje sie masa. Taka belka moze by¢ interpretowana jako
sprezyna o ciggtym rozktadzie masy i z ttumieniem wewnetrznym. Jest to ukfad ktéry nazywamy ciggtym, a opis
takich uktaddw jest stosunkowo skomplikowany. Dlatego mozna przyjac¢ uproszczony model, ktéry bedzie mo-
delem dyskretnym. Dla takiego modelu zajmiemy sie nastepujgcymi zagadnieniami:

1. Wyznaczenie czestosci wtasnej uktadu metoda energetyczna.

2. Opis drgan swobodnych ttumionych.

3. Badania doswiadczalne i wyznaczenie wspétczynnika ttumienia i czestosci drgan wtasnych uktadu.

A.3.1. Wyznaczenie czestosci wtasnej metodg energetyczng
Rozwazmy uktad mechaniczny w postaci belki jednorodnej o dfugosci | i masie m,, na koncu ktdrej

znajduje sig masa m, >> m,. Zatézmy, ze w chwili poczatkowej belka byta wychylona z potozenia réwnowagi
statycznej i zostata swobodnie puszczona.

belka wspornikowa

N x dx

\\r1"'\‘z
1 y

Zvw

Rys. 1. Uktad rzeczywisty

W przypadku, gdy m, >> m,, mase uktadu ciggtego, czyli belki, mozna pomingc¢ lub uwzglednic tylko jej czgs¢.
Ta czgs¢ masy m,, ktéra powinna by¢ uwzgledniona, wyliczana jest z warunku, aby energia kinetyczna ukfadu

rzeczywistego i modelu w czasie drgan nie zmienita sie. Wyznaczmy zatem energie kinetyczng uktadu rzeczywi-
stego.



Wytnijmy myslowo z belki element o dtugosci dx w odlegtosci x od miejsca zamocowania. Przemiesz-

czenie h tego elementu wyznaczymy z wzoru na linie ugiecia belki wspornikowej obcigzonej na swobodnym
koncu sifg skupiong, czyli

2
X (3l—x)
h=z——=. (1)
21°
Jego predkos¢ wynosi
2
- X (31— x)
h=z2———=. (2)
21°
Wobec czego energia kinetyczna elementu to
¢, .
E, =—[dmh’, (3)
2 0

gdzie dm to masa tréjwymiarowego elementu belki o przekroju A i dtugosci dx. Wobec tego mase elementu
zapiszemy jako

dm =7 Adx, (4)
g
gdzie y to ciezar wtasciwy belki, A to przekroj poprzeczny belki, g to przyspieszenie ziemskie. Energie kinetycz-
ng elementu zapiszemy teraz nastepujaco

1 1 4 2
E, ZlIlAhzdlelAzszdx, (5)
298 2g 7 4]

Obliczmy teraz catke

1 4 2 1
J.de :LJ.(9IZX4 —6lx° +x6)dx :L(glzx5 —1x° +%x7]

1

0 41° 41° 0 41°\ 5 0o (6)
= %(217 -1 +117] = %217 = ﬁl_
41°\ 5 7 41° 35 140
Podstawiajgc wynik catkowania do (3) otrzymamy
E, :llAzzﬁl_ (7)



Uwzgledniajac, ze ZAI =m, otrzymamy
g

z°. (8)
Energia kinetyczna masy m, to

(9)
Wobec tego energia kinetyczna catego uktadu to

1
E=E+E2=§Mf, (10)

33
gdzie M = mm] +m, . Ze wzoru (10) wynika, ze uwzgledniajac mase belki nalezy doda¢ do masy m, tylko

33
—m,.
140

Obliczajac energie potencjalng uktadu pomijamy potencjat masy w polu ziemskim, jezeli w potozeniu réwnowa-
gi statycznej sprezyna jest zdeformowana sitg ciezkosci, uwzglednimy jedynie potencjat sit sprezystosci. Wspot-
czynnik sprezystosci na zginanie belki wspornikowej wyznaczymy ze wzoru na strzatke ugiecia swobodnego
konca pod wptywem sity skupionej Q przytozonej na tym koncu, czyli
3
,_Qr
3EJ
gdzie, E to modut sprezystosci wzdtuznej, J to moment bezwtadnosci przekroju belki. Z (11) wynika, ze wsp6t-
czynnik sprezystosci gietej belki

(11)

= Q_3ET
13

V4

(12)
Potencjat modelu dyskretnego to

v :%kzz. (13)



W wyniku dokonanej dyskretyzacji uktadu rzeczywistego zamodelowano go w postaci masy zawieszonej na
sprezynie, jak to przedstawiono na rys. 2.

del dyskret
belka wspornikowa e

opisujacy
drgania gietne\
N X dx
S ™ [m] X k
_\h'l\‘z L
N ] _' —
Zv

M lz

Rys. 2. Model uktadu rzeczywistego

Jesli, zgodnie z modelem, pominiemy ttumienie w uktadzie, to mozemy traktowaé go jako zachowawczy, czyli
taki, w ktérym nie ma strat energii. Skorzystamy z zasady zachowania energii mechanicznej, ktéra moze by¢
zapisana jako
H=E+V =const,, (14)
i wynika z niej, ze
Ex = Vinax - (15)
Aby wyznaczy¢ maksimum energii kinetycznej i potencjalnej, nalezy opisa¢ ruch masy M. Zgodnie z teorig
drgan, przemieszczenie masy w przypadku drgan swobodnych niettumionych opisuje réwnanie
z = C,cos(ot)+ C,sin(wt), (16)

gdzie C,, C, to state catkowania zalezne od warunkéw poczatkowych, o to czgsto$¢ wiasna (drgari swobod-
\%

nych niettumionych) ukfadu. Wartos¢ statych catkowaniato C, =z,, C, = —4 | gdzie Z, to poczatkowe wy-
®

chylenie masy z pofozenia rownowagi statycznej, v, to poczatkowa predkos¢ masy. W analizowanym przypad-
ku rozwigzanie (16) zapisujemy jako.
z = Acos(ot — @), (17)



C
gdzie A = 1/C12 +C§ to amplituda drgan, ¢ to kat przesuniecia fazowego okreslony wzorem tgp :C—z.
1
Predkos$¢ masy uzyskamy rézniczkujac zaleznos¢ (17) wzgledem czasu
z=—Ao sin(ot — ). (18)
Mozna teraz zapisac energie kinetyczng i potencjalng jako

1 .
EZEMAZ(D2 smz(cot—go), (19)
1
VZEkAzcosz(a)t—go). (20)
Maksima energii kinetycznej i potencjalnej to
1
E . =—MA’0’, (21)
2
|
V.. =—kA". (22)
Korzystajgc z (15) okreslimy czestos¢ wtasng uktadu jako
k 3E]

Mo (33
140

3
m, +m2j1



A.3.2. Drgania swobodne ttumione

Wiadomo, ze w uktadach rzeczywistych drgania swobodne z czasem zanikaja, ze wzgledu na wystepujace ttu-
mienie. Gdyby chcie¢ doktadniej zamodelowac uktad rzeczywisty, nalezy do modelu przedstawionego na rys. 2

wprowadzi¢ ttumik. Model ukfadu z ttumieniem przedstawiono na rys. 4, a sity dziatajgce na mase M pokazano
narys. 5.

belka wspornikowa :p?gi;?;smemy / /
drgania giQtne\‘
\ LI B kS Edc
\h’k\ z .
Zv N lz

Rys. 4. Model uktadu rzeczywistego uwzgledniajacy ttumienie

st 1z
be

Rys. 5. Sity dziatajgce na mase

‘2

Rézniczkowe réwnanie ruchu opisujace ruch masy to

Mz=P-G-S, (24)
gdzie P = Mg, G to sitg reakgji ttumika, S to sita reakcji sprezyny. Zwykle przyjmuje sie liniowa charakterystyke
ttumienia i sprezystg, pokazane ponizej.



smar
(np. film olejowy)

vl

A
Rys. 6. Charakterystyka ttumienia i sprezysta

Sita reakcji ttumika to G =cz, gdzie ¢ to wspdtczynnik ttumienia wiskotycznego, sita reakcji sprezyny to
S =KkA, gdzie k to wspdtczynnik sprezystosci, A = z+ A to deformacja catkowita sprezyny, A to deformacja

statyczna sprezyny. Zatem réwnanie (24) zapiszemy teraz jako
Mz +cz+k(z+1)=P. (25)
Deformacje statyczng sprezyny A okreslimy, rozwazajgc uktad bedacy w stanie réwnowagi statycznej, czyli

P
kK\=P= A= E . (26)
Uwzgledniajac (26) w (25) otrzymamy
Mz+cz+kz=0. (27)
Powyzsze rownanie sprowadzimy do postaci
7+2hz+0°z=0, (28)

gdzie

c
2h = M to tzw. wspodfczynnik ttumienia jednostkowego,

/ k
0= M to czestosc¢ drgan wiasnych,

W przypadku matego ttumienia, tzn. gdy ® > h (to tzw. ttumienie podkrytyczne — taki przypadek najczesciej

wystepuje w technice), rozwigzanie réwnania rézniczkowego (28) ma forme
z=e"[C,cos(w,t)+C,sin(w,t)], (29)



gdzie C,, C, to state catkowania zalezne od warunkéw poczgtkowych, Wartosé statych catkowania to C, =z,

v, +hz
, C, = —0 "0 gdzie Z, to poczatkowe wychylenie masy z pofozenia rownowagi statycznej, v, to poczat-
t

kowa predkos¢ masy natomiast . oznacza czestosc drgan ttumionych i jest ona wyrazona zaleznoscig
o, =vo’-h?. (30)
W analizowanym przypadku rozwigzanie (29) zapiszemy jako
z=A,e"cos(w,t— ), (31)
C
gdzie A = 1/C12 + C; to amplituda drgan, ¢ to kat przesuniecia fazowego okreslony wzorem tgg = C—2
1

Przyktadowy przebieg rozwigzania (31) przedstawiono ponizej. Amplituda rozwazanych drgan maleje.

z[m]

n+1

t[s] Rys. 7. Drgania swobodne ttumione



Z réwnania (31) wynika, ze drgania ttumione wygasajg po nieskonczenie dtugim czasie oraz ze ich czestos$¢ w;
jest stata. Dlatego wprowadza sie pojecie okresu drgan ttumionych

am__ 2 -2t (32)

®, \](,02 —h2 ®
gdzie T to okres drgan swobodnych niettumionych. Wprowadza sie tez pojecie logarytmicznego dekrementu
ttumienia D, ktory jest zdefiniowany przez zaleznos¢

T, =

A
e’ =—"-, (33)
An+l
gdzie A, i A, to kolejne amplitudy drgan, przy czym
A 2
D=In| —" |=hT, =Zh. (34)
An+] (Dt

Znajac logarytmiczny dekrement ttumienia mozna okresli¢ wspoétczynnik ttumienia jednostkowego oraz wspoét-
czynnik ttumienia wiskotycznego c.



