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1. Wprowadzenie

Na rynku wydawniczym istnieje wiele pozycji dotyczacych bardzo szerokiego za-
gadnienia jakim jest dynamika maszyn. Ze wzgledy na ogromny zakres tematyczny
przedmiotu, nie sposdb w jednym opracowaniu zamiesci¢ wszystkich istotnych tresci.

Na dynamike uktadéw mechanicznych mozna bowiem patrze¢ co najmniej
w dwojaki sposodb:

- mozna skupic sie na opisie gtdwnych zjawisk zwigzanych z ruchem i jego przyczynami,
pomijajgc cate bogactwo zjawisk towarzyszgcych, albo

- skoncentrowac uwage na zjawiskach z pozoru marginalnych, jak np. deformacje czy
drgania uktadu, majgcych jednak zasadniczy wptyw na eksploatacje, zuzycie uktadu czy
wytrzymatos¢ zmeczeniowa elementow.

W celu petnego zrozumienia dziatania uktadéw mechanicznych, ich poprawnego
konstruowania, ale réwniez diagnozowania czy serwisowania konieczna jest umiejet-
nosc opisu i analizy dynamiki uktadéw mechanicznych zaréwno na tym poziomie zwia-
zanym z funkcjg petniong przez uktad jak i na poziomie zjawisk towarzyszgcych ruchowi.

Uktady, ktérymi bedziemy sie zajmowac, czyli mechanizmy i maszyny, sktadajg sie
z ciat materialnych, czyli bryt o dowolnym ksztatcie i masie. Czesto w celu uproszczenia
bedziemy zaktada¢, ze ciata materialne nie deformujg sie, tzn. bedziemy je traktowacd
jako bryty sztywne. Wowczas naszym celem bedzie opis ruchu uktadu w zakresie doty-
czgcym kinematyki i dynamiki.



W rzeczywistosci wszystkie ciata materialne deformujg sie, czyli sg odksztatcalne.
Deformacje niektdorych elementéw maszyn sg na tyle duze, ze nie mozna ich pomijac
i wowczas nalezy przyja¢ odpowiedni model ciata uwzgledniajgcy podatnos¢. Bedzie to
prowadzi¢ do bardziej ztozonego, ale bardziej wiarygodnego opisu dynamiki uktadow.
Rozwigzujgc zagadnienia tego typu bedziemy korzystali z teorii drgan mechanicznych.

Z powodu szerokiej tematyki i réznorodnosci tresci ksztatcenia wynikta potrzeba
opracowania skryptu dla studentow kierunkdw mechatronika oraz lotnictwo Wydziatu
Budowy Maszyn i Lotnictwa Politechniki Rzeszowskiej. W zamierzeniu autora niniejszy
skrypt ma uwzgledniac specyfike wymienionych kierunkéw, co ma pomdc studentom
w lepszym przygotowaniu do petnienia roli inzynieréw wybranych specjalnosci.

Dlatego w skrypcie poza typowg tematykg zwigzang z opisem dynamiki uktadow
mechanicznych zamieszczono specyficzne tresci zwigzane z kierunkiem mechatronika
oraz lotnictwo jak np.:

- kinematyka i dynamika przektadni obiegowych stosowanych zaréwno w lotnictwie jak
i w uktadach napedowych robotow,

- analiza drgan samowzbudnych na przyktadzie flatteru skrzydta samolotu

- czy kinematyka i dynamika ramienia robota przemystowego.

Zamiarem autora jest nie tylko przekazanie czytelnikom wiedzy na temat dyna-
miki uktadow mechanicznych ale rowniez préba wyjasnienia skomplikowanych niekiedy
zjawisk na stosunkowo prostych przyktadach znanych z codziennego zycia oraz opowie-
dzenie o dynamice maszyn w mozliwie przystepny sposob.



1.1. Stowo wyjasnienia i zachety dla studentow
Przedmiot dynamika maszyn na Waszej Uczelni wyrést z dwdch, kiedys odrebnie
nauczanych przedmiotow, tj. z:

- teorii maszyn i mechanizmoéw (TMM) oraz
- drgan mechanicznych.

TMM dotyczyta gtdwnie analizy strukturalnej uktadéw oraz opisu ich kinematyki
i dynamiki. Znane z mechaniki ogdlnej formalizmy matematyczne byty odpowiednio
stosowane do opisu konkretnych uktadow mechanicznych, jak np. mechanizmy:

- korbowo-wodzikowe,
- krzywkowe,

- zebate,

- czy jarzmowe.

Wiekszos¢ z uktaddw analizowanych w ramach TMM wystepowata i nadal wyste-
puje w pojazdach samochodowych: w silniku, uktadzie przeniesienia napedu, ukfadzie
kierowniczym, zawieszeniu czy osprzecie. Byfa to wiec teoria bardzo pragmatyczna.



Z kolej drgania mechaniczne dotyczyty opisu dynamiki ruchow o charakterze
oscylacyjnym wynikajgcych ze sprezystych deformacji uktadéw. Przyktadami mogg tu
byc:

- drgania skretne watow w przekfadniach,
- drgania pojazdow
- drgania obrabiarek.

Kilkadziesigt lat temu te dwa przedmioty, obok mechaniki ogdlnej, wytrzymatosci
materiatow czy podstaw konstrukcji maszyn, stanowity rdzen nauczania na studiach
inzynierskich. Rozwdj nauk z obszaru automatyzacji i sterowania oraz technologii in-
formatycznych czy sztucznej inteligencji powodowat stopniowe wprowadzanie nowych
tresci nauczania kosztem dotychczasowych.

Jest to zjawisko catkiem naturalne i pozytywne, majgce jednak jeden wazny i nie-
bezpieczny skutek. Mianowicie studenci coraz mniej czasu poswiecajg na poznanie
i zrozumienie uktadéw mechanicznych, ktore jednak chcg projektowac a pdzniej nimi
sterowac czy latac.

Ponadto tradycyjne przedmioty wymagajg dobrego przygotowania matematycz-
nego, s wiec raczej trudne, a wrecz bywajg postrzegane jako nudne (wyktadowcy
trudno na wyktadzie ze swadg opowiadac o przyspieszeniach drugiego rzedu w uktadzie
korbowo wodzikowym).



Na skutek takiego podejscia studenci czesto biorg w swoje rece uktady, ktérych
nie rozumiejg albo rozumiejg jedynie ,z grubsza” i wiekszos¢ problemow starajg sie
przezwyciezy¢ przez ,inteligentne” aplikacje sterujgce uktadami mechanicznymi albo
dziatajg wg zasady ,,wcisnijmy przycisk i zobaczymy co sie wydarzy”.

Niestety wczesniej czy pdzniej stara dobra fizyka przypomina o swoim istnieniu.
| wtedy w modelach konstruowanych samolotow urywajg sie skrzydta np. z powodu
drgan samowzbudnych, w uktadach wirnikowych pojawiajg sie nieprzewidziane efekty
giroskopowe, a doktadnos¢ ruchu sterowanych robotow jest zenujgco niska np. z po-
wodu nieprzewidzianych zjawisk tarciowych.

Oczywiscie nie da sie catkowicie wyeliminowaé niepowodzen i sg one naturalnym
sktadnikiem dziatalnosci inzynierskiej. Ale wielu z nich mozna by unikngé, gdyby miato
sie podstawowg wiedze z zakresu dynamiki uktadéw mechanicznych. Temu celowi ma
stuzy¢ niniejszy przedmiot, na ktorym bedg omawiane ukfady specyficzne dla kierunku
mechatronika i lotnictwo. S3 to zresztg dziedziny przenikajgce sie, poniewaz wspotcze-
sne samoloty sg przeciez urzgdzeniami mechatronicznymi.



2. Drgania mechaniczne

2.1. Informacje wstepne

Drgania mechaniczne to wszelkiego rodzaju ruchy oscylacyjne zachodzace
w ukfadach mechanicznych. W technice przez drgania mechaniczne rozumiemy , mate”
ruchy masy o charakterze oscylacyjnym wokot potozenia rownowagi statycznej. Moga
one mie¢ przyczyny naturalne lub by¢ wywotane dziatalnoscig cztowieka.

Do drgan o przyczynach naturalnych mozna zaliczy¢:
- losowe wstrzgsy sejsmiczne,
- uderzenia wiatru
- uderzenia fal.

Drgania wywotfane dziaftalnosScig cztowieka sg zwigzane z pracg wszelkiego rodza-
ju maszyn i urzadzen. Emitujg one drgania mechaniczne o réznych amplitudach i cze-
stosciach, ktére mogg przenosic sie na podtoze, fundamenty i konstrukcje powodujac
szkodliwe oddziatywanie na operatora (cztowieka) czy konstrukcje (zarysowanie, pek-
niecie lub zniszczenie). Typowymi przyczynami takich drgarh mechanicznych sa:

- ruch uliczny (tramwaje, samochody),

- wybuchy i eksplozje (odstrzaty w kamieniotomach, wystrzaty z broni palnej),

- maszyny stosowane w produkcji przemystowe;.



Podstawowymi parametrami stuzgcymi do okreslenia ruchu drgajgcego sg ampli-
tuda i czestotliwos¢ drgan. Amplituda drgan jest podawana w jednostkach odpowied-
nich dla danej wielkosci fizycznej, np. przemieszczenie podajemy w 1 [m], predkos¢

w 1 [m/s], itp. Czestotliwo$¢ drgan podajemy w jednostkach 1 [Hz]. Wiadomo, ze:
21T T

d . , , 11 Ny ,
W= [%] to czesto$¢ drgan, T [s] to okres drgan, f = p [;] to czestotliwos¢ drgan,

czyli w = 2mf. Zatem czestosc nie jest rowna czestotliwosci i nie wolno ich mylic.

W widmie drgan mechanicznych mozna wyrdéznic:
- drgania o matej czestotliwosci, od 0-200 [Hz],
- drgania o Sredniej czestotliwosci, od 200-2000 [Hz],
- drgania o duzej czestotliwosci, powyzej 2000 [Hz].

Drgania mechaniczne o czestotliwosciach od 0 do kilkudziesieciu tysiecy [Hz] bywaja
szkodliwe zaréowno dla ludzi jak rowniez maszyn i urzadzen. Stwierdzenie, ze drgania
,bywaja szkodliwe” sugeruje, ze nie zawsze sg szkodliwe. Tak w istocie jest, a niektore
korzystne zjawiska drganiowe zostang omowione w innym miejscu.



Kazde naruszenie rownowagi w osrodkach ciggtych takich jak gaz, ciecz czy ciato
state jest przyczyng powstania ruchu oscylacyjnego (czyli drgan) czasteczek osrodka.
Ten ruch drgajacy powoduje powstanie ruchu falowego w osrodku, ruch falowy emituje
dzwieki, stad mowimy o falach akustycznych. Fale akustyczne moga by¢ o réznym cha-
rakterze (np. kuliste rozchodzace sie w przestrzeni — czoto fali to powierzchnia kulista;
gdy czoto fali jest ptaszczyzng nazywamy j3 falg ptaskg - moze by¢ to fala podtuzna lub
poprzeczna, nie wchodzimy tu w szczegoty ruchu falowego, tym zagadnieniem zajmuje
sie nauka zwana akustyka).

Obszar, w ktérym rozchodzg sie fale akustyczne nazywamy polem akustycznym.
Najczesciej mierzonymi wartosciami pdl akustycznych sa: cisnienie akustyczne, nateze-
nie dzwieku lub moc akustyczna. Pomiar tych wielkosci fizycznych, ze wzgledu na duzg
rozpietosc ich wartosci, wyrazamy w skali logarytmicznej jako stosunek danej wartosci
do przyjetej tzw. wartosci odniesienia. Tak okreslong jednostkg sg tzw. decybele. Np.
poziom mocy akustycznej to

Ly = 10lg == [dB], (1)

gdzie N, to zmierzona moc akustyczna, N, to akustyczna moc odniesienia przyjeta jako
N, = 1073 [W]. Na rys. 1 podano przyktadowe moce akustyczne promieniowane przez
rozne zrodta dzwieku. Moc akustyczna to ilos¢ energii wysytanej przez zrodto dzwieku
w jednostce czasu, np. cichy szept to moc 10 [W], normalna rozmowa to moc 10” [W],
startujacy samolot odrzutowy to moc 10’ [W].
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silnik turboodrzutowy z dopalaczem
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orkiestra 15-osobowa - poziom w czesie 1/8 s
organy - poziom w czesie 1/8 s

duzy miot pneumatyczny
fortepian - poziom w czesie 1/8 s
gtosne radio, jadacy samochod

wentylator osiowy 1500 obr./min.
krzyk

pralka, suszarka

normalna rozmowa

wentylator biurowy

cichy szept

Rys. 1.



Rozchodzace sie fale akustyczne charakteryzujg sie rowniez predkoscig rozcho-
dzenia (predko$é rozchodzenia sie fali akustycznej w powietrzu to tzw. predkos$é dzwie-
ku - przy temperaturze 20°C wynosi 340 [m/s]).

Widmo hatasu mechanicznego emitowane przez uktady drgajgce zalezy
w gtodwnej mierze od wielkosci predkosci oscylacji, a w przypadku gdy wystepuje ude-
rzenie mechaniczne widmo hatasu zalezy od wielkosci przyspieszenia drgan. Tylko
drgania o matej czestotliwosci s3 nosnikami energii wibroakustycznej generowanego
widma i te drgania sg decydujgcymi w zagadnieniach wytrzymatosci maszyn i urzadzen.
S3 one stabo ttumione i rozprzestrzeniajg sie na duze odlegtosci. Istotnym problemem
zwigzanym z emisjg hafasu sg wszelkiego rodzaju przeptywy w rurach, wyptywy z dysz
cieczy czy gazu. To tzw. hatasy hydro- i aerodynamiczne.

Wszelkiego rodzaju hatas mozna identyfikowa¢ dokonujgc pomiaréow tzw. widma
hatasu. Widmo hatasu mozna podzieli¢ na:
- infradzwieki, 0 < f < 16 [HZ],
- dzwieki styszalne (po prostu dzwieki), 16 < f < 20103 [Hz],
- ultradzwieki, 20 - 10% < f < 10° [Hz],
- hiperdzwieki, f > 10° [Hz].



Zrédtami drgan mechanicznych i fal akustycznych sa:

e uktady techniczne, w ktorych powstawanie drgan wynika z:
- konstrukcji (to wszelkiego rodzaju mechanizmy),
- przyczyn technologicznych (niedoktadnosci wykonawcze i montazowe maszyn
i urzadzen, niewywazenie elementéw wirujacych),
- przyczyn eksploatacyjnych (zuzycie elementdw, luzy, niewtasciwe smary itp.).

e procesy aerodynamiczne czy hydrodynamiczne (wszelkiego rodzaju przeptywy
i wyptywy),

e realizacja procesu technologicznego (np. budowa drogi czy praca obrabiarek
w hali fabrycznej).

Jednym z podstawowych probleméw techniki jest zagadnienie wptywu drgan
mechanicznych i hatasu na cztowieka jako operatora oraz wptyw na srodowisko natu-
ralne. Tymi problemami zajmuje sie dziedzina nauki zwana biomechanika.

Wptyw drgan na cztowieka mozna rozpatrywac¢ wg: wartosci parametrow opisu-
jacych drgania, czyli amplitudy przemieszczen, predkosci i przyspieszen oraz czestotli-
wosci, czasu ich wystepowania, miejsca przekazywania drgan na cztowieka, pozycji od-
bioru (stojaca, siedzaca, lezgca), indywidualnych cech fizjologicznych i psychologicznych
cztowieka jak: wiek, wzrost, ptec¢, stan zdrowia itp. Rozpatrujgc reakcje organizmu czto-
wieka na dziatanie drgan, ciato ludzkie mozna przedstawi¢ w postaci modelu przedsta-
wionego na rys. 2.
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Rys. 2.



Badania doswiadczalne pozwolity okresli¢ dopuszczalne normy i normatywy do-
tyczace oddziatywania bezpiecznego drgan i hatasu na cztowieka. Szkodliwy wptyw
drgan na cztowieka to zaburzenia w uktadach:

- krazenia,

- miesniowym,

- nerwowym,

- kostno-stawowym.

W normach i normatywach uwzglednia sie fakt, ze drgania moga by¢:
- nieodczuwalne,
- wyraznie odczuwalne,
- bardzo silnie odczuwalne,
- trudne do zniesienia,
- nie do zniesienia.

Podsumowujac negatywny wptyw drgan na otoczenie mozna stwierdzic, ze drgania me-
chaniczne s3 nie tylko szkodliwe dla ludzi, ale mogg powodowac uszkodzenia budyn-
kow, hal fabrycznych czy samych maszyn generujacych drgania. Wptywajg bardzo nie-
korzystnie na realizacje procesow produkcyjnych. W ostatnim czasie analizuje sie szcze-
golnie niekorzystny wptyw drgan i hatasu komunikacyjnego na srodowisko (stad lotni-
ska znajduja sie daleko od zabudowy, przy drogach budowane sg ekrany akustyczne).
Rolg konstruktorow i eksploatatoréw roznych uktadéow mechanicznych jest budowa
i uzytkowanie takich uktadow, gdzie tzw. poziom drgan i towarzyszgcy im hatas sg mi-
nimalne.



2.2. Kinematyka drgan

2.1.1. Pojecia podstawowe

Jesli droga jest okresowg funkcjg czasu, t ruch nazywa sie ruchem okresowym, czyli
powtarzajgcym sie identycznie po czasie T nazywanym okresem ruchu. Do zupetnego
opisania ruchu okresowego wystarczy wiec opisanie ruchu w jednym okresie.

Jesli ruch okresowy jest opisany réwnaniem x = y(t), to przy pewnych zatozeniach®
mozna te funkcje okresowg przedstawi¢ w postaci szeregu trygonometrycznego Fourie-
ra

y(t) = Ay + aycos(lwt) + bysin(lwt) + a,cos(2wt) + b,sin(Rwt) + -+

= Ay + E(ancos(nwt) + bnsin(nwt))
n=1
(1)

lub w innej postaci

! Zatézmy, ze funkcja y jest funkcja okresowa o okresie T. Jesli y spetnia nastepujace trzy warunki (zwane warunkami Diri-
chleta):
1. funkcjay jest bezwzglednie catkowalna, tzn.:

T/2
f ly(o)ldx < oo

-T/2
2. funkcjay w przedziale jednego okresu ma skoriczong liczbe maksimoéw lokalnych i miniméw lokalnych,
3. funkcja y w przedziale jednego okresu posiada skorficzong liczbe punktéw nieciggtosci pierwszego rodzaju,
to y ma reprezentacje w postaci szeregu Fouriera.



y(t) = Ag + Assin(lwt + y;) + A,sinQRwt + y,) + Azsin(3wt + y3) + -+

=Ay+ ) A, sin(nwt +vy,)

n=1

(2)
gdzie A, = /a3 + bz, tg(y,) = %. Funkcje A,sin(nwt + y,,) nazywa sie funkcjami

harmonicznymi n-tego rzedu. Innymi stowy funkcje okresowa y(t) mozna roztozyé na
sktadowe funkcje harmoniczne.

Ruch okreslony réwnaniem (dla uproszczenia wzieto pojedynczg funkcje harmoniczng)
x = Asin(wt + y) (3)

nazywany jest ruchem lub drganiem harmonicznym, gdzie:

w — czestosc drgan

y — faza ruchu (kat przesuniecia fazowego)

A —amplituda drgan
Pomiedzy okresem ruchu harmonicznego a jego czestoscig zachodzi zaleznosc:

w=— (4)

Wielkos¢ 1/T okreslajaca liczbe okreséw odbytych w jednostce czasu nazywa sie cze-
stotliwoscia f.



Pochodne drogi (3) wzgledem czasu to predkosc
v =% = Awcos(wt + y) = Awsin (wt +y+ g) (5)

oraz przyspieszenie
a=5%=—Aw?sin(wt +y) = Aw?sin(wt +y + m) (6)

Z zestawienia wzordw (3), (5) i (6) wynika, ze predkos¢ ruchu harmonicznego jest prze-
sunieta w fazie o g wzgledem przemieszczenia, a przyspieszenie jest przesuniete o T,
czyli jest w tzw. przeciw-fazie wzgledem przemieszczenia. Na rys. 3 pokazano prze-
mieszczenie, predkosc i przyspieszenie w ruchu harmonicznym przy zatozeniu, ze kat
przesuniecia fazowego y = 0.
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Rys. 3.



2.1.2. Wektorowa interpretacja drgan

Ruch drgajacy harmoniczny mozna przedstawi¢ za pomocg wirujgcego wektora. Zatoz-
my, ze wektor A obraca sie w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara ze sta-
tg predkoscig katowa w.
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Jesli rozpoczniemy odmierzac czas od chwili, kiedy wektor zajmuje potozenie poziome,
to jego rzut poziomy bedzie réwny Acos(wt), za$ rzut pionowy bedzie rowny
Asin(wt). Kazdy z rzutdw mozemy zastosowaé do opisu ruchu harmonicznego, lecz
w dalszych rozwazaniach bedziemy postugiwacé sie rzutem pionowym, czyli na os x, za-
pisujac:

x = Asin(wt) (7)



Taka interpretacja byta powodem wprowadzenia nazwy czestos¢ kotowa lub pulsacja
w odniesieniu do parametru w. Obecnie czesto stosuje sie po porostu nazwe czestosc.
Poniewaz wielko$¢ w jest predkos$cig kagtowg wektora, wyrazana jest w [rad /s]. Z wzo-
ru (4) wynika, ze w = 2nf, gdzie f nazywana czestotliwoscia jest liczbg obrotow wek-
tora A w ciggu sekundy.

Predkos¢ w ruchu opisanym rownaniem (7) wynosi

x = Awcos(wt) (8)

i moze by¢ rozumiana jako rzut pionowy wektora Aw obracajgcego sie z tg sama pred-
koscig w co wektor A, lecz przesunietego wzgledem niego o 90° w kierunku ruchu.
Przyspieszenie w tym ruchu wynosi

¥ = —Aw?sin(wt) (9)

i moze by¢ rozumiane jako rzut pionowy wektora Aw? obracajgcego sie z tg sama pred-
koscig w co wektor A, lecz przesunietego wzgledem niego o 180° w kierunku ruchu,
lub wzgledem wektora Aw 0 90° w kierunku ruchu.

Wzory (7)-(9) sa przypadkiem wzordéw (3), (5) i (6) dla zerowego przesuniecia fa-
zowego. Gdyby rozpoczg¢ odmierzanie czasu od chwili, kiedy wektor A zajmuje potoze-
nie inne niz poziome, wéwczas w zaleznosciach (7)-(9) nalezatoby uwzglednic kat prze-
suniecia fazowego.



2.1.3. Sktadanie drgan harmonicznych

Rozwazmy sume dwoéch drgan harmonicznych o tej samej czestosci w, ale réznych fa-
zach, czyli

X =x, +x, = a;sin(wt + y,) + a,sin(wt + y,) (10)
gdzie x; = a;sin(wt + y;), x, = a,sin(wt + y,). Rdbwnanie (10) mozna zapisac

X = (alsin(yl) + azsin(yz))cos(wt) + (alcos(yl) + azcos(yz))sin(wt)
(11)
i dalej

x = acos(wt) + bsin(wt) (12)

gdzie a = aysin(y;) + a,sin(y,) oraz b = a,cos(y;) + a,cos(y,) majg state warto-
Sci. Ostatecznie mozna zapisac:

x = Asin(wt + y) (13)

gdzie A =+Va? + b?, tg(y) = %. Wynika z tego, ze suma dwoch drgan harmonicznych

(10) o tej samej czestosci, takze jest drganiem harmonicznym.
Na rys. 5 pokazano sume dwodch drgan harmonicznych o tych samych amplitu-
dach i czestosciach, ale réznych przesunieciach fazowych.
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Gdyby do otrzymanego wyniku dodac kolejne drganie harmoniczne o tej samej
czestosci, itd., to wynikiem bytoby rowniez drganie harmoniczne. Mozna zatem uogal-
ni¢ powyzsze rozwazania i powiedzie¢, ze suma n drgan harmonicznych o tej samej cze-
stosci daje drganie harmoniczne o takiej samej czestosci, czyli

x = Yieq q;sin(wt +y;) = Asin(wt +y) (14)
gdzie
. 2 2
A= J(Z?:l a;sin(y))” + (B, a;cos(y) (15)
tg()/) — Zi:l aiSin(Yi) (16)

?:1 aicos(y;)



Do skfadania ruchéw harmonicznych o tej samej czestosci mozna zastosowac wektoro-
wg interpretacje drgan (rys. 6). Jako przyktad wezmy sume dwoéch wektoréw a; i a,
obréconych wzgledem siebie o kat y i obracajacych sie z predkoscig katowg w w kie-
runku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara. Rzut poziomy jaki i pionowy kazdego
z wektoréw przedstawia ruch harmoniczny. Wypadkowa A wektorow a, i a, obraca sie
w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara z tg sama predkoscig katowg w.
Zatem rzut poziomy wektora wypadkowego A jest opisany rownaniem Acos(wt + ¢),
a rzut pionowy jest opisany réwnaniem Asin(wt + @), gdzie ¢ to kat przesuniecia fa-
zowego, ktorego wyznaczeniem nie bedziemy sie zajmowac. Obydwa rzuty przedsta-
wiajg ruchy harmoniczne o czestosci w, czyli suma dwdch drgan harmonicznych o tych
samych czestosciach daje réwniez ruch harmoniczny. Potwierdza to analize przeprowa-
dzong wczesniej metodami trygonometrycznymi.

ALX

Rys. 6



Przy okazji omowimy jeden szczegolny przypadek, ktéry jest wazny z punktu widzenia
analiz prowadzonych w nastepnych rozdziatach. Dotyczy on dodawania ruchéw harmo-
nicznych o tych samych czestosciach przesunietych w fazie o 90°. Wezmy pod uwage
sume dwdéch wektordw a i b obracajgcych sie z predkoscig katowa w w kierunku prze-
ciwnym do ruchu wskazéwek zegara (rys. 7). Kat pomiedzy wektorami jest kagtem pro-
stym. Jesli rozpoczniemy odmierzac czas od chwili, kiedy wektor a zajmuje pofozenie
pionowe, to jego rzut pionowy bedzie réwny acos(wt), zas rzut pionowy wektora b to
bsin(wt). Suma tych rzutéw to acos(wt) + bsin(wt).

Rys. 7

Z rysunku wynika, ze dtugo$¢ wektora wypadkowego wynosi A = Va? + b?, a jego rzut
pionowy to Asin(wt +y). Suma rzutow wektoréw sktadowych jest réwna rzutowi
wektora wypadkowego A, czyli



acos(wt) + bsin(wt) = Va? + b?sin(wt + y) (17)

gdzie kat przesuniecia fazowego okreslimy na podstawie rysunku jako

a

tg(y) =2 (18)
Wynik przeprowadzonych rozwazan bedzie znajdowat zastosowanie w analizie rozwig-
zan rownan ruchu drgajgcego. Umozliwia on takze wyjasnienie rownowaznosci zapisu
wzordéw (1) i (2), dotyczacych przedstawienia funkcji okresowej w postaci szeregu try-
gonometrycznego Fouriera.



Rozwazmy sume dwodch drgan harmonicznych o réznych wartosciach czestosci i roz-
nych fazach, czyli

X =x, +x, = a;sin(wyt + y1) + aysin(w,t + y,) (19)

gdzie x; = a;sin(w,t +y;1), x, = a,sin(w,t + y,). Suma takich drgan nie bedzie
drganiem harmonicznym, ale w niektoérych przypadkach moze by¢ drganiem okreso-
wym. Jesli zatozymy, ze czestosci w, i w, s3 wspotmierne, tzn. istniejg liczby naturalne
m i n takie, ze w;/m = w,/n, to drganie wypadkowe x jest drganiem okresowym.
W przeciwnym przypadku drganie wypadkowe nie bedzie okresowe.

Przypadek 1. Suma drgan o czestosciach bardzo réznigcych sie.

Na rys. 8 i 9 pokazano zfozenie drgan harmonicznych danych réwnaniem (19), przy
czym dla drgan przedstawionych na rysunku 8 przyjeto w; K w,, i a; < a,, natomiast
dla drgan zaprezentowanych na rysunku 9 przyjeto w; < w-, i a; > a,. Ponadto zafo-
zono, ze w4 /M = w, /n, wiec drgania wypadkowe sg drganiami okresowymi.
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Przypadek 2. Suma drgan o czestosciach roznigcych sie nieznacznie.

Taki przypadek mozna opisaé rownaniem (19), w ktédrym dla uproszczenia analizy zato-
zono jednakowe amplitudy drgan sktadowych i brak przesuniecia fazowego. W zwigzku
z tym otrzymano rownanie w postaci

X = x; + x, = asin(w,t) + asin(w,t) (20)

RAwnanie to mozna przeksztatci¢ do postaci

X = a(sin(wlt) + sin(wzt)) = 2asin (@ t) cos (% t) (21)
w ktérej 2592 = . to czestoéé ,érednia” | L2 = @ . to czestoé¢ modulacji.
Réwnanie (21) mozna zapisaé w postaci wzoru

x = 2acos(wyeqt)sin(wet) (22)
lub

x = Apmoa(t)sin(wgt) (23)
gdzie

Apoa(®) = 2acos(wppqt) (24)



Ruch opisany wzorami (23) (24) moz p owa Jk scylacje o czestosci
w¢- | amplitudzie 4,, () zmieniajacej s ew czest qwm Zpisanewzory

(23) (24) a wzorami $cistymi, bedq cymi f orma p dwnania (20), jednak ich

zastosowanie daje najwi ek e korzysci wte dy gdy czest d rgan k’f dowych spetniajg
zaleinoéc': W1 = Wy. WOWCZas wWg = W1 = Wy 0Oraz Wiyeq K Wer, wiec amplituda
Apoq(t) zmienia sie nieznacznie W s k do ,szybkich” oscylacji z czestoscia wy, -
Ta k i pr yp adek ruchu nazywa yJ d d em ( rys. 10). Obwiednia drgan jest funkcja
harmoniczng o mpI d e 2a iczest




Mozna oczywiscie rozwazy¢ przypadek, gdy amplitudy drgan sktadowych majg
rozne amplitudy i sg przesuniete w fazie, czyli

X =x1 +x, = a;sin(wyt + y1) + a,sin(w,t) (25)
Wyniki analizy bedg jednak bardziej ztozone i przez to trudniejsze do zrozumie-

nia. Zasadniczg réznicg w stosunku do poprzednio analizowanego przypadku jest to, ze
amplituda zmienia sie w granicach od Amax = al + a, do Amm = |la; — a,|.
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Przypadek 3. Suma drgan, ktorych stosunek czestosci jest niewielkg liczbg naturalna.
Taki przypadek mozna opisaé rownaniem (19), w ktérym w, = iw, czyli

X =x, +x, = a;sin(wyt + y1) + aysin(io,t + y5) (26)

gdzie i = w,/w; jest niewielka liczbg naturalng. Drganie sktadowe x, jest przesuniete
wzgledem drgania x; 0 ¥,. W zaleznosci od stosunku amplitud, czestosci i przesuniecia

fazowego, drganie wypadkowe x moze przyjmowac najrozniejsze formy. Przyktadowe
wykresy przedstawione na rys. 12 sporzgdzono przy zatozeniu, ze i = % =2, % =2,
1 2

a kat przesuniecia fazowego y, wynosi kolejno y, = 0 (rys. 12a), y, = /6 (rys. 12b),
Yo =m/3 (rys. 12c), y, = m/2 (rys. 12d).
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Przedstawione w tym punkcie wybrane zaleznosci matematyczne stosowane do opisu
ruchu drgajgcego, w szczegdlnosci ruchu okresowego i harmonicznego zostang wyko-
rzystane w kolejnych rozdziatach dotyczgacych dynamiki ruchu drgajacego.



2.2. Rodzaje wymuszen: harmoniczne, skokowe, udarowe

Niektére wymuszenia powodujgce drgania mechaniczne mozna opisac typowymi funk-
cjami matematycznymi. Niejednokrotnie jest to opis przyblizony, ktorego zastosowanie
utatwia analize zjawisk. Ponizej zaprezentowano najczesciej stosowane funkcje opisuja-
ce wymuszenia harmoniczne, skokowe i udarowe.

a) wymuszenie harmoniczne

- sifa harmoniczna dziatajgca na mase m, wymuszenie sitowe jest opisane funkcja

P(t) = Pysin(6t), gdzie P, to amplituda wymuszenia, 0 to czestos¢ wymuszenia,

P(t)=P,sin(6t)

aWaWa
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Rys. 13.



Przyktadem uktadu z harmonicznym wymuszeniem sitowym moze by¢ wirujgca niewy-
wazona bryta. Jezeli w uktadzie wystepuje bryta obracajgca sie wokdét nieruchomej osi
z predkoscig katowg 6, a srodek masy bryty nie lezy na osi obrotu, to wowczas gdy
0 = const. to kat obrotu ¢ = 0t. Srodek masy jest przesuniety od osi obrotu o wartoéé
e (e —to tzw. mimosrod).

Wystepuje wéwczas fikcyjna sita B,, = —ma,, pochodzaca od

S(m) przyspieszenia normalnego masy o wartosci B, = —m#Ze.

o=0t Rzut tej sity na srednice daje site harmonicznie zmienng
P(t) = B, cos(6t) lub P(t) = B,sinft). Taka site nazywamy
wymuszeniem ruchu drgajgcego. Aby takie wymuszenie nie
wystepowato, konieczne jest doprowadzenie uktadu do tego,
aby e = 0. Wowczas srodek masy lezy na osi obrotu i mowi-
my, ze bryta jest wywazona statycznie.

AR R Rys. 14.



- przemieszczenie obudowy, wymuszenie kinematyczne jest opisane funkcja
y = xos5in(0t), gdzie x, to amplituda wymuszenia, 6 to czestos¢ wymuszenia,
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y=X,sin(0t) Rys. 15.




Przyktadem harmonicznego wymuszenia kinematycznego dziatajgcego na mase moga
by¢ drgania fundamentu, na ktérych posadowione jest urzgdzenie, np. wspoétrzedno-
Sciowa maszyna pomiarowa.

wspotrzednosciowa maszyna pomiarowa
0 masie m
V4

)
2% %A

i \ AWATEN
drgajacy fundament VAVEAVEVES

y=X,sin(0t) Rys. 16.

W przypadku takich maszyn, stuzgcych do precyzyjnych pomiaréw, drgania fundamentu
maszyny sg szczegodlnie niepozgdane. Moga by¢ one generowane przez inne maszyny
np. przez obrabiarki. Dlatego istotnym aspektem jest izolacja maszyny od drgan funda-
mentu, co bedzie tematem analiz w dalszej czesci skryptu.



b) zenie skok zenie jest opi in"P—{Odlat<O
wymuszenie skokowe, wymuszenie jest opisane zaleznoscig P = Pydlat >0

gdzie P, to wartos¢ skoku wymuszenia

0 dlat<0
P(t)_{PO dla t=0
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I////////I Rys. 17.

Wymuszenie skokowe polega na gwattownej zmianie sity dziatajacej na konstrukcje.
Przyktadem moze by¢ gwattowne obcigzenie konstrukcji statym ciezarem. Innym przy-
ktadem wymuszenia skokowego jest gwattowne odcigzenie dzwigu podnoszacego ta-
dunek w przypadku zerwania liny.



c) wymuszenie udarowe (chwilowe oddziatywanie na obiekt), np. podstawa doznaje
przyspieszenia o statej wartosci ¢ = a przez krotki czas t.

1

|

I////////I Rys. 18.

Wymuszenia udarowe wystepujg m.in. podczas wystrzatow z broni palnej oraz zderzen.



2.3. Podstawy modelowania uktadéw drgajacych

Mechanika klasyczna zakfada, ze ciata sg nieodksztatcalne. Wiadomo jednak, ze w rze-
czywistosci ciata ulegajg deformacjom. Odksztatcenia ciat materialnych statych sg mate,
czesto niewidoczne gotym okiem. Jezeli chcemy analizowac to wszystko o czym mowi
mechanika uwzgledniajgc deformacje ciat statych, to trzeba zbudowa¢ model tego ciafa
tak dobrany, aby deformacje byty mozliwe. Najczesciej przyjmuje sie tzw. modele dys-
kretne. Najprostszym modelem dyskretnym ciata jest uktad o 1 stopniu swobody.

sprezyna thumik
(sita oporu sprezystego, (sita oporu ruchu, ;
A R L to tzw. ch-ka tiumienia) " 9SYAYIY
/ANEEVAN e
| T NF
potozenie rownowagi
statycznej l wspotrzedna opisujgca ruch masy
s & (jest to zwigzane z liczbg stopni swobody)
masa punktu o l wymuszenie ruchu masy
materialnego F(t) «— (sita wymuszajaca,

to tzw. ch-ka wymuszenia)
Rys. 19.

W mechanice opisujgc ruch masy wprowadza sie wszystkie dziatajgce na nig sity.
W przedstawionym uktadzie wystepuja: sita reakcji sprezyny, sita reakcji ttumika i sita
wymuszajaca ruch.



Sita reakcji sprezyny (charakterystyka sprezysta)

tga=k
X

S=kx [N] - sita reakcji sprezyny
(taki przebieg najczesciej przyjmujemy),
k [N/m] - tzw. wspodtczynnik sprezystosci sprezyny,
ktéry wyznacza sie doswiadczalnie,
X [m] - mata deformacja sprezyny

Rys. 20.

Sita reakcji ttumika (charakterystyka ttumienia)

przebieg rzeczywisty

lkG
N o= G=T=uN [N] - tak najczesciej okreslamy
X X site tarcia suchego, jako statg wartosc
T m —> > u[-] wspotczynnik tarcia suchego,
o B v v o ktéry wyznacza sie doswiadczalnie,
s —uN N [N] - sita nacisku
Rys. 21.
. G
X

m —>

G
i
smar N\

(np. film olejowy)

G=cx [N] - sita oporu ttumika (sita tarcia, ktére tu nazywamy
tarciem ptynnym lub wiskotycznym),

¢ [Ns/m] - tzw. wspotczynnik tarcia wiskotycznego,
ktéry wyznacza sie doswiadczalnie,

x X [m/s] - predkos¢ masy

Rys. 22.



Sita wymuszajaca ruch (charakterystyka wymuszenia)

Sita wymuszajaca ruch F(t) moze mieé jedng z form przedstawionych wcze$niej
w punkcie ,,Rodzaje wymuszen”. W analizach najczesciej przyjmowana jest sita harmo-
nicznie zmienna, bo taka jest najbardziej niebezpieczna dla uktadu — wystepuje wow-
czas zmeczenie materiatu.

Wprowadzajgc na rysunek sity dziatajgce na mase w ruchu oscylacyjnym, rozwazamy

nastepujacy uktad sit
st 1o
m

b

l F(t) Rys. 23.

gdzie S to sita reakcji sprezyny majacy zwrot przeciwny do deformacji sprezyny, G to
sifa reakcji ttumika majacy zwrot przeciwny do predkosci deformacji ttumika. Réznicz-
kowe rownanie ruchu opisujgce ruch masy to

mi=F(t)—G—-S



Przedstawiony model mozna stosowac w nastepujacych przypadkach:

1. Drgania wzdfuzne preta.

i i
pret jako uktad rzeczywisty

1 — k

v model opisujacy /

"

k-i - to tzw. wspotczynnik sprezystosci wzdtuznej
~ | (wyznaczany z prawa Hooke’a)

l:j C F - pole przekroju preta,

E - modut sprezystosci wzdtuznej,
| - dlugosc preta

l l drgania wzdluzne
X

b

F(t)

Rys. 24.

RoAwnanie opisujgce ruch masy ma postac

gdzie
m — masa preta,

mi=F(t)—G—-S

G = cx — sita pochodzaca od oporu wewnetrznego (modelowanego jako opdér wisko-

tyczny),
S = kx - sita oporu sprezystego,
x — deformacja preta.



2. Drgania gietne belki wspornikowe;.

model opisujacy T
d ia giet
L L ne\ K 3EJ - to tzw. wspotczynnik sprezystosci wzdtuznej
~ P (wyznaczany z prawa Hooke'a)

P 1 N k (- c J - moment bezwtadnosci przekroju,
N g E - modut sprezystosci wzdtuznej,
\\ m — | - dlugosc preta
E . lx l

pret jako F(t) L A

uktad rzeczywisty

Vo
Rys. 25.

Sposdb budowy modelu dla belki wspornikowej jest nieco bardziej skomplikowany niz
w przypadku preta



3. Drgania skretne watu.

model opisujacy
drgania skretne

M(t)

4 B
|‘1 >

(
/ g
pret jako ukiad
rzeczywisty (wat)

GJ. - to tzw. wspotczynnik sprezystosci

T k[Nm/rad],
J, - biegunowy mom. bezwt. przekroju,

k G - modut sprezystosci postaciowe;,
| -dtugosc preta

M(t)

Rys. 26.

RoAwnanie opisujgce ruch krgzka ma postac

gdzie

Iy = M(t) — Mg — Mg

14 - masowy moment bezwtadnosci okreslony wzgledem punktu A,
M; = c¢ - moment pochodzacy od oporu wiskotycznego,
M = k¢ - moment pochodzacy od oporu sprezystego,

@ - kat obrotu krazka.



Przedstawiony model mozna rozbudowac i uzyska¢ model o wielu stopniach swobody

Fi(t) _):1 F.(t) _):2 Fy(t) _):3
k1 k2 ka
ks CirT m, CrT m, C 1 m,
LL LL LL
N
NN NN N N NN\ N ™ Rys. 27.

Jezeli uktad dyskretny ma duza liczbe stopni swobody to zbliza sie do uktadu rzeczywi-
stego, ktdéry ma nieskonczenie wiele stopni swobody. Analiza takich uktadow jest
skomplikowana matematycznie, czesto wykorzystuje sie w niej metody komputerowe,
np. MES — metoda elementéw skoriczonych (ang. FEM — Finite Element Method).

Rys. 28.



3. Drgania ukfadu o jednym stopniu swobody

3.1. Potozenie rownowagi statycznej

W informacjach wstepnych na temat drgan mechanicznych powiedzielismy, ze sg one
matymi oscylacjami wzgledem potozenia rownowagi statycznej. Istotnym zagadnieniem
jest wiec okreslenie tego potozenia, wzgledem ktdrego opisywane sg drgania. Wynika
ono z rownowagi pomiedzy sitami ciezkosci mas a sitami reakcji sprezystych. Wszystkie
te sity sg sitami pol potencjalnych, zatem szukanie potozenia rownowagi statycznej jest
zagadnieniem zwigzanym z rownowagg uktadu w polu potencjalnym.



Jako przyktad stuzgcy wyjasnieniu tego zagadnienia, wezmy uktad pokazany na rys. 1,
sktadajacy sie z ciata o masie m i sprezyny o wspdétczynniku sprezystosci k. W stanie
swobodnym, tzn. bez obcigzenia masg, dtugos¢ sprezyny wynosi . Pod wptywem obcia-
Zenia przez mase, dtugosé sprezyny zmienia sie o A, ktérg nazywamy deformacja sta-
tyczna sprezyny. W tym potozeniu sita ciezkosci masy P jest rGwnowazona przez reak-
cje sprezyny S i jest to potozenie réwnowagi statycznej. W przypadku zaburzenia réw-
nowagi cialo o masie m bedzie wykonywaé¢ ruch wzgledem tego potozenia, opisany

przez przemieszczenie x.

Pl BN

4
L

N7

m lX

potozenie rownowagi

statycznej

m lX

vP Rys. 1.

Potozenie rownowagi statycznej, okreslone przez A, moze byé znalezione z zastosowa-
niem kryterium Lagrange’a — Dirichleta. W tym celu nalezy okresli¢ potencjat uktadu

V:V1+V2

(1)



gdzie V; to potencjat sit sprezystych, V, to potencjat mas w polu ziemskim. Z mechaniki
ogolnej znana jest zaleznos¢ pomiedzy potencjatem V a sitg pola potencjalnego E,:

v
¥ _p, (2)
gdzie F, to rzut sity pola potencjalnego na kierunek x. W tym przypadku interesuje nas
zalezno$¢ pomiedzy potencjatem sit sprezystych V; a sitg reakcji sprezyny S. Sita ta jest
skierowana przeciwnie do przemieszczenia x, zatem E, = —S§, i na podstawie rownania
(2) zapiszemy

o
0x

=9 (3)
Wartosc¢ sity reakcji sprezyny to
S =kA (4)

gdzie A= A + x to catkowita deformacja sprezyny, A to statyczna deformacja sprezyny,
x to deformacja sprezyny wynikajgca z ruchu wokoét potozenia rownowagi statyczne;j.
Uwzgledniajgc wartosc reakcji sprezyny zapiszemy

%=k(/1+x) (5)

a nastepnie rozdzielimy zmienne w rownaniu (5) otrzymujac



oV, = k(A + x )ox (6)

Catkujac obustronnie (6) wyrazenie otrzymamy

X

[y 0Vy = [ k(A +x)0x = kdx + - kx?| = kdx + ~kex? (7)
0
41 1, 2|*
Viloh = kAx + - kx |0 (8)
Vy = kAx +~ka? (9)

Podobnie, na podstawie rdwnania (2), wyznaczymy potencjat masy w polu ziemskim,
uwzgledniajac, ze w tym przypadku mamy F, = P:

av,

=P (10)

Uwzgledniajgc wartosc sity ciezkosci

P =mg (11)
otrzymamy

0x



i nastepnie rozdzielajgc zmienne w réwnaniu (12) zapiszemy
aV, = —mgox (13)

Catkujac obustronnie wyrazenie (13) otrzymamy

f0V2 v, = —foxmgax (14)
V2 x

Valy? = —mgx|j (15)

V, = —mgx (16)

Catkowity potencjat uktadu wynosi
V =kix + %kx2 — mgx (17)

i jest on funkcjg zmiennej x, co zapisujemy ogdlnie V = V(x). W celu wyznaczenia po-
tozenia rownowagi statycznej stosujemy Tw. Dirichleta:

W polu potencjalnym punkt, w ktorym potencjat osigga minimum jest potozeniem row-
nowagi staftej.

Szukamy zatem minimum potencjatu V (x) wykorzystujagc znane z matematyki poste-
powanie okreslania minimum funkcji. Przy pewnych zatozeniach funkcja osigga ekstre-
mum w danym punkcie jesli jej pierwsza pochodna jest rowna zero w tym punkcie,



a druga pochodna jest w tym punkcie dodatnia. W naszym przypadku tg funkcja jest
potencjat V(x). Pochodna potencjatu po wspdtrzednej x to

ov
a—k/1+kx—mg (18)

Potencjat jest minimalny w stanie rownowagi statycznej czyli wtedy gdy x = 0, zatem
jego pierwsza pochodna wzgledem x jest réwna zero

a_V
ax x=0

=0 (19)
Z réwnan (18) i (19) wynika, ze

kA—mg=20 (20)
Zatem deformacja statyczna jest wyrazona wzorem

1="4 (21)

Nalezy jeszcze sprawdzié, czy rzeczywiscie w wyznaczonych warunkach potencjat osigga
minimum, tzn. czy jego druga pochodna wzgledem x jest dodatnia

0%V
axz x=0

>0 (22)



Z obliczen wynika, ze

0%V
ez k (23)

czyli znak drugiej pochodnej potencjatu wzgledem x jest dodatni bo k > 0 i rzeczywi-
Scie w potozeniu rownowagi statycznej potencjat osigga wartos¢ minimalna.

Deformacja statyczna A okresla poszukiwane potozenie masy w stanie rGwnowagi
statycznej.

Deformacje statyczng sprezyny mozna rowniez okresli¢ na podstawie analizy rownowa-
gi sit pola potencjalnego. Wiedzac, ze w stanie rownowagi statyczne;j sity ciezkosci mas
sg rownowazone przez sity reakcji sprezyn, mozna dla rozwazanego przypadku zapisac
rownanie

S—P=0 (24)

Uwzgledniajgc wartosc reakcji sprezyny w stanie wstepnego napiecia S = kA i wartosc
sity ciezkosci P = mg, uzyskamy na podstawie réwnania (24) zapis rwnowazny z row-

naniem (20), z ktérego wynika, ze A = %.

Przedstawiony przyktad dotyczy wyznaczania potozenia réwnowagi statycznej prostego
uktadu skfadajacego sie z jednej masy i jednej sprezyny. Przedstawiong metodologie
mozna rowniez zastosowac w przypadku ztozonych uktadéw.



3.2. Drgania swobodne

Nazwa ,, drgania swobodne” oznacza ruchy oscylacyjne ukfadu, ktore nie sg podtrzymy-
wane zadng sita wymuszajgcy. Wiadomo jednak, ze kazdy ruch musi miec jakas przy-
czyne. W przypadku drgan swobodnych jest nig poczatkowe wychylenie masy z poto-
zenia rownowagi statycznej, predkosc¢ poczatkowa, albo suma obydwdch tych zjawisk.
W celu analizy drgan swobodnych przyjmujemy model przedstawiony na rysunku, skfa-
dajacy sie z ciata i sprezyny. Zaktadamy, ze masa sprezyny jest pomijalnie mata i jej je-
dyng cechg jest sprezystosé. Z kolei w odniesieniu do ciata zaktadamy, ze ma ono mase
m i nieskonczenie duzg sztywnosg, czyli jest nieodksztatcalne.

Pl BN
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Dynamiczne rownanie ruchu masy ma postac:
mx =—-S+P (25)

gdzie

P to sita ciezkosci masy,

S = kA to sita reakcji sprezyny,

A= A+ x, A to catkowita deformacja sprezyny, A to statyczna deformacja sprezyny,
x to deformacja sprezyny wynikajgca z ruchu wokat potozenia rownowagi statyczne;j.

Uwzgledniajgc powyzsze zapisy, rownanie ruchu zapisano jako
mX = —kA—kx+ P (26)

Z réwnowagi statycznej (x = 0, ¥ = 0) wynika, ze

P

—k/1+P—>/1=; (27)
wobec tego
mix = —kx (28)
i+Lx=0 (29)
m
¥+ wix =0 (30)

gdzie wy = \/% [%] to czestosc drgan swobodnych. Rozwigzaniem réwnania (30) jest



x = Cicos(wyt) + Cosin(wyt) (31)
x = —Ciwysin(wot) + Crwycos(wyt) (32)

gdzie C; i C, to state catkowania, ktére wyznaczymy z rownan (31) i (32) wykorzystujac
warunki poczatkowe, tzn. dlat =ty = 0 [s]
X=x
tizo (33)

Z rownan (31) i (32) otrzymamy C; = x4, C, = 0. Ostatecznie ruch masy opisuje row-
nanie

x = xoc0s(wyt) (34)

gdzie x, to amplituda drgan swobodnych. Przebieg rozwigzania przedstawiono na wy-

. . 2T
kresie, gdzie zaznaczono to okres ruchu T = —
0

A
\ 4




Jezeli warunki poczgtkowe bedga zerowe, tzn. dlat = t, = 0 [s]

i .

to uktad jest w stanie rownowagi statycznej. Jezeli natomiast warunki poczagtkowe beda
takie, zedlat = t, = 0 [s]

X = xO
{x = Vy (36)
to wowczas C; = x, C, = :)—0 i rownanie (31) mozna zapisa¢ jako
0
x = Cicos(wyt) + Cyrsin(wyt) = Asin(wyt + @) (37)
gdzie
A=,C+C?= /xo /xo +v0—to amplituda drgan,
tgp = G Xo% _ —\/7 okresla kat przesuniecia fazowego.
G, Vo Vo

Predko$¢ masy opisuje rownanie

x = Awycos(wot + @) (38)



Ruch masy mozna odwzorowac takze na tzw. ptaszczyznie fazowej. Charakterystyka fa-
zowg nazywamy wykres, na ktdrego osiach przedstawia sie funkcje i jej pochodng, czyli
x(x). Na rys. 3. przedstawiono charakterystyke fazowg uktadu wykonujgcego drgania
swobodne. W przypadku takich drgan trajektoria fazowa jest krzywg zamknietg, gdyz
w kolejnych okresach ruchu amplitudy przemieszczenia i predkosci nie zmieniajg sie.
Wynika to z faktu, ze energia mechaniczna uktadu jest stata (energia nie jest dostarcza-
na do uktadu ani nie jest tracona). Méwimy, ze ukfad jest na cyklu granicznym.

Ao,

Ao, Rys. 4.

Z pokazanego przebiegu wynika, ze gdy x = +max to x = 0 oraz gdy x = +max to
x = 0. Pole powierzchni wyznaczone przez trajektorie fazowa jest miarg energii me-
chanicznej uktadu. Wynika z tego, ze im wieksze maksymalne przemieszczenie i pred-
kos¢ drgan, tym wieksza energia mechaniczna ukfadu.



Metoda energetyczna wyznaczania czestosci drgan wtasnych uktadu

Jednym ze sposobdw wyznaczenia czestosci drgan wiasnych ukfadu jest wykorzy-
stanie zasady zachowania energii mechanicznej. Jest to metoda stosowana dla uktadow
zachowawczych, tzn. takich, w ktérych nie wystepuj straty energii (nie wystepuje ttu-
mienie — przypadek idealny).

Energia mechaniczna to

H=E+V (39)

gdzie E to energia kinetyczna ukfadu, V to potencjat uktadu. Z zasady zachowania ener-
gii mechanicznej wynika, ze

Emax = Vimax (40)
Zatem nalezy wyznaczy¢ najpierw energie potencjalng i kinetyczng, a nastepnie ich
maksymalne wartosci.

Na podstawie rownania (17) z punktu 7.1 zapisano potencjat uktadu (po
uwzglednieniu deformacji statycznej (21))

V = lkxz (41)
2

Potencjat zalezy tylko od deformacji sprezyny wynikajacej z ruchu uktadu wzgledem po-
tozenia rownowagi statycznej. Natomiast energia kinetyczna uktadu wynika z ruchu po-
stepowego ciata o masie m



E =imx? (42)
2

Rozwigzanie réwnania drgan swobodnych (drgan ukfadu zachowawczego) przewiduje
sie w postaci (37), czyli

x = Asin(wot + @) (43)
a predkos¢ drgan uktadu jest dana rownaniem
x = Awycos(wot + @) (44)

gdzie A to amplituda drgan, w, to czestos¢ drgan wtasnych uktadu — wielkos¢ ktora
chcemy wyznaczy¢, ¢ to kat przesuniecia fazowego. Wykorzystujgc rdwnania (43) i (44)
zapiszemy (41) i (42) w postaci

V= %kAzsinz(th + @) (45)

E= gmAzw(Z)cosz(wot + @) (46)

Maksymalna wartoé¢ potencjatu wystepuje gdy sin®(.) = 1, natomiast maksymalna
wartos¢ energii kinetycznej wystepuje gdy cos?(.) = 1. Zatem
1,42
Vinax = 5 kA (47)

1
Enax = ; mA* 0§ (48)



Porownujac (47) i (48) na mocy rownania (40) otrzymamy rownanie
%kA2 = %mAZw(Z) (49)

z ktorego wyznaczymy czestosc drgan wtasnych jako

Wy = \/é (50)



3.3. Drgania ttumione

3.3.1. Réwnania ruchu

W rzeczywisto$ci w uktadach zawsze wystepuje ttumienie, np. tzw. wewnetrzne (lub
strukturalne zwigzane z oporami przy mikroprzesunieciach krysztatéw materiatu — to
problem metaloznawstwa), dlatego amplituda drgan swobodnych maleje z czasem.
Wowczas przyjmujemy model przedstawiony na ponizszym rysunku

LLLL LS
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Rys. 5.

Dynamiczne rownanie ruchu masy ma postac:
mi¥=-S—-G (51)
gdzie:

S = kx to sita reakcji sprezyny,
G = cx to sita ttumienia wiskotycznego,



Uwzgledniajgc powyzsze zapisy, rownanie ruchu zapisano jako

mi+cx+kx=0 (52)
i+t<x+Ex=0 (53)
m m
¥+ 2hx + wix =0 (54)
gdzie

2h = %, h to tzw. wspodtczynnik ttumienia jednostkowego,

Wy = \/%to czestos¢ drgan wiasnych. Rozwigzaniem réwnania (16) jest

Zgodnie z teorig réwnan rozniczkowych, rownanie (54) ma rozwigzania zalezne od
wspoétczynnikdéw 2h i w3. Mozna wyrdznié trzy przypadki:

1) h? — w < 0 to przypadek ttumienia podkrytycznego (,,matego”)

2) h? — w3 = 0 to przypadek ttumienia krytycznego

3) h? — w3 > 0 to przypadek ttumienia nadkrytycznego (,duzego”)



3.3.2. Ttumienie podkrytyczne
W przypadku ttumienia podkrytycznego rozwigzanie rownania (54) ma forme:
x = e M[C cos(w,t) + Cpsin(w,t)] (55)

Czes$¢ rozwigzania w nawiasie prostokgtnym reprezentuje drgania harmoniczne z cze-
stoscia

w; =/ w§ — h? (56)

ktora jest nazywana czestoscig drgan ttumionych. Ze wzgledu na to, ze w rozwazanym
przypadku zachodzi zalezno$¢ h? — w3 < 0, to czestos¢ drgan ttumionych jest dodatnia
liczba rzeczywista. Cze$¢ rozwigzania o postaci e~ to funkcja asymptotycznie malejaca
do zeragdy t = o i h > 0, lub ekspotencjalnie rosngca do nieskonczonosci, gdy t — o
i h <0. Ten drugi przypadek, gdy ttumienie jest ujemne, reprezentuje niestabilne
drgania uktadu — bedzie on szczegétowo omowiony w dalszej czesci wyktadu. Zajmiemy
sie teraz wyjasnieniem przypadku ttumienia dodatniego, kiedy e dazy do zera.
Wéwczas iloczyn funkcji C;cos(wt) + C,sin(w;t) reprezentujgcej drgania harmonicz-
ne i funkcji e " malejacej asymptotycznie, daje drgania o statej czestosci w; i malejacej
amplitudzie. Takie drgania nie sg juz drganiami harmonicznymi, ani nawet okresowymi.
Aby wyznaczy¢ state catkowania C; i C,, zrézniczkujmy réwnanie (55) wzgledem czasu

x = —he ™M[C,cos(w,t) + Cypsin(w,t)] + e M [—Crw,sin(w,t) +
C,wscos(wet)] (57)



Jesli zatozymy warunki poczatkowe takie, ze dlat =ty = 0 [s]

{x = Xy (58)
J'C - UO
to wdéwczas na podstawie réwnan (55) i (57) otrzymujemy uktad rdwnan
Xo = (4

{UO = _hC1 + Czwt (59)

z ktorego wyznaczymy state catkowania
Cl - xO
{Cz _ Yothxg (60)

we

Rozwigzanie (55) bedzie bardziej zrozumiate, jesli przedstawimy je w innej postaci, wy-
korzystujgc zasade sktadania drgan harmonicznych o tych samych czestosciach ale
przesunietych w fazie o 90° (patrz réwnania (17) i (18) w punkcie 6.1.3. Sktadanie drgari
harmonicznych). Wynika z niej, ze réwnanie (55) mozna przeksztatcié¢ nastepujgco

x = e M[C cos(w,t) + Cysin(w,t)] = Ae ™ Msin(w t + ¢) (61)

gdzie

2
A=,C;+Cs= \/ v°+hx° = \/xo + %to amplituda drgan,

Wy



1 _ XoWtr _  Xp

C
tgp =

P o vot+hx, o vot+hx,

\/wg — h? okre$la kat przesuniecia fazowego.

Mozna teraz powiedzie¢, ze funkcja (61) opisuje drgania, ktérych obwiednig jest funkcja
Ae™™ co przedstawiono na wykresie (rys. 6).

X
A Aeht
t
Rys. 6.
Predko$¢ masy opisuje rownanie
x = —Ahe Msin(w,t + @) + Aw,e Mcos(w t + @) (62)
x = Ae M[w,cos(w,t + @) — hsin(w,t + ¢)] (63)
ktore mozna przeksztatci¢ do postaci
% = Ae " [w? + h2sin(w.t + @ + ) (64)

gdzie



2_p2
w; wy—h

tgy = — =
-h
W nastepujgcy sposob przeksztatci¢ wyrazenie / wf + h?

okresla kat przesuniecia fazowego. Wykorzystujgc wzér (56) mozna

Jw? + h? = Jw? — h? + h? = w, (65)
i ostatecznie predkos¢ masy opisa¢ rOwnaniem

x = Awge Msin(w it + @ +7) (66)
Ruch masy mozna odwzorowac takze na tzw. ptaszczyznie fazowej. W rozwazanym

przypadku, w wyniku dodatniego ttumienia charakterystyka zmierza do zera. Wniosku-
jemy z tego, ze energia mechaniczna uktadu zmniejsza sie i uktad jest stabilny.






W celu okreslenia wtasciwosci drgan ttumionych przeanalizujemy szczegdétowo rozwig-
zanie (61) z zastosowaniem wykresu (Rys. 8).

A
Ae'ht

ﬁﬁ‘\ N P i ™~

X
An
H_{IKAPHI;

Rys. 8.

Zaznaczono na nim dwie kolejne wartosci przemieszczenia 4,, i A,,;1 odlegte od siebie

. ./ 21 . , s .. p . . .
w czasie o wartos¢ T, = — Wielkos$¢ T; nie jest okresem drgan ttumionych, poniewaz
t

drgania te nie sg okresowe. Jest ona pseudookresem, ktéry tylko potocznie jest nazy-
wany okresem drgan ttumionych z tego wzgledu, ze okresla odlegtos¢ w czasie pomie-
dzy ,ekstremalnymi” potozeniami masy A,, i A, 41 nazywanymi — roOwniez potocznie -
amplitudami. Mowimy zatem w uproszczeniu o dwoch kolejnych amplitudach A,
i Ap4q i Okresie drgan ttumionych T;.

Stosunek dwéch kolejnych amplitud jest zwigzany zaleznoscig

e hTt — An
ATL+1

(67)



gdzie wyktadnik funkcji ekspotencjalnej nazywany jest logarytmicznym dekrementem
ttumienia D = hT;. Jest on miarg spadku amplitudy drgan w czasie jednego okresu.
Z zaleznos$ci (67) z uwzglednieniem D = hT;

gD = An (68)

ATL+1

wynika, ze spadek drgan jest ekspotencjalny jesli stosunek amplitud jest przedstawiony
w skali liniowej, co widac na rys. 8 — obwiednia drgan ma ksztatt funkcji ekspotencjal-
nej. Spadek drgan ma jednoczesnie charakter liniowy jesli stosunek amplitud jest
przedstawiony w skali logarytmicznej

D =In2n

(69)

Ant1

Gdy przedstawi sie przebieg drgan ttumionych w taki sposéb, ze o$ wartosci x jest loga-
rytmiczna, wowczas obwiednia drgan jest funkcjg liniowa.

W technice wystepujg rowniez takie uktady, w ktérych ttumienie moze by¢ ujemne.
Szczegotowe omowienie takich przypadkow pozostawiamy na dalszg czes¢ wyktadu.
Tutaj wystarczy podac, ze w takim przypadku ruch takiego uktadu opisuje rownanie
W postaci

x = e™[C cos(w,t) + Cpsin(w,t)] = Ae™sin(w,t + @) (70)



a przebieg tego rozwigzania to oscylacje o rosngcej amplitudzie, co pokazano ponizej na
rys. 9.

Aeht

P <

77\ _/\ >

Rys. 9.

Pokazany przebieg drgan charakteryzuje tzw. drgania samowzbudne - w tym przypadku
uktad jest niestateczny. Uktady samowzbudne to na przyktad. takie, w ktorych wystepu-
je tarcie suche, a predkos¢ slizgania jest mafta - np. skrzypce i smyczek, zawiasy
w drzwiach. Innym przyktadem drgan samowzbudnych wystepujgcych np. w konstruk-
cjach lotniczych to tzw. flatter skrzydta.



3.3.3. Ttumienie krytyczne

W przypadku ttumienia krytycznego (h? — w3 = 0) rozwigzanie réwnania (54) ma for-
me:

x = e M(C, + C,t) (71)
Predkos$¢ masy opisuje rownanie
x = —he ™ ™(Cy + Cyt) + Cre™ ™ = e M[C, — (C; + C,t)A] (72)

Jesli zatozymy warunki poczatkowe takie, ze dlat =ty = 0 [s]

X = xO
{x = Vy (73)
to wdéwczas na podstawie réwnan (71) i (72) otrzymujemy uktad rownan
Xo = (4
{Uo =(; = Ch (74)
z ktorego wyznaczymy state catkowania
Cl - xO
{Cz - UO + xoh (75)



Ostatecznie rozwigzanie opisujgce ruch masy ma forme
x = e Mxy + (vy + xoh)t] (76)

Jak wynika z rozwigzania (76) w przypadku ttumienia krytycznego nie wystepujg oscyla-
cje masy. W zaleznosci od warunkow poczatkowych dla danego ttumienia h rozwigza-
nie moze przebiega¢ zgodnie z jednym z dwdch przypadkow przedstawionych na wy-
kresie.

x [m]

» t[s]

Rys. 10.

W pierwszym przypadku (1) masa asymptotycznie zmierza do potozenia rownowagi nie
przechodzac przez potozenie réwnowagi statycznej, natomiast w drugim przypadku (2)
wystepuje jednokrotne przejscie masy przez to pofozenie i asymptotyczna zbieznos¢
masy do potozenia rownowagi. To, ktory z przypadkoéw bedzie zachodzit, mozna wyzna-
czy¢ analizujgc rozwigzanie (76). Jesli wystgpi przejscie masy przez potozenie réwnowa-
gi statycznej, to dla czasu oo >t = t; > 0 bedzie x = 0. Woéwczas na podstawie dru-
giego cztonu rozwigzania (76) mamy



Xo+ (Vo +x0h)t; =0t = TS (77)

Jesli zachodzi taka kombinacja warunkéw poczatkowych, dla ktorych istnieje dodatnia
skonczona wartos¢ t;, wowczas wystepuje jednokrotne przejscie masy przez potozenie
réownowagi. Czton rozwiazania e ™t nie jest tutaj brany pod uwage, poniewaz wynika
z niego, ze x — 0 jeslit — oo, co nie jest poszukiwanym przez nas rozwigzaniem.



3.3.4. Ttumienie nadkrytyczne

W przypadku ttumienia nadkrytycznego (h* — w3 > 0) rozwigzanie réwnania (54) ma
forme:

x =Ce't (78)

gdzie r to stata wartosé. Aby jg wyznaczy¢ zrézniczkujemy rozwigzanie (78) wzgledem
czasu otrzymujac

x = Cre™ (79)

¥ = Cr?e™ (80)
| podstawimy otrzymane zaleznosci do rownania (54):

Cr2e™ + 2hCre™ + wiCe™ =0 (81)

Ce™(r? + 2hr + w3) =0 (82)

Rownanie bedzie zawsze spetnione, bez wzgledu na wartosc t, jesli wyrazenie w nawia-
sie bedzie réwno zero

r2+2hr + w3 =0 (83)



Zalezno$¢ (83) to réwnanie kwadratowe, zatem obliczamy wyrdznik tego réwnania, od
ktorego zalezy jego rozwigzanie. Wyrdznik rédwnania

A= 4(h?* — w} (84)

jest wiekszy od zera, poniewaz rozwazamy przypadek ttumienia nadkrytycznego, kiedy
h? — w3 > 0. Réwnanie (83) ma wiec dwa rozwigzania

rs=—h ¥R — w2 (85)

ktére sg ujemne. Uwzgledniajac obydwie state ry i , w rozwigzaniu (78), otrzymujemy
rownanie opisujgce przemieszczenie masy

x = Cie"t + Cye™t (86)
gdzie C; i C, to state catkowania. Predkos¢ masy opisuje réwnanie

x = Cyryent + Corye™t (87)
Jesli zatozymy warunki poczatkowe takie, ze dlat =ty = 0 [s]

{x:xo

J'C == UO (88)

to wdéwczas na podstawie réwnan (86) i (87) otrzymujemy uktad rownan



xO - Cl + CZ
{Vo = (i + oy (89)
z ktérego wyznaczamy state catkowania
fC B Vo—XoTs vo—xo(—h+ hz—w(2)>
1= - ==
27 2 /hZ—wg
3 (90)

Vo—X h— [hz
Vo—XoT1 0 0( )

CZ ==

L n 2 [n2-

Z rozwigzania réwnania ruchu w postaci (86) wynika, ze w przypadku ttumienia nadkry-
tycznego nie wystepujg oscylacje masy. State r; i , sg ujemne i obydwa cztony rozwia-
zania zmierzajg asymptotycznie do zera, zatem rozwigzanie jest stabilne. W zaleznosci
od warunkéw poczatkowych dla danego ttumienia h i czestosci w, rozwigzanie moze
przebiegac zgodnie z jednym z dwdch przypadkow przedstawionych na wykresie.




Rys. 11.

Z rozwigzania (86) przy uwzglednieniu wyznaczonych statych mozna wyznaczy¢ czas t4,
taki ze 0 > t; > 0, w ktérym ewentualnie nastgpi przejscie masy przez potozenie row-
nowagi

=)

vo—xg| —h—_[h2 w(z)

T e

(86)



3.4. Drgania wymuszone z ttumieniem wiskotycznym

3.4.1. Rownania ruchu

W celu opisu drgan wymuszonych z ttumieniem wiskotycznym przyjmujemy nastepujg-
cy model, pokazany na rysunku.

P BN LE S

k tjc

m
bro

Dynamiczne rownanie ruchu masy ma postac:

l F(t) Rys. 12.

mi=F(t)—S—G (87)
gdzie:
S = kx to sita reakcji sprezyny,
G = cx to sita ttumienia wiskotycznego,
F(t) to sita wymuszajaca ruch.



Charakterystyke wymuszenia przyjeto jako wymuszenie harmonicznie zmienne, ponie-
waz jest to jedno z najbardziej niebezpiecznych wymuszen dla uktadu, czyli

F(t) = Fcos(6t) (88)

gdzie F [N] to amplituda wymuszenia, 6 [%] to czestos¢ wymuszenia.

F
iy

T,=21/6 Rys. 13.

Uwzgledniajgc powyzsze zapisy, rownanie ruchu zapisano jako

mX + cx + kx = Fcos(0t) (89)
i+ix+Ly= icos(@t) (90)
m m m
¥+ 2hx + wix = qcos(0t) (91)
gdzie

2h = %, h to tzw. wspodtczynnik ttumienia jednostkowego,
Wy = \/% to czestosc drgan wiasnych.

F . .
q= ;to amplituda wymuszenia jednostkowego.



Rozwigzaniem rdwnania (91) jest
X=X+ X (92)

gdzie x; to rozwigzanie ogélne réwnania jednorodnego (54) (¥ + 2hx + wjx = 0), kto-
rego postac zalezy od przypadku ttumienia, x, to rozwigzanie szczegdlne réwnania nie-
jednorodnego. Sens fizyczny tych rozwigzan jest nastepujacy: x; opisuje drgania swo-
bodne ttumione wynikajgce z niezerowych warunkow poczatkowych, x, opisuje drga-
nia wymuszone ustalone. Rozwigzanie x;, przy zatozeniu dodatniego ttumienia, jest
stabilng czescig rozwigzania i stosunkowo szybko zanika w czasie. Z punktu widzenia
inzynierskiego interesuje nas gtdwnie rozwigzanie opisujgce drgania wymuszone usta-
lone x,, ktorego forma jest nastepujaca

x, = Bcos(t —y) (93)

Poniewaz drgania swobodne ttumione zanikajg, to interesuje nas gtdwnie rozwigzanie
opisujgce drgania wymuszone ustalone, czyli mozemy przyjac

X = X, = Bcos(0t — y) (94)
gdzie

B = a (95)
J(w§—62)2+4h262




to amplituda drgan wymuszonych ustalonych, natomiast kat przesuniecia fazowego jest
zdefiniowany przez wzor

2h6
tgy = (96)

_p2
w;—0

Przebieg rozwigzania przedstawiono na wykresie. Takie rozwigzanie, okres$lone wzora-
mi (95) i (96) wystepuje poza sytuacja gdy jednocze$nie wg =6 ih = 0.

X
A

B
e

& »

o T,=2n/6 Rys. 14.

Przebieg czasowy drgan pokazuje, ze masa wykonuje ruch okresowy o ustalonej ampli-
tudzie. Okres drgan wymuszonych ustalonych T;, jest taki sam jak okres sity wymusza-
jacej. W zaprezentowanym ruchu interesujgca jest wielkos¢ amplitudy drgan wymuszo-
nych. Analizuje sie tzw. charakterystyke amplitudowo-czestosciowg, ktérg uzyskuje sie
nastepujgco. Nalezy licznik i mianownik wyrazenia (95) podzieli¢ przez w3, czyli

4

2

@Yo

2
62\“ 4h2 92
J(l——z) >
@9 wp @Wo

Licznik wyrazenia (33) mozna przeksztatci¢ do postaci

B = (97)




~

=== 04 (98)

|
3|=3 =

=

ktora wyraza statyczng deformacje sprezyny przez site o wartosci amplitudy wymusze-
nia F. Natomiast wspodtczynnik i—h = [ reprezentuje bezwymiarowy wspétczynnik ttu-
0

mienia, za$ wspofczynnik —=a reprezentuje bezwymiarowg czestos¢. Uwzgledniajac
0

przyjete oznaczenia zapisano réwnanie (97) w postaci

s
B= e (59)

Dzielgc rownanie (99) przez deformacje statyczng 85 otrzymano

1

B
H= 5_“ - /(1—a2)2+32a2

(100)

gdzie u = 63 to tzw. wspodtczynnik uwielokrotnienia amplitudy (wspdétczynnik dyna-
st

miczny). Zawiera on informacje o tym, jaka jest deformacja wywotana sitg zmienng
o amplitudzie F w stosunku do deformacji statycznej wywotanej sitg statyczng o warto-
$ci F. Z zaleznosci (99) wynika, ze ten stosunek zalezy od czestosci sity wymuszajacej
6 zawartej we wspodtczynniku a. Charakterystyka dynamiczna (99) jest nazywana cha-
rakterystyka amplitudowo-czestosciowg i mozna jg przedstawi¢ na wykresie przyjmu-
jac, ze a (czyli stosunek czestosci wymuszenia do czestosci wtasnej) zmienia sie od 0 do



. Taka charakterystyke, dla réznych wartosci ttumienia  przedstawiono na ponizszym
rysunku.
strefa przedrezonansowa strefa porezonansowa
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Zauwazamy, ze jesli f = 0 (tzn. gdy nie ma ttumienia) to przy a = —= 1 wartos¢
0

U= 63 — 00, czyli wystepuje zjawisko rezonansu mechanicznego polegajgcego na cig-
st

gtym wzroscie amplitudy drgan B do nieskonczonosci. Dla kazdego uktadu mozna okre-
sli¢ dopuszczalng wartos¢ wspotczynnika uwielokrotnienia amplitudy, czyli g0y, ktore-
go wartos¢ wyznacza granice strefy rezonansu. Jezeli nie wystepuje ttumienie to uktad
powinien pracowac w strefie przed- i pozarezonansowej. Praca w strefie rezonansowej
jest niebezpieczna dla uktadu, gdyz prowadzi ona do jego zniszczenia. Jezeli § # 0 (tzn.
gdy wystepuje ttumienie), to otrzymujemy przebiegi, z ktdrych kilka pokazano na ry-
sunku. Woéwczas dla a = 1 wartos¢ wspotczynnika uwielokrotnienia jest ograniczona
Wo

Fwynosi p =2 =2, czyli maleje wraz ze wzrostem ttumienia. Nalezy jeszcze zauwazy¢

kilka faktow. Bez wzgledu na ttumienie, wszystkie krzywe rozpoczynajg sie w wartosci 1
dla a = 0. Jest to oczywiste poniewaz wtedy czesto$¢ wymuszenia wynosi zero i wymu-

o . , . 6 .
szeniem jest statyczna sita o wartosci F. Ponadto w przypadku, gdy a = — 2 ®, czyli
0

czestos¢ wymuszenia 0 dazy do nieskonczonosci, to wspodtczynnik uwielokrotnienia
amplitudy maleje do zera. Innymi stowy, bardzo szybkozmienne wymuszenia stabilizujg
uktad. Jeszcze inaczej mozna powiedzie¢, ze wymuszenie zmienia sie tak szybko, iz
uktad nie nadaza odpowiadac na wymuszenie.

Wrdcmy jeszcze do wyrazenia (96) okreslajgcej kat przesuniecia fazowego prze-
mieszczenia wzgledem wymuszenia. Podzielmy licznik i mianownik tego wyrazenia (95)
przez wg otrzymujac



2h 0

_wowy _ Ba
tgy = ie_i’ =T (101)
)

Zmiane kata przesuniecia fazowego w funkcji bezwymiarowej czestosci a pokazano na

rysunku.
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B3P

Ps>PB3

[35=2 ttumienie krytyczne

Ps”Ps

a=0/w,
Rys. 16.




Wida¢, ze bez wzgledu na wielkos¢ ttumienia [, w rezonansie kat przesuniecia fazowe-
go zawsze wynosi 90° i wraz ze wzrostem czestosci wymuszenia dgzy do 180° (wow-
czas wymuszenie jest w przeciw-fazie do przemieszczenia i dlatego nastepuje stabiliza-
cja ukfadu).

Jezeli wystepujg drgania wymuszone przy pracy uktadu w rezonansie mechanicz-
nym (gdy wy = ) i braku ttumienia (h = 0), to rozwigzaniem réwnania (91) jest

x = Asin(6t) (102)

. _ b . 4 _pwW, _ F . . . s .
gdzieA=F 2kt lub inaczej A = F x t = T t. Wynika z tego, ze amplituda rosnie do

nieskonczonosci, co pokazano na ponizszym rysunku, a obwiednig drgan jest linia pro-
sta.

P <
>

Rys. 17.



Jezeli uktad pracuje w poblizu rezonansu, tzn. czestos¢ wymuszenia 0 jest nieznacznie
mniejsza od w, (tuz przed rezonansem) lub jest nieznacznie wieksza od w, (tuz poza

rezonansem), wowczas wystepuje tzw. zjawisko dudnienia, co pokazano na ponizszym
rysunku. Amplituda drgan okresowo rosnie i maleje.




4. Wibroizolacja
Drgania wystepujgce w uktadach mechanicznych to niekorzystne zjawisko, bo

powodujg zmeczenie materiatu (rysy, pekniecia i zniszczenie konstrukcji) oraz pojawia-
nie sie luzéw w potgczeniach ruchomych (niedoktadno$é pracy uktadu mechanicznego).
Konstruktorzy tak projektujg uktady, aby wystepujace drgania byty mozliwie mate (cat-
kowite ich wyeliminowanie jest niemozliwe). Jezeli w czasie pracy uktadu mechaniczne-
go drgania jednak wystepuja, to powinno sie zrobi¢ wszystko, co mozliwe, aby nie prze-
nosity sie z uktadu na obudowe lub odwrotnie, rozwigzujemy woéwczas tzw. problem
wibroizolacji drgan mechanicznych. Mamy dwa rodzaje zagadnien wibroizolacji:

a) wibroizolacja czynna (sitowa) dawniej nazywana amortyzacja,

b) wibroizolacja bierna (przemieszczeniowa) dawniej nazywana izolacja.
W przypadku a) konstrukcja wsporcza (obudowa) powinna by¢ chroniona przed dziata-
niem obcigzen dynamicznych, czyli sit przenoszonych na obudowe. W przypadku b)
urzadzenie powinno by¢ chronione przed drganiami obudowy (fundamentu).



4.1. Wibroizolacja przy wymuszeniu harmonicznym

4.1.1. Wibroizolacja czynna

Rozwazmy nastepujacy przyktad uktadu drgajgcego (np. obrabiarka). Masa m wy-
konuje drgania wymuszone - ten rodzaj drgan jest niebezpieczny dla ukftadu.

Fo) o bx

—
1]

obudowa

-

sity przenoszone
na obudowe

Al i
I

Rys. 1.
RAwnanie opisujgce ruch masy to
mx + cx + kx = Fcos(0t) (1)

Rownanie to doprowadzimy do postaci



¥+ 2hx + wix = qcos(0t) (2)
gdzie

2h = %, h to tzw. wspodtczynnik ttumienia jednostkowego,

/k .
wo = |—to czestos¢ wiasna ukfadu,
m

F . .
q= ;to amplituda wymuszenia jednostkowego.

Rozwigzanie réwnania (2) opisujgce drgania wymuszone ustalone to
x = Bcos(6t —y) (3)

gdzie amplituda drgan wymuszonych ustalonych okreslona jest jako

B = . (4)
J(w§—62)2+4h262

W tym przypadku na obudowe przenoszona jest sita przez sprezyne i ttumik, ktéra jest
rowna

P(t) =S(t)+G(t) = kx +cx (5)

Poniewaz przemieszczenie x jest opisane réwnaniem (3), to predkos¢ masy opisuje
rownanie



x = —BOsin(6t —y) (6)
Site przenoszong na obudowe mozna zapisa¢ nastepujgco

P(t) = kBcos(6t — y) — cBOsin(6t —y) = Ccos(O0t — y + a) (7)
gdzie

C = B\ k? + (c6)? (8)

to amplituda sity przenoszonej na obudowe, natomiast kat przesuniecia fazowego «
jest okreslony przez wzér

cO
tga =—- (9)

Uwzgledniajac (4) i (8) otrzymamy amplitude sity przenoszonej na obudowe w formie

C g+ k2+(cH)?

= (10)
J(w§—62)2+4h262

Dzielac licznik i mianownik réwnania (10) przez w3 dostaniemy zalezno$é



AT sy D) FW (11)

02\% 4n2 92 02\% 4n2 92 02\% 4n2 92 % 4h2 92
1-=) +—5— 1-= ) +—5— 1-=) +—5— 1-—
o wp W o ‘*’o ‘*’o o wp W o ‘*’o ‘*’o

f . q F . :
w ktorej najpierw wykorzystano fakt, ze Sk =2 nastepnie skorzystano z zalezno-

0

3|=3 1=

L. : 6 ., . 2h8 .
écic = 2hm ik = w3m aby czton % przeksztatci¢ do postaci — Wprowadzajgc znane
0

.. . 0 . 2h .
JUuz oznaczenla @ = —| ,3 = — zZaplisano
Wy Wy

N 1)

Dzielgc réwnanie (12) przez amplitude sity wymuszajgcej dostaniemy réwnanie

_C_ J1+p2%2a?
H=%= JA=a?)2+p2a? (13)

gdzie u to tzw. wspotczynnik przepuszczalnosci wibroizolacji, ktéry jest stosunkiem am-
plitudy sity przenoszonej na obudowe C do amplitudy sity wymuszajacej F. Zaleznos¢
wspotczynnika przepuszczalnosci wibroizolacji 4 od bezwymiarowej czestosci a dla réz-
nych wartosci ttumienia pokazano na ponizszym rysunku.



|l

— B,=0

B> B4

P3”B2

Ps>PB3

—_— [35=2 ttumienie krytyczne

Ps”Ps




Jesli B = 0 (tzn. gdy nie ma ttumienia) to|u| < 1 gdy a = wi > /2. Zatem wi > /2 to
0 0
warunek wibroizolacji czynnej. Poniewaz w, = \/%, to nalezy dobrac takg sprezyne

2
(dostatecznie miekka), aby k < %. Jezeli w uktadzie wystepuje ttumienie, (f§; # 0) to

wowczas dostajemy przebiegi, ktorych kilka pokazano na rysunku. Z pokazanych prze-
biegdw wynika, ze ttumienie psuje wibroizolacje, poniewaz sita przenoszona na obudo-
we jest wowczas wieksza niz w przypadku, gdy nie ma ttumienia.

Nalez pamietaé, ze w czasie ruchu maszyny lub jej zatrzymania przechodzimy
przez strefe rezonansu, w ktérej ttumienie jest korzystne, bo amplitudy drgan s3 ogra-
niczone. Dlatego w przypadku wibroizolacji wprowadzamy wkfadki z gumy, drewna,
tkaniny czy mas plastycznych, bo elementy te jako ttumiki nieznacznie psujg wibroizola-
cje, ale sg korzystne w przejsciowych okresach pracy maszyny.

Podsumowujgc,  warunek  osiggniecia  najskuteczniejszej  wibroizolacji

i spokojnej pracy maszyny w ruchu ustalonym jest taki, aby wi > /2 (zazwyczaj wynosi
0

4 + 5) oraz aby byto mate ttumienie. Nalezy pamieta¢, ze analizowany powyzej przypa-
dek to uktad o jednym stopniu swobody. W rzeczywistosci uktady majg znacznie wiecej

stopni swobody, bo np. w przypadku, gdy wi ~ 10 =+ 20 moze wystapic¢ zjawisko tzw.
0

rezonansu wewnetrznego sprezyn, ktdre w rzeczywistosci majg mase.



4.1.2. Wibroizolacja bierna

W przypadku wibroizolacji biernej mamy nastepujacy uktad przedstawiony na rysunku.

m lX

—
1]

obudowa\ m m m
' IR RVAVAVAVAS

v

E=,sin(0t)

przemieszczenia przenoszone
na mase m Rys. 9.

Przemieszczenie podtoza (obudowy) mozemy opisac np. funkcjg harmoniczng
§ = &osin(6t) (14)

S3 to np. ruchy podtoza wywotane zaburzeniem réwnowagi statycznej, oscylacje komu-
nikacyjne albo trzesienie ziemi, ktére wymuszajg ruch masy. Sita w sprezynie i ttumiku
to odpowiednio



§=k(—x) (15)
G =c(é—%) (16)

gdzie zatozono, ze £ > x. Rdwnanie ruchu masy ma forme
mx=G+S (17)

a po podstawieniu wartosci sit reakcji sprezyny i ttumika bedzie ona nastepujaca

mix = c(f — x) + k(& —x) (18)
i dalej

mi + cx + kx = c& + ké (19)

mx + cx + kx = c&y0cos(0t) + k&ysin(6t) (20)

éovk? + (cB)?sin(6t + a) (21)

mx + cx + kx
Ostatecznie zapiszemy
mX + cx + kx = Dsin(6t + a) (22)

gdzie

D = &g kZ + (cH)? (23)



to amplituda wymuszenia drgan masy, natomiast kat przesuniecia fazowego «a jest
okreslony przez wzér

tga = % (24)
Rownanie (22) doprowadzimy do znanej formy

¥+ 2hx + wix = qsin(0t + a) (25)
gdzie

2h = %, h to tzw. wspotczynnik ttumienia jednostkowego,

/k .
wo = |—to czestos¢ wiasna ukfadu,
m

q= %to amplituda wymuszenia jednostkowego.
Rozwigzanie réwnania (25) opisujgce drgania wymuszone masy ma znang postac

x = Bcos(6t —y) (26)
z amplituda okreslong jako

B = a (27)
J(w§—62)2+4h262




staci

B =

Uwzgledniajac, ze g =% oraz zaleznos¢ (23), amplitude drgan masy zapiszemy w po-

b i (co)?
(28)
\/(w ~02)% +4n202
Dzielac licznik i mianownik réwnania (28) przez w3 dostaniemy zalezno$é

<0 [k +(c)? b 77 (07 / <0) So 1+ Zhe
© JEZ+(c6)? 3 1+

B = m _ . - (29)

92\?

J(l—w—g)

4h2 62 62\*  4h2 62 62\*  4h? 92
t 252 J(l——z) > (1——2) t—
0 “o @o Wo Wo @o

Wy @o

w ktérej najpierw wykorzystano fakt, ze w3

2z

(— ) e
‘*’(2) wowo

—a nastepnie skorzystano z zaleznosci

c = 2hm ik = wim aby czton % przeksztatci¢ do postaci Zsze. Wprowadzajgc znane juz

0
. 0 . 2h .
oznaczenla a = —1 ﬁ = —Zzaplisano
Wy Wy
$o 1+B%a?

rownanie

(30)

Dzielgc réwnanie (30) przez amplitude wymuszenia kinematycznego ¢, dostaniemy



_ B _  J1+p2a?
K= e = Jaripa (31)

gdzie u to tzw. wspotczynnik przepuszczalnosci wibroizolacji, ktéry teraz jest stosun-
kiem amplitudy drgan masy B do amplitudy wymuszenia kinematycznego ;. Jak mozna
zauwazy¢, postac¢ wspotczynnika przepuszczalnosci wibroizolacji w przypadku wibroizo-
lacji zarédwno czynnej jak i biernej jest taka sama. Zatem wnioski dotyczgce wibroizolacji
biernej sg identycznej jak w przypadku wibroizolacji czynnej. Wspodtczynnik przepusz-
czalnosci wibroizolacji biernej nazywany jest wspotczynnikiem amplifikacji (wzmocnie-
nia) drgan podtoza.



5. Drgania uktadu mechanicznego o dwodch stopniach swobody

5.1. Drgania wzdtuzne

Ss >
<
m,,
= P
2 K,
S,
P*

Dla uktadu mechanicznego pokazanego na rysunku utozymy
dynamiczne rownania ruchu stosujgc rownania Lagrange’a
drugiego rodzaju. Uktad sktada sie z dwdéch wodzikéw pota-
czonych miedzy sobg oraz z ostojg za pomocg sprezyn. Ruch
wodzikéw jest wymuszany przez sity harmoniczne o jednako-
wej czestosci. Tarcie w uktadzie zostato pominiete. Znane s3:
masy wodzikow m, [kg] i m, [kg], wspotczynniki sprezystosci
sprezyn kq, [N/m], k, [N/m] i k3 [N/m], sity wymuszajace ruch
P} = P,ycos(0t), P; = P,ycos(0t), Pio [N] i Pyo [N] - ampli-
tudy sit wymuszajacych, 6 [rad/s] - czesto$¢ wymuszenia.

Omawiany uktad ma dwa stopnie swobody, poniewaz ruch
wodzika 1 nie wymusza ruchu wodzika 2. Obydwa wodziki sg
w ruchu postepowym, wiec przyjmujemy nastepujgce wspot-
rzedne uogdlnione:

g1 = X1 - to przemieszczenie wodzika 1,

g, = X, - to przemieszczenie wodzika 2.

Predkosci uogdlnione to q; = x4, 4, = X5.

Uogdlnione przemieszczenia przygotowane to d&q; = 6xq,
6q, = 0x,.



W rozwazanym przypadku rownania Lagrange’a drugiego rodzaju opisujgce ruch uktadu
to

() - =0 j=12 )

at \ox;
Energia kinetyczna uktadu jest sumg energii kinetycznych wszystkich bryt, czyli:
1 ) 1 .2
E =-myx{ +-omyis (2)

Elementy lewej strony rdwnan Lagrange’a drugiego rodzaju to:

0E 0E

O _o, E

0x4 dx, 3)
i(a_E)_i(mx)_mjé i(a_E)_i(mx)_mjé (
dt\ax, ) — at > VT AL g \ox,) T oar N 2720 T 22

Sity uogdlnione wyznaczymy w znany juz sposob stosujgc zasade prac przygotowanych.
Wprowadzamy sity dziatajgce na uktad mechaniczny. Sg to:

P;, P; - sity wymuszajace ruch wodzikéw, co do wartoéci réwne P; = P;qcos(6t),
P; = P,,cos(6t),

S1, S5, S5, S3 - sity reakcji sprezyn, co do wartosci S; = kyxq, S, = S5 = k,(x; — x5),
S3 = k3x,, czyli pominieto sity wstepnego napiecia sprezyn pod wptywem ciezaréw
bryt (ciezary bryt rdwniez pominieto).



Okreslamy sity uogdlnione uktadu. Zaktadamy pierwszy przypadek, gdzie mozliwy jest
tylko ruch wodzika 1, tzn. 6q; = 6x; # 0, 6q, = 6x, = 0. Praca przygotowana sit dzia-
tajgcych na wodzik 1 bedzie nastepujaca:

Q16q; = P16%; = (P{ — S1 — 5,)6x; = (P — S; — S3)8q4 (4)
wiec wartosc¢ pierwszej sity uogolnionej to:

Qi =P;—5 -5, (5)
Zaktadamy teraz drugi przypadek, gdzie mozliwy jest tylko ruch wodzika 2, tzn.
6q, = 6x, # 0, 6q; = 6x; = 0. Praca przygotowana sit dziatajagcych na wodzik 2 be-
dzie nastepujgca:

Q28q, = P,6%, = (P; + 55 — S3)8x, = (P; + S; — $3)8¢; (6)
wiec wartosc¢ drugiej sity uogolnionej to:

Q;=P; +5;— 53 (7)
Podstawiajgc obliczone wartosci do rownan Lagrange’a, otrzymamy:

{mljél =P —-5-5 (8)
m2x2:P2*+Sé_53



Wszystkie elementy rownan poza wymuszeniami przenosi sie na lewe strony. Po pod-

stawieniu zaleznosci okreslajacych sity w sprezynach, otrzymano
{mljél + k1x1 + kz(xl - xz) = P10COS(6t) (9)
mzjéz + k3x2 - kz(xl - xz) = P20C0$(6t)

Uzyskane réwnania stanowig uktad sprzezonych liniowych réwnan rézniczkowych dru-
giego rzedu niejednorodnych o statych wspoétczynnikach. Sprzezenie rownan polega na
tym, ze zmienne opisujgce ruch kazdej z bryt uktadu wystepujg w obydwdch réwna-
niach i nie mozna rozwigzywac¢ tych réwnan niezaleznie. Rozwigzanie tego uktadu
otrzymuje sie stosujgc teorie dotyczgcg rownan rézniczkowych liniowych.

Bardzo waznym elementem analizy ukfadu jest wyznaczenie jego czestosci wiasnych.
W tym celu analizuje sie drgania swobodne opisane uktadem réwnan jednorodnych:

mljél + k1x1 + kz(xl - xz) - 0
.. (10)
My + k3x, — k(X —x3) =0
Rozwigzanie uktadu rownan jednorodnych (10) ma postaé:
x, = Ajcos(wt + @)
(11)
x, = Aycos(wt + @)

gdzie: A4, A, - amplitudy drgan swobodnych wodzikéw,
w — czestosc wtasna,
@ — kat przesuniecia fazowego.



Podstawiajgc rozwigzanie (11) i jego drugg pochodng

{5&1 = —A;w?*cos(wt + @) (12)

i, = —A,w?cos(wt + @)
do uktadu réwnan (10), otrzymano uktad

{[—mlAla)2 + k1A + k(A4 — Ay)]cos(wt + @) =0

13
[-m,A,w? + k3A, — ky,(A; — Ay)]cos(wt + @) =0 (13)

ktory po uporzadkowaniu ze wzgledu na amplitudy zapisano nastepujgco

{[(—mlw2 + ky + ky)A; — kyA]cos(wt + @) =0 (14)

[(—myw? + k, + k3)A, — kA ]cos(wt + @) =0

Rownania (14) beda spetnione dla kazdej chwili czasu, jesli wyrazenia w nawiasach [.]
bedg rowne zero, czyli

{(_mlwz + kl + kZ)Al - k2A2 =0 (15)
(—m2w2 + k2 + k3)A2 - k2A1 - 0
Uktad rownan (15) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej nastepujaco:
—m1w2 + kl + k2 _k2 Al O
2 | =1o] (16)
—k2 —myw + k2 + k3 2 0



Przez przyrownanie do zera wyznacznika charakterystycznego uktadu réwnan, otrzy-
mano réwnanie czestosci drgan wiasnych:

(—m1w2 + kl + kz)(_mzwz + k2 + k3) - k% =0 (17)

ktore po uporzadkowaniu ze wzgledu na czestos¢ w zapiszemy w postaci

ki+k k,+k kik,+k {ks+k,k
w4_(1 2_|_2 3)w2+12 1K3 23:0 (18)
my m; mim,

Otrzymane rownanie jest wielomianem 4-go stopnia. Przez podstawienie:
w? =z (19)

mozna obnizy¢ stopien wielomianu i otrzymac réwnanie kwadratowe:

ki+k k,+k kik,+k ks+k,k
wz_(1 2_|_2 3)Z+12 1K3 23:0 (20)
my m; mim,

Sposdb rozwigzywania tego réwnania znany jest z matematyki. Rozwigzania zalezg od
tzw. wyrdznika rownania kwadratowego, czyli:

2

ki+k ko+k kik,+k kz+kyk

A:(l 2+2 3) _412 173 213 (21)
mq m, mim,

Mozna wykaza¢, ze A> 0 i rozwigzania rownania (20) sg nastepujace



2
1/k{+k k,+k —1 k{+k k,+k kik,+k{ky+kok
Z1 s E(1 2|23)|_\/(1 2|23) g Kakatkiksthsks
myq m, 2 myq m, mym;

(22)

Postacie rozwigzan sg takie, iz tatwo mozna zauwazyc, ze z; > 0i z, > 0. Uwzglednia-
jac wykonane wczes$niej podstawienie (19), teraz otrzymamy

w=23,/z;, (23)

Biorgc pod uwage jedynie dodatnie rozwigzania réwnania (23), otrzymamy ostatecznie
dwie czestosci wtasne ukfadu:

1(ki+k ky+k3\ —1 ki+k ky+ks\2 kik,+kiks+kyk
W1y = E(1 2 4 X2 3)+_\/(1 2 4 X2 3)_412 1R3TK2K3 (24)

my m, 2 my m, mym,

Przyjete rozwigzania (11) uktadu réwnan (10) nalezy zapisa¢ w postaci, ktéra uwzgled-
nia obydwie czestosci wtasne, czyli

{xl - x11 + x12 - A11C05(w1t + (pl) + A12C05(w2t + (pz)

25
Xy = Xpq1 + Xoo = A21C05(w1t + (pl) + A22C05(w2t + (pz) ( )
gdzie
{xll == A11C05(w1t + (pl)' X12 = A12C05(w2t + (pz) (26)
X1 = A21C05(w1t + (pl)' Xoo = A22C05(w2t + (pz)



Kazde rozwigzanie zawiera dwie dowolne state ¢, i ¢, oraz jedng niewiadomga ampli-
tude, gdyz druga amplituda jest zalezna od pierwszej, co wynika z uktadu réwnan (15).
{(—mlwz + ki +ky)A — kA, =0
(—myw? + ky + k3)A, — kA =0
czestos¢ witasng to zapiszemy

Jesli w tym uktadzie réwnan uwzglednimy i-tg

{(_mlwlz + kl + kZ)Ali - k2A2i - 0 (27)
(_mzwiz + k2 + k3)A2i - kZAli - 0
a nastepnie
ﬁ _ —m1w112+k1+k2 _ ]
Ali k2 L (28)
ﬁ _ —m2w112+k2+k3 _ ]
Ay k S

Wspotczynnik p; okreslajacy zaleznos¢ pomiedzy amplitudami mozna wyznaczy¢ z do-
wolnego rownania uktadu (28) przyjmujac za i liczbe 1 lub 2 zwigzang z numerem cze-
stosci wiasnej. Pomimo rdéznych form rownan, jego wartos¢ bedzie taka sama niezalez-
nie od tego, z ktorego rownania skorzystamy.

Ostatecznie rozwigzanie (25) przedstawimy w postaci:

{ x1 - x11 + x12 - A11C05(w1t + (pl) + A12C05(w2t + (pz)

29
Xy = Xp1 + Xpp = Uy Aj1c05(w1t + @1) + prApc08(wat + @3) (29)



Jest to ogdlna postac drgan uktadu zachowawczego o dwdch stopniach swobody. State
@1 i@, orazA;q i A1, wyznacza sie z warunkow poczatkowych.



Omowimy teraz pewne pojecia typowe dla drgan mechanicznych. Rozwigzanie x;1 i X5
przedstawiajgce drgania harmoniczne uktadu z pierwszg czestoscig wtasng nazywa sie
pierwszym drganiem gtéwnym (wtasnym) uktadu, zas rozwigzanie x;, i x,, przedsta-
wiajgce drgania harmoniczne uktadu z drugg czestoscig wtasng nazywa sie drugim
drganiem gtdownym uktadu. Wspotczynniki pq i pu, charakteryzujgce postac¢ drgan wta-
snych, nazywa sie postaciami drgan witasnych (gtownych).

Lliigi s
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Rozwazymy teraz drgania wymuszone opisane uktadem réwnan niejednorodnych (9):

{mljél + k1x1 + kz(xl - xz) = P10COS(6t)
mzjéz + k3x2 - kz(xl - xz) = P20C0$(6t)

Jesli dla uproszczenia wezmiemy pod uwage jedynie czes$¢ rozwigzania odpowiadajaca
procesowi stacjonarnemu drgan wymuszonych niettumionych (to inaczej drgania wy-
muszone ustalone), nalezy uwzgledni¢ tylko rozwigzanie szczegdlne podanego uktadu
rownan. Rozwigzanie to ma postac:
{xl = A,cos(0t) (30)
x, = A,cos(0t)

gdzie: A4, A - amplitudy drgan wymuszonych wodzikéw.
Podstawiajgc rozwigzanie (30) i jego drugg pochodng do ukfadu réwnan (9) , po upo-
rzgdkowaniu ze wzgledu na amplitudy, otrzymano

{[(—mlez + ki + ky)A; — kyA,]cos(8t) = Pyycos(6t) (31)
[(—m292 + k2 + k3)A2 - szl]COS(Ht) = P20C0$(6t)
Réwnania (31) bedg spetnione dla kazdej chwili czasu, jesli
{(—m192 + ky + k3)A; — kyAy = Py (32)
(—m292 +ky + k3)A; — ky Ay = Py



CO W zapisie macierzowym wyraza sie nastepujaco:

[—m192 + kl + k2 _k2 ] [Al] — [Plo] (33)
_k2 —m292 + k2 + k3 AZ P20

Wprowadzmy oznaczenia

fT _ [—m192 + kl + k2 _k2 ]
B _k2 —m292 + k2 + k3
Ay
= 34
! A=y (34)
P1g
\ b= on]

ktore umozliwiajg zapisanie réwnania (33) w zwartej formie
TA=P (35)

Aby wyznaczy¢ wektor amplitud drgan, nalezy pomnozy¢ lewostronnie rownanie (35)
przez odwrotnos$¢ macierzy wspotczynnikow T. Woéwczas otrzymamy:

A=T"1p (36)

Z definicji macierz odwrécong oblicza sie nastepujaco:



-1 _ 1 D/
T = ot [T"] (37)

gdzie: det(T) — wyznacznik macierzy T,

TP - macierz dopetnienr algebraicznych.
[.]" - oznacza operacje transpozycji macierzy

W naszym przypadku bedzie:

r1 o1 |(mef? + ke + k) (=1 —k (1)
WD k(D)@ (1,67 + ky + ) (~D) @)
(38)
T_l _ 1 [—m292 + k2 + k3 k2 ]
(M 0% +ky+ky) (—my 02 +ky+ka)—k? k, —m192 + ki +k,
(39)

Wstawiajgc rownanie (39) do réwnania (36), obliczymy amplitudy drgan wymuszonych:

A, = (—my 0% +k,+k3)Pio+k, Py
(—m102+kq+ky)(—m,02+ky+k3)—k2

A, = ko Pyo+(—m10%+k,+k;)Py
(—mq02+k,+ky)(—m,02+k, +kg)—k2

(40)

Jesli czestosé wymuszenia 8 bedzie rdwna 0 to z uktadu rdwnan (40) okreslimy statycz-
ne wychylenie wodzikéw (pod wptywem statycznych sit):



(kp+k3)P1ot+k, Py

4,0 = 0) = 5, = {eriafutil (41)
_ _ _ kaPio+(ky+kz)Ps
Az(e - O) - 6St - kiky+kikz+kyk3

Natomiast jesli czestos¢ wymuszenia 8 = w; lub 8 = w, to wowczas zachodzi zjawisko
rezonansu i amplitudy A, i A, bedg dazy¢ do nieskoriczonosci.

Na podstawie uktadu réwnan (40) mozna wyznaczyé tzw. charakterystyki ampli-
tudowo-czestosciowe. Dla danych m; =m, =1 [kg], k; =k, =k; =1 [N/m],
P;o = 10 [N], P, = 0 [N] czestosci wtasne wynosza: w; = 1 [rad/s], w, = 1.73 [rad/s].
Przyjmujac czestos¢ wymuszenia jako zmienng w zakresie 6 € (0 — 2) wyznaczono cha-
rakterystyki przedstawione na rysunku.
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Wartosci amplitud dla wybranych wartosci czestosci wymuszenia przedstawiono w ta-
beli

6|0 w1 | V2 =~ 1.4142 | w,
A, | 6.6666 | o |0 o |0
A, 33333 | o [ 10 © |0

Na podstawie danych z tabeli oraz charakterystyk przedstawionych na rysunku mozemy
stwierdzi¢, ze istnieje taka czesto$¢ wymuszenia (0 = /2), ze amplituda A4 masy 1 jest
rowna 0,pomimo tego, ze dziata na nig wymuszenie. Jest to zjawisko nazywane antyre-
zonansem. Jego istnienie wykorzystuje sie w projektowaniu tzw. ttumika dynamiczne-
go. Omowimy teraz zasade jego dziatania.

Przyjmijmy, ze w rozwazanym uktadzie wodzik 1 ze sprezyng k; jest uktadem
podstawowym, na ktéry z jakich$ wzgleddw dziata wymuszenie P; = P;ycos(6t). Gdy-
by nie byto pozostatych elementow uktadu, bytby to uktad o jednym stopniu swobody.
Wowczas jedyng mozliwoscig zmniejszenia amplitudy drgan dla danej czestosci wymu-
szenia bytoby zwiekszenie ttumienia. Mozna jednakze postapi¢ inaczej, modyfikujac
uktad podstawowy przez dotozenie kolejnej masy zamocowanej sprezyscie na ukfadzie
podstawowym (mozna rowniez zastosowaé dwie sprezyny jak w omawianym wczesniej
przyktadzie — nie czyni to zagadnienia bardziej ztozonym). Dodatkowa masa ze sprezyng
muszg by¢ tak dobrane, aby zjawisko antyrezonansu wystepowato przy czestosci dziata-
jacego wymuszenia 6.

Przeanalizujmy zatem amplitude A; ze wzoru (40), zaktadajac, ze na mase drugg
nie dziata wymuszenie (P,o = 0). Zazgdamy, aby amplituda A; = 0, czyli aby zachodzito
zjawisko antyrezonansu. Musi by¢ zatem spetnione rownanie



(-m,0%+k,+k3)Pg

Ay = (=M, 62 +ky+ky)(—my02+ky+k3)—K5 - (42)
Bedzie ono spetnione jesli licznik bedzie rowny zero, czyli
—m292 + k2 + k3 - 0 (43)

Jesli zatozymy mase ttumika dynamicznego m,, wowczas obliczymy sume wspotczynni-
kow sprezystosci sprezyn, ktore powinny byc¢ zastosowane

k2 + k3 = m292 (44)

a jesli zatozymy jakie majg by¢ sprezyny, to okreslimy wymagang mase ttumika dyna-
micznego

_ kotks K,

2 92 E (45)
gdzie k, — to zastepczy wspodtczynnik sprezystosci sprezyn. Zaleznos¢ masy ttumika od
czestosci wymuszenia, dla wybranych wartosci wspétczynnika k, przedstawiono na ry-
sunku.
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Zauwazamy, ze do wyttumienia drgan powodowanych wymuszeniami o niskich czesto-
Sciach, konieczne jest stosowanie duzych mas, przy czym wrazliwos¢ uktadu na wartosc
masy m, maleje wraz ze wzrostem czestosci wymuszenia.

Zwréémy uwage na fakt, ze ttumik dynamiczny dziata poprawnie tylko dla jednej,
konkretnej wartosci czestosci wymuszenia 8. Dodatkowo ttumienie, ktérego nie brali-
Smy pod uwage pogarsza jeszcze dziatanie ttumika dynamicznego.



5.2. Drgania skretne

Rozwazmy drgania uktadu przedstawionego na rysunku. W podanym uktadzie wystepu-
ja cztery krazki o znanych masowych momentach bezwtadnosci odpowiednio I3, I5, I3,
I, oraz waty o wspodtczynniku sprezystosci skretnej k4, k,. Zaktadamy, ze krazki 2 i 3
wspotpracujg bez poslizgu.

- ===

Podany uktad ma trzy stopnie swobody, poniewaz mogg wystepowac niezalezne ruchy
krazka 1, pary kragzkow 2 i 3 oraz krgzka 4. Okaze sie jednak, ze drgania takiego uktadu
mozna opisac jak w uktadzie o dwdch stopniach swobody. Jest tak dlatego, ze w analizie
drgan nie interesujg nas katy obrotu poszczegdlnych krazkow, ale ich obroty wzgledne,
a wiec ruch pary krazkéw 2 i 3 wzgledem krazka 1, oraz ruch krgzka 4 wzgledem pary
krazkow 2 3.



zaktadam o>,

zaktadam o¢,>0,

Dynamiczne rownania ruchu ukfadu sg nastepujace

¢, = —Mg,
{ Ly, = Mél —Yr, (1)
I3¢3 = —Mgs, +Y'r3
I,@4 = Méz
Zaleznosci sitowe

Yy =Y (2)

pozwalajg zapisa¢ dynamike uktadu w postaci trzech réwnan



Ligp; + Mg, =0
I, — Mgy + L3i¢p3 + iMs; =0 (3)
I,y — Méz =0

Z kinematyki wiadomo, ze
T . .
T2 =T33 = Q3 = éfpz =1p; L1== (4)

Momenty sit sprezystych to

{ MSl = Mé‘l = kl((pl - (Pz) (5)

Mg, = Mslz =k, (@3 —94) = k(i — @4)

Uwzgledniajac (4) i (5), zapiszemy (3) w nastepujacej formie

Ligy + k(@1 — @) =0
(I + i%13)$y — ke (@1 — @2) + ik, (i — @y) = 0 (6)
I4§g — k(i —@y) =0

Réwnanie (6.1) pomnézmy przez (I, + i%I3) a réwnanie (6.2) przez I, i odejmijmy stro-
nami. Nastepnie réwnanie (6.2) pomndzmy przez il, a réwnanie (6.3) przez (I, + i%l3) i
odejmijmy stronami. Otrzymamy uktad dwoch réwnan



{(12 +i21)L[§1 — @] + kyllp + 215 + 1] (@ — @3) — ik, (i — @y) =0
(I, + i213)14[i¢2 — Pyl — kqily (@1 — @3) + ko[l + 13 + i214](i<P2 — @) =0

(7)
Wprowadzajgc oznaczenia
P1— P2 =0
{ifpz — P = Qy (8)
zapiszemy
{(12 + i213)11d1 + k1[12 + i213 + Il]al - i11k2a2 =0 (9)
(I + i213) 1,60, — kyilgay + ko[l + I3 + i%1,]a, = 0
i dalej
{dl + allal - alzaz - 0 (10)
Gy — Q101 + Ay, =0
gdzie
s _ kqlI+i%I3+1]
1 = (I +i213)14
12 = 720
(I +i213)14
U (11)
21 = (I +i213)1,
_ kpll+13+i%1,]
(P22 = (I, +i213)1,




Uzyskany opis drgan skretnych ma taka samg forme matematyczng jak opis drgan
wzdfuznych podany w punkcie 9.1, a zatem do dalszej analizy mozna zastosowac poda-
ne wczesniej metody.



6. Drgania samowzbudne

6.1. Galopowanie przewodow elektrycznych

Zauwazono, ze przy pewnych warunkach atmosferycznych przewody elektryczne
wysokiego napiecia drgajg z duzymi amplitudami i bardzo matg czestoscia. Przewody te
sg drutami o przekroju kotowym, rozciggnietymi miedzy stupami odlegtymi o okoto 90
m. Drut drga w postaci jednej lub dwu potfal, z amplitudg rzedu 3 m w srodku rozpieto-
Sci i z czestoscig 1 Hz lub mniej. Ze wzgledu na charakter tego zjawiska nazywa sie je
»8alopowaniem", a nie drganiem. Zjawiska tego nie zauwazono nigdy w kraju o cieptym
klimacie, natomiast wystepuje prawie kazdej zimy w pétnocnych stanach USA i w Kana-
dzie, kiedy temperatura waha sie okoto 1°C i gdy wieje silny, boczny wiatr. W wiekszo-
Sci takich przypadkéw znajdowano na drucie $nieg. Przyblizone obliczenie pokazuje, ze
czestos¢ drgan wtasnych odcinka przewodu rozpietego miedzy dwoma stupami jest te-
go samego rzedu co czestos¢ zaobserwowana. Fakt, ze drgania raz rozpoczete sg bar-
dzo gwattowne i trwajg czasem 24 godziny, wskazuje na to, ze nie mozna ich uwazac za
drganie wymuszone. Gdyby bowiem byty to drgania wymuszone, to podmuchy wiatru
musiatyby miec czestos¢ rowng doktadnie czestosci drgan wtasnych przewodow. Niech
dla przyktadu T=1 s i jezeli w ciggu 10 min mielibysmy nie 600, a 601 rownoodlegtych
podmuchow wiatru, to drgania wzrastatyby w ciggu pierwszych pieciu minut i malatyby
W Ciggu nastepnych pieciu minut. Aby utrzymac drgania przewodow w ciggu 2 godzin
btad w doktadnosci podmuchéw wiatru musiatby by¢ mniejszy niz 1/7200, co jest zu-
petnie nieprawdopodobne.



Mamy tu do czynienia z przypadkiem drgan samowzbudnych wywotanych dziata-
niem wiatru na przewody, ktdre na skutek przymarzania do nich sniegu zmieniajg swoj
przekrdj i przestajg by¢ okragte. Wyjasnienie tego zjawiska wymaga znajomosci kilku
podstawowych zasad z aerodynamiki.

Kiedy wiatr odmuchuje okragty cylinder (rys. 1a), wtedy sita pochodzaca od wia-
tru jest z nim zgodna co do kierunku. Jest to oczywiste i wynika z symetrii. W przypadku
cylindra o przekroju niekotowym (rys. 1b) twierdzenie takie nie jest stuszne, poniewaz
wowczas sita jest odchylona od kierunku wiatru o pewien kat. Przyktadem tego jest
skrzydto samolotu, w przypadku ktorego sita jest prawie prostopadta do kierunku wia-
tru (rys. 1c).

a) b)

wiatr i
i sita

s
%‘

wiatr

Rys. 1. Dla niesymetrycznych przekrojéw kierunek wiatru i kierunek wywotanej przez niego sity nie
pokrywajg sie



Rozpatrzmy przewdd elektryczny podczas wystepowania galopowania i zwréémy
uwage na ruch w dot. Jezeli nie ma wiatru, to przewdd bedzie odczuwat podmuch skie-
rowany w gore. Kiedy pojawi sie wiatr poziomy o predkosci V, na przewdd poruszajacy
sie w doét z predkoscig v bedzie dmuchat wiatr skierowany lekko w gore pod katem
arctg(v/V).

wiatr

vV
Rys. 2. Poziomy boczny wiatr skierowany jest w gore wzgledem poruszajgcego sie w doét przewodu

Jezeli przewdd ma przekrodj kotowy, to sita wywotana przez ten wiatr bedzie posiadata
matg sktadowgq skierowang w gdre (rys. 2). Poniewaz przewdd porusza sie w dof, skta-
dowa ta jest sitg skierowang przeciwnie do kierunku ruchu przewodu i ttumi ten ruch.
Dla przekrojow niekofowych moze sie jednak zdarzy¢, ze pochodzgca od wiatru sita ma
sktadowg skierowang w déf, z czym zwigzane jest istnienie ujemnego ttumienia (rys.
1b).

Rozwazajgc w podobny sposob warunki, jakie wystepujg podczas ruchu przewo-
du w gore widzimy, ze wzgledny wiatr wieje na przewdd z gory pod pewnym katem,
a sita, z jaka dziata on na okragty przewdd, ma sktadowg skierowang w dot, ktdra ttumi
ruch. Dla przekroju niekotowego sita moze miec skierowang w gore sktadowa, ktora
majac ten sam kierunek co ruch dziata tak, jak ujemne ttumienie.



Jezeli zamarzniety na przewodzie snieg ma przekrdj, ktory powoduje, ze zalez-
nos¢ pomiedzy kierunkiem wiatru a sitg jest taka, jak na rys. 1b, to mamy do czynienia
z dynamiczng niestatecznoscia. Kiedy z jakiego$ powodu drut ma matg predkosc skie-
rowang w gore, wskutek dziatania wiatru wystepuje wtedy jeszcze wiekszy ruch do gory
az do chwili, kiedy sita sprezystosci drutu nie zatrzyma go. Nastepnie sita ta powoduje
ruch drutu na dot, w czym zndw pomaga wiatr i dlatego mate drgania szybko powiek-
szajq sie.



6.2. Przekroje niestateczne dynamicznie

Pozostaje nam jeszcze do okreslenia, ktore przekroje s3 dynamicznie stateczne
(podobnie jak przekrdj okragty), a ktore sg niestateczne. Wprowadza nas to w zakres
aerodynamiki nieregularnych przekrojéw. Zazwyczaj mozemy zrobic tylko bezposrednie
doswiadczenie, ale w niektorych przypadkach réwniez rozwazania jakosciowe daja
pewne informacje. Najbardziej ,niestatecznym" ze znanych przekrojow jest poétkole
odwrdcone pfaskg strong w kierunku wiatru.

Rys. 3. Optyw powietrza wokoét cylindra o potkolistym przekroju

Na rysunku 3 przedstawiono taki przekrdj w przeptywie wiatru wiejgcego nieco z gory,
co podczas galopowania odpowiada ruchowi przewodu w goére. Strumien powietrza
odrywa sie na ostrej, dolnej krawedzi przekroju, ale na pewnej dfugosci moze optywac
gorng powierzchnie. Zwigzane jest to z tym, ze wiatr wieje na przewodd z gory.



Obszar pokryty kreseczkami jest obszarem zawirowan, o ktéorym wiadomo tylko
tyle, ze srednie cisnienie jest tam zblizone do atmosferycznego. Na dolnej potowie po-
wierzchni cylindra mamy cisnienie atmosferyczne, tzn. cisnienie jakie panuje w pewnej
odlegtosci od przewodu, gdzie nie ma zaktécen. Ponad przekrojem linie przeptywu za-
krzywiajg sie w doét. Oznacza to, ze cisnienie maleje, gdy przechodzimy od a do b, co
mozna wyttumaczy¢ w nastepujacy sposoéb. Rozpatrzmy czastke powietrza w linii pradu.
Gdyby nie dziataty na nig zadne sity, to poruszataby sie ona po linii prostej. Poniewaz jej
tor jest zakrzywiony w dot, musi wiec istniec sita dziatajgca na nig z gory. Sita ta moze
by¢ wywotana tylko przez réznice cisnien panujgcych nad i pod czgstky, zatem cisnienie
w punkcie a musi by¢ wieksze niz w punkcie b. Poniewaz w punkcie a ciSnienie rowne
jest atmosferycznemu (niezaktéconemu), wiec w punkcie b cisnienie musi by¢ nizsze od
atmosferycznego. W zwigzku z tym na przekrdj w ksztatcie potkola dziata skierowana
w gore sita na skutek roznicy cisnien panujgcej miedzy gérng a dolng powierzchnia. Dla-
tego tez przedstawiony na rys. 3 przypadek nalezy uznac za zdecydowanie niestateczny.



Innym niestatecznym przekrojem jest wydtuzony prostokat wystawiony szer-
szym bokiem na dziatanie wiatru (rys. 4). Wyjasnienie niestatecznosci jest tu identycz-
ne, jak dla preta potkolistego (rys. 3), z tg réznicg, ze sam efekt jest mniejszy. Efekt ten
mozna fatwo zaobserwowac na ptaskiej desce trzymanej w rece za jeden koniec, ktorej
drugi koniec jest zanurzony w zbiorniku z wodg. Kiedy deske ciggniemy przez wode tak,
ze szerszy bok jej przekroju jest prostopadty do kierunku ruchu, woweczas ruch jej jest
zygzakowaty. Natomiast w przypadku kiedy wezszy bok przekroju jest prostopadty do
kierunku ruchu wtedy deska porusza sie w sposob prawie ustalony.

Rys. 4. Optyw bbwietrza wokét preta o prostokatnym przekroju



Jezeli przekrdj niestateczny umocujemy obrotowo w $Srodku i umiescimy przed
wentylatorem tak, jak na rys. 5, to bedziemy mieli do czynienia ze zjawiskiem obrotu
samowzbudnego. Gdy przyrzad taki znajduje sie w spoczynku, wéwczas wiatr nie dziata
na niego zadnym momentem, ale gdy tylko zacznie sie on obraca¢, natychmiast pojawia
sie moment pochodzacy od wiatru, ktéry wspadtdziata z obrotem. Kierunek obrotu zale-
zy oczywiscie tylko od wychylenia poczatkowego, ktdre na ogot jest przypadkowe. Ta
bardzo ciekawa zabawka znana jest jako ,, powietrzny wirnik" Lanchestera.

Rys. 5. Wirnik Lanchestera



W aerodynamice catkowitg site dziatajgcg na ciato rozktada sie na dwie sktadowe:

a) opor P, - skierowany wzdtuz kierunku wiatru, i

b) sile nosng P, - prostopadta do kierunku wiatru.

Obydwie te sity mozna tatwo zmierzy¢ w tunelu aerodynamicznym za pomocg specjal-
nych urzadzen (tzw. wag aerodynamicznych).

Rys. 6. Catkowita sita wiatru roztozona na site no$ng P, i opor P,

Niech rys. 6 przedstawia drgajacy przekréj w chwili, kiedy porusza sie on w doéf, wskutek
czego pozorny wiatr wieje od dotu pod katem a = arctg(v/V). Sita nosna P, i opor P,
majg sktadowe pionowe skierowane w gore (tzn. sktadowe skierowane przeciwnie do
ruchu) rowne odpowiednio P,cosa i P.sina. Catkowita sita ttumigca F dziata w gore
i wynosi

F = P,cosa + P,sina (1)



Nie jesteSmy zainteresowani samg sifq F, ale raczej jej pochodng dF /da, tzn. zmiang
sity F wywofang zmiang kata «, albo zmiang stosunku v/V. Przyjmijmy, ze sita F jest
duza, a pochodna dF /da jest rowna zeru. W takim razie cze$¢ ciezaru przewodow nie
bedzie przenoszona przez stupy, a bedzie bezposrednio rownowazona przez wiatr. Jeze-
lidF/da = 0, to jakiekolwiek drgania lub galopowania przewodéw nie zmienig ciezaru
réwnowazonego przez wiatr i drgania pozostang bez zmian. Zatézmy teraz, ze dF /da
jest ujemne. Oznacza to, ze sita wiatru skierowana w gore wzrasta dla ujemnych katéw
a i maleje dla a dodatnich. W takim przypadku mamy — o czym byta mowa poprzednio
— wymuszajgce dziatanie sity. Wobec powyzszego mamy nastepujace kryteria statecz-
nosci dynamicznej

dF /da <0  -ruch niestateczny,
dF /da > 0 - ruch stateczny.

Rdézniczkujac wyrazenie (1) nalezy zwrdci¢ uwage, ze dla matych drgan v jest bardzo
mate w stosunku do V. W takim razie maty jest kat a i jego cosinus mozemy przyjac
rowny jednosci, natomiast sinus jest znikomo maty w pordwnaniu z jednoscia. Zatem

dF  dP, ) dPy . ) dPyx
— = —=cosa — P,sina + —sina + Pycosa = sina (—P + —) +
da da z da X z da
dP, dP,
cosa —+P)z—+P 2
(da X da X ( )

Tak wiec uktad bedzie niestateczny wtedy, kiedy

apy
L4 Py <0 (3)



Wartosci sity nosnej i oporu dowolnego przekroju nie mozna obliczy¢ teoretycznie, ale
mozna je uzyska¢ z pomiaréw tunelowych. Wyniki pomiaréw podaje sie zazwyczaj
w postaci takiego wykresu, jak przedstawiony na rys. 7. Zalezno$¢ (3) mozemy wyrazié
stowami w nastepujacy sposob.

»,Przekrdj jest dynamicznie niestateczny wtedy, kiedy ujemne pochylenie krzywej
sity nosnej jest wieksze od rzednej krzywej oporu".

Rys. 7. Sita no$na i opdr przekroju soczewkowego w zaleznosci od kata natarcia

Z rysunku 7 wida¢, ze przekrdj soczewkowy ustawiony ,wzdtuz" wiatru (a = 0) jest
zawsze stateczny, natomiast ustawiony ,,w poprzek" wiatru (¢ = 90°) jest niestateczny.
Przewody elektryczne z przymarznietym sniegiem w temperaturze zblizonej do tempe-
ratury zamarzania majg tendencje do formowania sopli, ktére sg mniej lub bardziej wy-
dtuzone w kierunku pionowym. Na wykresie odpowiada temu przypadek a = 90°.



Przy tym kacie i przy matych amplitudach drgan (kiedy kat zmienia sie na przyktad
miedzy 89° a 91°), podczas kazdego okresu dostarczana jest energia. Wskutek tego na-
stepuje wzrost amplitudy, ktéry trwa dotad, dopdki istnieje nadmiar energii dostarcza-
nej przez wiatr. Przy pewnej duzej amplitudzie ten nadmiar energii bedzie réwny zeru,
nastgpi wtedy rownowaga energii i osiggnieta zostanie ostateczna amplituda. Prawdo-
podobnie bedzie to wystepowato przy @ zmieniajgcym sie miedzy 30° a 150° (rys. 7).
W poblizu skrajnych potozen ma miejsce doptyw energii, natomiast w srodku skoku
energia jest rozpraszana przez ttumienie, poniewaz wtedy dP;/da + Py jest wieksze od
zera. Ostateczng amplitude mozna znalez¢ wykonujac, na podstawie znanej krzywej,
catkowanie graficzne lub numeryczne.

Omowione drgania przewoddw charakteryzujg sie bardzo matg czestoscia i duza
amplitudg. Obserwuje sie je rzadko, tylko wtedy, kiedy istnieje silny boczny wiatr i ob-
marzanie przewodow. Czesciej wystepuje inny rodzaj drgan przewodow elektrycznych,
charakteryzujacy sie wysokg czestoscig i matg amplituda. Do wywotania tych drgan po-
trzebny jest jedynie boczny wiatr. Zjawisko to mozna wyttumaczy¢ za pomocg ,sciezki
wirowej Karmana".



6.3. Flatter skrzydta samolotu

W niektorych samolotach latajgcych na duzych predkosciach, szczegdlnie w cza-
sie nurkowania, zaobserwowano bardzo gwattowne drgania skrzydet. W pewnych przy-
padkach drgania te byty tak silne, ze powodowaty ztamanie skrzydta w locie.

Mozna sprobowaé wyjasni¢ to zjawisko analogicznie do zjawiska opisanego
w punkcie 6.1. Dla , przeciggnietych" skrzydet pochylenie krzywej wyporu jest ujemne
(rys. 7) i ruch wolnonosnego skrzydta w gére i w dét jest niestateczny. Zaobserwowano
jednak, ze warunki takie nie wystepujg przy typowym ,flatterze", podczas ktorego kat
natarcia skrzydta jest maty, a pochylenie krzywej sity nosnej jest zdecydowanie dodat-
nie, co przy rozumowaniu takim jak w punkcie 1 prowadzi do ttumienia dodatniego.

Musimy wiec rozrézniac ,flatter oderwania (przeciggniecia)" wystepujacy przy
duzych katach natarcia (@ > 15°9) i ,flatter klasyczny" przy matych katach natarcia. Flat-
ter przeciggniecia jest bardzo istotny w przypadku topatek turbin, szczegdlnie w topat-
kach sprezarek silnikéw odrzutowych. Przy okazji badania tego zjawiska natrafiono na
szereg powaznych problemoéw. Flatter skrzydet i usterzen jest niestychanie wazny,
szczegOlnie dla samolotow osiggajgcych i przekraczajacych predkosc¢ dzwieku.

Proby wyjasnienia tego zjawiska przy uwzglednieniu jednego stopnia swobody
(dla przyktadu gdy skrzydto drga tylko w gére i w déf, tak jak belka wspornikowa) sg be-
zowocne. Mamy tu do czynienia z innym przypadkiem sprzezonego uktadu o dwdch
stopniach swobody, poniewaz skrzydto porusza sie nie tylko w gore i w doét, ale jedno-
czesnie wykonuje ruch skretny. Wzajemne oddziatywanie drgan pionowych i skretnych,



w obecnosci strumienia powietrza jako zrodta energii, moze prowadzi¢ do niestatecz-

nosci. Powstanie tego zjawiska mozna od strony fizycznej wyjasni¢ w dosy¢ prosty spo-
sob.

Dla pewnej wartosci kata natarcia (zdefiniowanego na rys. 8c), na skrzydfo dziata
sita nosna i moment skrecajacy, zgodny z kierunkiem ruchu wskazowek zegara. Podczas
gdy skrzydto wykonuje drgania skretne, kat @ zmienia sie i dlatego nalezy znalez¢ zalez-
nosc sity nosnej i momentu od tego kata. Zaleznosci te, otrzymane na podstawie po-

miarow tunelowych przedstawiono graficznie na rys. 8a i b. Dla normalnych katow lotu
a (od 0° do 10°) zaleznoSci te s3 liniowe.

Przyjmijmy, ze pionowe i skretne ruchy skrzydta sg takie, ze kat a jest wiekszy
podczas ruchu w gore niz podczas ruchu w doét. Zgodnie z rys. 8a sita nosna podczas ru-

chu skrzydta w gore jest wieksza niz podczas ruchu w déft, co oznacza, ze wiatr dostar-
cza energii.

a b}4

sita nosna
moment
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Rys. 8. Zalezno$¢ pomiedzy silg no$ng i momentem, a matymi katami natarcia jest liniowa



Rowniez z rys. 8b wynika, ze energia moze by¢ dostarczana. A wiec podczas samych
drgan pionowych (bez skrecenia) kat natarcia (co widaé¢ na rys. 8) zmienia sie, rosnac
podczas ruchu w dot i malejgc podczas ruchu w gore. Analogicznym zmianom podlega
rowniez moment skrecajgcy. Jezeli wiec w czasie ruchu skrzydto skreca sie w kierunku
zgodnym z ruchem wskazowek zegara, to do uktadu bedzie dostarczona energia i drga-
nia beda narastaty.

Przystepujemy teraz do analizy ilosciowej flatteru skretno-gietnego samego
skrzydta bez lotki i rozpoczniemy od ustalenia rozniczkowych rownan ruchu. W rzeczy-
wistosci skrzydto zachowuje sie w przyblizeniu tak, jak belka wspornikowa zamocowana
do kadtuba. Dla uproszczenia przyjmiemy, ze skrzydto jest ciatem sztywnym tak zawie-
szonym na sprezynach, ze moze sie ono porusza¢ w gore i w dot oraz obracac sie wokot
swojej osi podtuzne;j.



Rys. 9. Przekrdj skrzydta samolotu z dwoma charakterystycznymi punktami: srodkiem ciezkosci G i
Srodkiem skrecenia T

Na rysunku 9, poczatek wspodtrzednych 0 przyjeto w srodku rozpietosci skrzydta w poto-
zeniu rownowagi. Skrzydto odchyla sie od tego potozeniu (pokazano to na rysunku) o
wielkosSci x i 6. Poza srodkiem rozpietosci C, rowniez punkty G i T przekroju skrzydta
odgrywajg bardzo wazng role. Punkt G jest srodkiem ciezkosci i okresla wtasnosci bez-
wiadnosciowe. Potozenie punktu T okresla witasnosci sprezyste zawieszenia. Punkt T
znany jest jako ,srodek skrecenia" i zdefiniowany jest w nastepujgcy sposob: punkt T
jest to taki punkt na skrzydle, ze przytozona w nim pionowa sita wywotuje tylko prze-
mieszczenie pionowe bez obrotu. Z drugiej strony T jest punktem, ktéry pozostaje nie-
ruchomy, gdy na skrzydfo dziata czysty moment skrecajacy. Te dwie wtasnosci punktu T
wystepujg zawsze razem, co mozna wykazaé¢ za pomocg twierdzenia Maxwella o wza-
jemnosci. Niech k, bedzie statg sprezystosci skrzydta dla wychylen w gore i w dot, a kg
statg sprezystosci skretnej skrzydta na jednostke jego dtugosci.



Niech P, bedzie sitg nosng (funkcjg x, 0 i czasu t), a M (rédwniez x, 8 i czasu t)
niech oznacza moment wszystkich sil aerodynamicznych wzgledem punktu 0, przypada-
jacy na jednostke rozpietosci, dodatni w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek zega-
ra. W takim przypadku rézniczkowe rownania ruchu majg postac:

m(& + af) + k. (x + b0) = P, } @

1.0 + kg6 + k,(x + b8)(b —a) = M — P;a

Wystepujace w tych rownaniach wielkosci (x + a@) i (x + b0) sg odpowiednio piono-
wymi przesunieciami punktow G i T. Symbole m i I; oznaczajg mase i moment bez-
wtadnosci nie tylko samego skrzydta, ale rowniez i czesci otaczajgcego powietrza. Za-
zwyczaj uwzglednia sie cylinder powietrza o promieniu c¢/2. Chociaz wptyw ten jest ma-
ty w przypadku topat Smigta, jednakze jest on istotny w przypadku skrzydet samolotu,
ktorych ciezar jest nie wiekszy niz trzykrotny ciezar cylindra powietrza wokat nich.

Zmienna sita P, dziatajgca na skrzydto jest tego samego rzedu co sity sprezyste
i sity bezwtadnosci. We wszystkich poprzednich rozwazaniach sity wzbudzajgce (i sity
ttumiace) byty mate w poréwnaniu z sitami sprezystymi i bezwtadnosci, w wyniku czego
czestos¢ rezonansowa byta okreslona tylko stosunkiem k/m i byfa niezalezna od sity
wzbudzajgcej. Obecnie sita P,, bedaca sitg tego samego rzedu co sifta sprezystosci, od-
dziatywa na czestos¢ i wystepujacy flatter bedzie miat czestos¢ zupetnie rézng od kto-
rejkolwiek czestosci drgan wtasnych konstrukcji w spokojnym powietrzu.

Dla przypadku ustalonego sita nosna P, (przypadajaca na jednostke dfugosci

skrzydta) réwna jest %VZCCZ, a wspotczynnik sity nosnej C, jest proporcjonalny do kata
natarcia 8 — (x/V) strumienia powietrza. W ostatnim wyrazeniu wyraz pierwszy jest



oczywisty, drugi wynika stad, ze x jest pionowg sktadowg predkosci powietrza przepty-
wajgcego wokot skrzydta. Teoria ustalifa, ze statg proporcjonalnosci jest tu 2mp, wiec

_ 102 A 2 _x
P, = 2V c2mp (9 V) =npV-c (9 V) (5)
Zgodnie z prostg teorig opisujgcg skrzydto znajdujgce sie w podzwiekowym, ustalonym

przeptywie sita nosna przytozona jest w jednej czwartej cieciwy skrzydta i moment po-
chodzacy od sity aerodynamicznej liczony wzgledem srodka ciezkosci skrzydta wynosi

_p S 2 g _%
M =Py, =mpV?- (9 V) (6)
Wstawiajgc wyrazenia (5) i (6) do uktadu réwnan (4) otrzymamy

m(& + af) + k. (x + b0) = mpV2c (9 — g)

16 + kgb + k(x + bO)(b — a) = mpV3c G_a) (9—§) (7)

a po uporzagdkowaniu zmiennych zapiszemy ten uktad rownan w postaci

mi + npVcx + kyx + mab + (k,b—mpV?c)0 = 01
npVc G—a)x+ k(b —a)x +1;6 + } (8)

+ [kg+kxb(b —a) —mpVic G — a)] 0=0 )



W celu analizy statecznosci postuzymy sie kryterium Routha, czesto stosowanym do
analizy statecznosci uktadow liniowych. W tym celu wykonamy transformacje Laplace’a
uktadu (8), otrzymujac
x(s)(ms? + mpVes + k) + 6(s)(mas? + k,b—mpV3c) = 0)
c
x(s) [ﬂch (Z — a) s+ k(b — a)] + } (9)

0(s) [I(;s2 + kg+k,b(b —a) — mpV3c G — a)] =0
Rugujac z tych rownan wielkosci x(s) i 6(s) otrzymujemy nastepujgce réownanie cze-
stosci:

[ms? + mpVcs + k, ] [IGS + kg+k,b(b —a) — mpVic (— — a)]

[kx(b —a) + pVc G — a) s] [mas? + k,b—mpV?c] =0 (10)

Po wymnozeniu i uporzgdkowaniu réwnanie czestosci zapiszemy w nastepujacej formie

4+7T'O[/C(I(;+ma +[k9+m+l;—"(b—a)2 anVC(Z—
G G
@)| st + 70 ko + kub 0 —-)] +Ee (b —5)] =0 (1)



Ogdlna postaé rownania czestosci to

s*+ 4553 + 4,52+ As+4,=0 (12)
gdzie
kykg | mpV2ky _c \
Ao = mig + mig (b 4)
A, = ”"I‘;"’ ko + ke (b =]
kg | ky | k mpV?c (¢ (13)
=6 4 x4 Kxep N2 _TPT C(C
AZ o IG + m + IG (b a) IG (4 a)
_mpVc 2 _ . ac
A3—mIG (IG+ma m4) J

Jest to bardzo skomplikowane wyrazenie, w ktorym w zaleznosci od wartosci wielkosci
a i b (rys. 9) niektére wspdtczynniki mogg by¢ ujemne. Rozpatrujac najpierw wspot-
czynnik Ay, widzimy, ze drugi wyraz w tym nawiasie staje sie ujemny dla b < E, tzn.
wtedy, kiedy srodek skrecania jest blisko srodka ciezkosci, co wystepuje w przypadku

cienkiego symetrycznego profilu skrzydta. Ukfad jest niestateczny wtedy, kiedy A, jest
ujemne, lub wyrazajac to inaczej, kiedy

pV?c G — b) > kg (14)

czyli



2 > _ 4k

— mpc(c—-4b) (15)

Ostatnie wyrazenie ma bardzo prosty sens fizyczny: Jest to raczej statyczna niestatecz-
nosc¢ typu przedstawionego na rys. 10, niz prawdziwy flatter.
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Rys. 10. Przebieg przemieszczenia uktadu w przypadku gdy jest on statycznie niestateczny

Wyobrazmy sobie niedrgajgce skrzydto tak umieszczone w przeptywie, ze nie wystepuje
na nim zadna sita nosna (kat natarcia réwny zeru). Wyobrazmy sobie dalej, ze skrzydto
to skrecono o kat natarcia 8, wskutek czego pojawita sie sita noéna réwna mpV?cé,
przytozona w jednej czwartej cieciwy skrzydta. Ramie tej sity wzgledem srodka skrecen
wynosi ¢/4 — b, a aerodynamiczny moment skrecajacy réwna sie

pV?ch G — b) (16)

i rownowazony jest przez moment sit sprezystosci rowny kg6. Przy matych predko-
Sciach lotu aerodynamiczny moment skrecajacy jest mniejszy od przeciwnie skierowa-
nego momentu sit sprezystosci i skrzydto powraca do potozenia 8 = 0. Jednakze przy
pewnej predkosci obydwa momenty beda jednakowe dla kazdej wartosci 6 i bedziemy



mieli rownowage obojetng. Predkosc¢, przy ktdrej to nastepuje znajdujemy z réwnania
(15) i nosi ona nazwe ,,predkosci rozbieznosci skretnej skrzydta" (dywergencji). Zjawisko
statycznej rownowagi obojetnej nosi w aerodynamice nazwe ,,rozbieznosci skretnej
skrzydta" (dywergencji).

Inny przypadek niestatecznosci pojawia sie wtedy, kiedy wspodtczynnik A,, ze
wzgledu na swaj ostatni czton, staje sie ujemny. Wystepuje to wtedy, kiedy a jest mate
lub kiedy srodek ciezkosci lezy w poblizu srodka skrzydfa. Predkos¢ krytyczna dla tego
przypadku okreslona jest zaleznoscia

4kg+aky[-E+(b—a)?]
npc(c—4a)

V2>

(17)

Predkosc ta moze by¢ wieksza lub mniejsza od predkosci wynikajgcej ze wzoru (15). Je-
zeli jest ona mniejsza, to klasyczny flatter wystepuje przy predkosci nizszej niz predkosc
dywergencji.

Taka analiza flatteru mozliwa jest jedynie dla niskich czestosci (dla skrzydet bar-
dzo podatnych na skrecanie), poniewaz wyrazenia stosowane przez nas do opisu sity
nosnej i momentu aerodynamicznego stuszne sg tylko dla przeptywu ustalonego. Przy
drganiach o niskich czestosciach, wypor zawsze zmienia sie na skutek zmiany kata na-
tarcia, a wiec mamy do czynienia z , kolejnym nastepowaniem stanéw ustalonych", dla
ktorych przytoczona analiza jest stuszna. W spotykanych w praktyce przypadkach szyb-
kiego flatteru (rzedu 20 Hz) zaleznosci te nie sg dtuzej stuszne, a analiza flatteru staje
sie tak bardzo skomplikowana, ze czes¢ inzynieréw rozpatruje ten problem jako odreb-
ne zagadnienie.



7. Wybrane zagadnienia dynamiki maszyn wirnikowych

7.1. Predkosci krytyczne

Rozwazmy wat z wirnikiem zamodelowanym jako krgzek o masie m, wirujgcy ze stafa
predkoscig katowg 6, ktorego srodek masy S znajduje sie w odlegtosci e (nazywanej
mimosrodem) od Srodka watu A.

Jedli krazek obraca sie dookota osi watu, to na wat dziata sita bezwtadnosci B (sita od-
srodkowa). Te wirujgca site mozna roztozyé na dwie prostopadte sktadowe, z ktérych
kazda zmienia sie w sposdb harmoniczny (z czestoscig 8) i ma te samg amplitude. Pod
wptywem tych sit wat bedzie wykonywat jednoczesnie drgania w dwdch prostopadtych
ptaszczyznach. Drgania mogg stac sie szczegdlnie gwattowne podczas rezonansu, czyli
wtedy, gdy predkos¢ katowa watu 6 bedzie rowna czestosci drgan wiasnych w nieru-
chomego krgzka zamocowanego na sprezystym wale.

Na rys. 1. przedstawiono trzy stany uktadu: nieruchomy wat — rys. 1a, wat obracajgcy
sie z predkoscig 8 mniejszg od tzw. predkosci krytycznej 0;, — rys. 1b, wat obracajacy
sie z predkosciag 6 wiekszg od tzw. predkosci krytycznej 8,,. — rys. 1c.
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Rys. 1. llustracja zjawiska samocentrowania watu

O — os tozysk, r=0A — ugiecie watu w miejscu osadzenia
A — srodek watu, krazka,
S —$rodek masy krgzka, e=AS —mimosrod,

m — masa krazka,

k — wspodtczynnik sprezystosci gietnej watu.




Predkosci krytyczne to takie predkosci, przy ktérych zachodzg gwattowne drgania. Dla
okrggtego watu, na ktérym umieszczonych jest kilka krgzkéw i ktory osadzony jest
w sztywnych tozyskach (dwoch lub wiecej) predkosci krytyczne 6;, pokrywaja sie zwy-
kle z czestoSciami wtasnymi nieobracajgcego sie watu.

Dla uktadu przedstawionego na rys. 1 wyznaczymy teraz predkos¢ krytyczng watu po-
stepujac w prosty sposob. Na rysunku przedstawiono istotne punkty uktadu O, Ai S,
ktore znajdujg sie na jednej osi (pdZniej wyjasni sie dlaczego punkty lezg na jednej pro-
stej). Zatdzmy, ze ta o$ obraca sie wokét punktu O z predkoscig katowa 8, taka samg
z jakg obraca sie wat. Jesli pominiemy wptyw grawitacji, to na krgzek bedga dziatac jedy-
nie dwie sity:

- sita bezwladnosci B przytozona w $rodku masy krazka S, dazaca do ugiecia watu (skie-
rowana na zewnatrz), ktérej wartos¢ to B = m@?(r + e), oraz

- sita sprezystoéci watu S przytozona w punkcie A, dazaca do wyprostowania watu (skie-
rowana do $rodka), ktérej wartosc zalezy od wspdtczynnika sprezystosci gietnej watu k
i wynosi S = kr.

Wat znajduje sie w ustalonym ruchu obrotowym, czyli musi zachodzi¢ réwnowaga sit S
i B. Sity te muszg zatem lezeé na jednej prostej (musza tworzyé dwdjke zerowa) i spet-

nia¢ rownanie:

kr = m0%(r + e) (1)



Rozwigzujgc powyzsze rownanie ze wzgledu na r otrzymamy:

me?2 62 62 (0/w)?

r = =e (2)

= Chmmer)  Cm-e2) =09 C1-(0/w)?

gdzie: w = \/k/m — czestos¢ wtasna ukfadu.

=0AA

0<0,| 0>0,,

Rys. 2. Wzajemne potozenie punktow A, S, O w funkcji predkosci kgtowej watu

Z wykresu przedstawionego na rys. 2 wynika, ze odksztatcenie sprezyste watu r jest mi-
nimalne dla bardzo matych predkosci katowych (6~0), a staje sie ono nieskonczenie
duze dla predkosci krytycznej (pamietajmy, ze rozwazamy idealny przypadek bez ttu-
mienia). Natomiast dla bardzo duzych predkosci katowych punkt O zbliza sie do S.
Oznacza to, ze przy bardzo duzych predkosciach katowych srodek masy S pozostaje
prawie nieruchomy. Jest to zrozumiate z fizycznego punktu widzenia, gdyz w przeciw-
nym przypadku sita bezwtadnosci bytaby bardzo duza (dazytaby do nieskorczonosci
wraz ze wzrostem predkosci katowej).



Z wykresu wynika jeszcze jeden ciekawy wniosek, mianowicie taki, ze przy predkosciach
mniejszych od krytycznej, srodek masy S jest bardziej oddalony niz punkt A od osi fo-
zysk O, zas przy predkosciach wiekszych od krytycznej dzieje sie odwrotnie — Srodek
masy krazka jezy blizej osi tozysk niz punkt A. Zauwazamy rowniez, ze dla kazdej pred-
kosci punkty S i A beda znajdowac sie po tej samej stronie punktu O. Innymi stowy: przy
predkosciach mniejszych od krytycznej ,ciezsza” czesc kragzka znajduje sie na zewnatrz,
zas przy predkosciach wyzszych od krytycznej znajduje sie ona wewnatrz. To zjawisko
nazywamy samocentrowaniem watu.

Jesli chcemy wyznaczy¢ deformacje wzgledng watu (wzgledem wartosci mimosrodu e)
podzielimy ostatnie rownanie przez e, otrzymujac

r_ (8/w)?
e 1-(0/w)? (3)

Nastepnie podzielimy licznik i mianownik przez (8 /w)?

- = (4)

otrzymujac deformacje wzgledng r/e w funkcji bezwymiarowej czestosci 6/ w.
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Rys. 3. Deformacje wzgledna watu r/e w funkcji bezwymiarowej czestosci 6 /w
Wykres przedstawiony na rys. 3 jest inng prezentacjg zjawisk wyjasnianych poprzednio.

W omawianym dotychczas przypadku zaktadalismy, ze fozyska sg sztywne. Jesli bytoby
inaczej, a podatnosc tozysk byfaby taka sama we wszystkich kierunkach, powyzsze roz-
wazania nadal sg stuszne. Znaczenie wspodtczynnika sprezystosci k pozostaje bez zmian,
przy czym jego wartos¢ bedzie mniejsza (ze wzgledu na podatnos$é fozysk) co powoduje
zmniejszenie predkosci krytycznej watu.



Nieco inna bedzie sytuacja, jesli sztywnos¢ tozyska na réznych kierunkach nie jest jed-
nakowa. Taka sytuacja czesto ma miejsce w uktadzie, w ktdorym wat obraca sie wokot
poziomej osi, jak to przedstawiono na rys. 4.

a)

Rys. 4. Wat podpar_ty tozyskami o wiekszej sztywnosci w kierunku pionowym niz poziomym

Zwykle sztywnos¢ w kierunku pionowym jest wigksza niz w poziomym (k,, > k). Dla-
tego, podczas gdy przy predkosci katowej 8; wystepuje rezonans na kierunku pozio-
mym, amplituda ruchu na kierunku pionowym jest mata (rys. 5). Srodek watu A porusza
sie wowczas po elipsie wydtuzonej w kierunku poziomym. Przy wiekszej predkosci ka-
towej 6, wystepuje rezonans na kierunku pionowym i srodek watu A porusza sie po to-
rze eliptycznym wydtuzonej w kierunku pionowym. Zatem przy predkosciach krytycz-
nych srodek watu prawie nie wiruje, ale porusza sie po torach zblizonych do linii pro-
stej.



amplituda pozioma
amplituda pionowa

amplituda

0, 0, 0
Rys. 5. Charakterystyka rezonansowa watu podpartego tozyskami o wiekszej sztywnosci w kierunku
pionowym niz poziomym

W przypadku bardziej skomplikowanych uktadéw mozna wyznaczy¢ predkosci krytycz-
ne stosujgc metode wspotczynnikdw wptywu znang z wytrzymatosci materiatow.



7.2. Predkosci krytyczne Reakcje dynamiczne w tozyskach

Omawiajgc tematyke wywazania wirnikdw rozpocznijmy rozwazania od najprostszego
przyktadu. Przeanalizujmy ruch ukfadu przedstawionego na rys. 6. Jest to obracajacy sie
ze statg predkoscig katowg 0 krazek niewywazony, ktorego srodek masy znajduje sie
w punkcie S(m.).

Rys. 6. Krazek niewywazony i reakcje fozysk
Dynamiczne rownania ruchu srodka masy krazka to:

(5)

{ mi¥s = Xo
myys =Y — G

Z geometrii wynika, ze:

(6)

{ Xg = esing
Ys = —ecos@



gdzie e=0S. Rdzniczkujac (6) otrzymamy

{J'cs = epcosQ

A (7)
ys = e@sing

{565 = efcosp — e@?sing 8)

js = e@sing + e@?cos

Oznaczajac predkosc katowaq jako @ = 6 i przyspieszenie katowe jako ¢ = & ,okreslono
reakcje w tozysku w punkcie O:
{ Xo = mqe(ecosp — B2sing) ()
Y, = mye(esing + 0%cosp) + G

Reakcje te majg charakter dynamiczny, co niekorzystnie wptywa na zywotnosc¢ fozyska.
Wyrazania m;e(ecos@ — 82sing) oraz m,e(esing + 8%cos) to rzuty sity bezwtad-
nosci pochodzacej od niewywazenia na osie x i y. Reakcje miatyby charakter statyczny
(Xo = 0iY, = G) jesli predkosc¢ i przyspieszenie katowe bytyby réwne zero, lub jesli nie
wystepowatoby niewywazenie. Pierwszy przypadek z oczywistych wzgledow nalezy
poming¢ — wymagatoby to unieruchomienia uktadu. Nalezy wiec dazy¢ do zredukowa-
nia niewywazenia. Niewywazeniem jest tu me czyli iloczyn masy m; i mimosrodowego
przesuniecia srodka masy e. W praktyce niewywazenie mozna zmniejszy¢ przez zmniej-
szenie wartosci e.



7.3. Wywazenie statyczne

Rozwazony w poprzednim punkcie przypadek jest bardzo prosty z tego wzgledu, iz nie

bierzemy pod uwage ,szerokosci” krazka, traktujac go jako bardzo cienki. Rozwazajac

dalej omawiany uktad narysujemy go w innej ptaszczyznie (rys. 7). Zatozymy rowniez dla

przejrzystosci, ze predkos¢ katowa krazka O jest stata, czyli € = 0. Pominiemy rowniez

czes¢ statyczng reakcji pochodzaca od ciezaru zaktadajgc G = 0. Wdwczas reakcje

w tozyskach wyznaczone z zaleznosci (9) bedg réwne
{XO = —m,ef%sing

10
Y, = myeB?cosq (10)
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Rys. 7. NiewyWaiony wirnik o matej szerokosci zamodelowany krazkiem i reakcje dynamiczne fozysk



Widaé¢ wowczas, ze w rzeczywistosci tozyska sg rozstawione w punktach A i B i beda
w nich wystepowac reakcje, ktorych suma rzutéw na osie x i y bedzie okreslona przez
(10). Reakcje R, i Rp wiruja wraz z watem z predkosciag katowa teta 8. Wywazenie ta-
kiego uktadu bedzie polegato na umieszczeniu masy wywazajgcej po przeciwnej stronie
niewywazenia. Jesli chcemy umiesci¢ mase wywazajacag m,, w odlegtosci ;, od osi wa-
tu, to wielkosc¢ tej masy okreslimy z rownania

myT, = mpe (11)
W praktyce czesto umieszcza sie mase wywazajgcg na obwodzie krazka (rys. 8).

Ay

Rys. 8. Wywazenie statyczne wirnika o matej szerokosci

Przedstawiony tutaj przyktad to wywazenie statyczne uktadu. Moze ono by¢ stosowane
w przypadku krgzkdw o matej szerokosci. Warunkiem wystarczajgcym wywazenia sta-
tycznego jest sprowadzenie srodka masy uktadu do srodka obrotu, czyli



{xszO (12)

ys =0

Wybrane elementy poddawane wywazeniu statycznemu przedstawiono na trzech ko-
lejnych rysunkach. Postuzono sie przyktadami wywazania narzedzi do obrébki mecha-
nicznej. Na rys. 9 przedstawiono wywazarke do narzedzi maszyn.

Rys. 9. Wywazarka do narzedzi: a) widok ogdlny, b) widok pulpitu

Wywazarka stuzy do wywazania statycznego, ktére odbywa sie na podstawie pomiaréw
dokonywanych podczas obrotéw narzedzia. Po przeprowadzeniu procedury pomiaro-
wej na pulpicie wyswietlana jest informacja o wielkosci niewywazenia w gmm (gramo-
milimetry) oraz jego potozeniu katowym w stopniach. Podane sg réwniez dwa warianty
wywazenia. Pierwszy polega na dodaniu masy — wéwczas podawana jest masa ciezarka



oraz potozenie katowe, w ktorym powinien by¢ on zamocowany, drugi polega na na-
wierceniu otworu wywazajgcego — wowczas podawane jest potozenie otworu wywaza-
jacego, jego gtebokos¢ oraz srednica wiertta jakiego nalezy uzy¢ do jego wykonania. Na
rys. 10 zaprezentowano wywazarke z zamontowang gtowicg wiertarskg, natomiast na
rys. 11 pokazano gtowice frezarskg z nawierconym otworem wywazajgcym.
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Rys. 10. Wywazarka do narzedzi z gtowicg wiertarskg



Rys. 11. Gtowica frezarska z nawierconym otworem wywazajgcym



7.4. Wywazenie dynamiczne

W przypadku wirnikow o wydtuzonym ksztatcie, wywazenie statyczne jest niewystar-
czajgce (poza szczegdlnymi przypadkami). W celu wyjasnienia istoty problemu zatézmy
idealny wirnik, czyli symetryczny osiowo z dodanymi masami powodujgcymi niewywa-
zenie w taki sposdb, ze srodek masy pozostaje na osi obrotu (rys. 12). Zatézimy, ze wir-
nik obraca sie ze statg predkoscia katowg 6 wokat osi z.

Rys. 12. Dynamicznie niewywazony wirnik i obracajgce sie przeciwnie skierowane reakcje tozysk

Warunek wywazenia statycznego (12) jest spetniony, ale pomimo tego reakcje w tozy-
skach beda mieé¢ charakter dynamiczny. Sity bezwtadnoéci B; i B, stanowig pare sit,
ktéra moze by¢ zréwnowazona tylko przez pare sit reakcji fozysk R, i R . Reakcje
w tozyskach wirujg wraz z watem z predkoscig katowa @, czyli stanowig obcigzenie dy-
namiczne. Niewywazenie tego rodzaju moze byc¢ stwierdzone tylko podczas ruchu
i W zwigzku z tym méwimy, ze wirnik jest niewywazony dynamicznie.



Powiemy, ze wirnik jest wywazony dynamicznie jesli jest wywazony statycznie (spetnio-
na jest zaleznos¢ (12)) i jednocze$nie odpowiednie masowe momenty dewiacji sg row-
ne zero, czyli

Syz; = Ximix; = 0} warunki wywazenia

Sz = 2imy; =0 statycznego warunki wywazenia
L, =Yimix;z; =0 } dynamicznego
L, =Xmyz;=0 )

(13)

gdzie Sy, i S, to masowe momenty statyczne, I, i I,,, to masowe momenty dewiacji
(odsrodkowe).

Wywazanie dynamiczne przeprowadza sie na urzadzeniach nazywanych wywazarkami.
Efekt wywazenia mozna osiggngé dodajac (lub odejmujac) co najmniej dwie masy wy-
wazajgce. Ze wzgleddw praktycznych masy dodaje sie (lub odejmuje) w specjalnie prze-
znaczonych do tego miejscach, tzw. ptaszczyznach wywazania prostopadtych do osi ob-
rotu. Czesto rowniez promienie wywazania sg z gory okreslone, np. w przypadku wywa-
zania kot samochodowych. Aby omowic¢ proces wywazania, wezmiemy teraz pod uwage
bardziej ogdlny przypadek, w ktédrym obydwa warunki (12) i (13) nie sg spetnione. Do
symetrycznego osiowo wirnika przedstawionego na rys. 13, dodane zostaty masy my
i m, powodujace niewywazenie dynamiczne. Wybierzmy ptaszczyzny wywazania 1,
i Ty w ktorych majg zosta¢ umieszczone masy wywazajace my,1 i m,,,.
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Rys. 13. Przyktad dynamicznego wywazenia wirnika

W procesie wywazania muszg zosta¢ okreslone wielkosci mas wywazajacych m,,,
i m,,», promienie wywazenia 1,,; i 1,,, Oraz pofozenia katowe mas wywazajacych a,,;
i . Wymienione wielko$ci muszg spetniaé¢ warunki (13), z ktérych wynika uktad réw-
nan
(M471COSA1 + MyT5C0SAy + My Ty 1COSAyq + My 0SSy, = 0
MT1SINA + MyTaSINAy + My Ty SINAY, + My Ty SIina,,, = 0
my1y(zy + Dcosay + myry (2, + Dcosa, + my, 1,1 lcosa,,; +
Myt (b + Dcosa,,, =0
myry(z; + Dsinay + myry(z, + Dsina, + my 1y, lsina,,; +
\ Myotywo (b + Dsina,,, =0

(14)




Podany uktad rownan pozwala na wyznaczenie czterech niewiadomych. Zakfadajac np.
promienie 1y, i 1,, Mozemy wyznaczy¢ pozostate parametry mas wywazajacych, czyli
My1, My2, A1 i Ay2-

Dla przejrzystosci przyktadu przyjmijmy konkretny stan niewywazenia, stosunko-
wo tatwy do analizy, czyli np.: my; =0.01[kg], m, = 0.02 [kg], r, = 0.1 [m],
r, =0.1[m], a; =0[rad], a, = %n [rad], z; = 0 [m], z, = 1[m]. Ponadto przyj-
mijmy szeroko$¢ wirnika b = 1[m] oraz promienie wywazenia 1, = 0.1 [m] i
Twy = 0.1 [m]. Z rozwigzania ukfadu réwnan wynika, ze s3 mozliwe cztery sposoby wy-
wazenia ukfadu.

Tabela. 1. Warianty doboru parametréw wywazenia wirnika

My, [kg] myz [kg] Aw1 [rad] Aw2 [rad]
wariant 1 0.01 0.02 Tt /2
wariant 2 0.01 -0.02 Tt 3m/2
wariant 3 -0.01 0.02 0 /2
wariant 4 -0.01 -0.02 0 3m/2

Wariant pierwszy polega na dodaniu mas wywazajgcych, wariant 4 polega na ich odje-
ciu. W wariancie 2 i 3 jedna z mas jest dodawana a druga odejmowana.

RoAwnania rozwigzano zaktadajgc znajomosc stanu niewywazenia, czyli wartosci
niewywazenia oraz jego pofozenia. W praktyce sg to wielkosci nieznane i wymagane
jest ich okreslenie. Do tego celu stosuje sie wywazarki dynamiczne. Przesledzimy teraz
zasade dziatania takiego urzadzenia, ktore zostato schematycznie przedstawione na rys.
14.
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Rys. 14. Schemat wywazarki dynamicznej

Wat jest utozyskowany w ramie zamocowanej przegubowo w taki sposob, ze jedna
z ptaszczyzn wywazania przechodzi przez os obrotu ramy. Drugi koniec ramy jest pod-
party sprezyscie. Jesli wirnik zostanie wprawiony w ruch obrotowy wokdt wtasnej osi,
wowczas sity bezwtadnosci niewywazonych mas bedg powodowac wychylanie sie ramy
wokoét punktu O. Wychylanie ramy bedzie wywotane jedynie przez sity bezwtadnosci
niewywazenia przypadajgcego na ptaszczyzne korekcji ;.

O wartosci niewywazenia mozna wnioskowa¢ na podstawie amplitudy drgan.
Amplituda drgan A jest proporcjonalna do amplitudy sity wymuszajacej pochodzacej od
niewywazenia (sity bezwtadnosci). Bedziemy rozwazac kolejno trzy przypadki, na pod-
stawie ktérych wyznaczymy parametry niewywazenia.



a) Drgania wywotane istniejgcym niewywazeniem

O=const.

Rys. 15. Pierwszy etap wywazania — wirnik z poczgtkowym niewywazeniem

W pierwszym przypadku amplituda drgan A, jest proporcjonalna do amplitudy sity wy-
muszajgcej B,

Ay = KB, (15)
gdzie A; to maksymalna amplituda przemieszczenia (wystepujgca przy predkosci rezo-
nansowej), B; = m;0%e to amplituda sity bezwtadnosci, K to wspétczynnik proporcjo-
nalnosci. Wspotczynnik K nie jest znany. Podobnie nie s3 znane parametry niewywaze-
nia, czyli my, 0S = e, @. W takim przypadku nalezy zarejestrowac jedynie amplitude
przemieszczenia Aj;.



b) Drgania wywotane istniejgcym niewywazeniem oraz masq probng w punkcie C

W dowolnym miejscu, np. w punkcie C nalezy zmocowaé¢ dowolng ale znang mase
probng mp w dowolnej lecz znanej odlegtosci OC = rp jak pokazano na rys. 16.

e—const’/

Rys. 16. Drugi etap wywazania — wirnik z masg probng po lewej stronie

Po ponownym uruchomieniu wirnika nalezy odczyta¢ amplitude A,, ktéra jest propor-
cjonalna do amplitudy sity wymuszajacej B,

AZ - KBZ (16)
gdzie
BZ - Bl + BC (17)

to wypadkowa sita bezwtadnosci.



¢) Drgania wywotane istniejgcym niewywazeniem oraz masq probnqg w punkcie D

Mase probng mp nalezy przenies$¢ na przeciwng strone wirnika i zamocowac¢ w punkcie
D (OD = rp) jak pokazano na rys. 17.

:const./

0

Rys. 17. Trzeci etap wywazania — wirnik z masg prébng po prawej stronie

Po ponownym uruchomieniu wirnika nalezy odczyta¢ amplitude A5, ktora jest propor-
cjonalna do amplitudy sity wymuszajacej B;

A3 - KB3 (18)
gdzie
B3 - Bl + BD (19)

to wypadkowa sita bezwtadnosci.



Otrzymane podczas trzech kolejnych préob wyniki s3 wystarczajgce do wyznacze-
nia parametréw niewywazenia. Sity By, B,, B3, B; i By, tworza plan sit przedstawiony
na rysunku 18a. Podobny proporcjonalny plan tworzg amplitudy A4, A,, A3, Ac i Ap
(rys 18b).

Rys. 18. a) plan sit, b) plan amplitud

Stosujgc twierdzenie o przekatnych rownolegtoboku zapiszemy:
2A% + 2A% = A% + A3 (20)

a stgd mamy

2 2_5 a2
Ay = /% (21)

Amplituda Ap jest proporcjonalna do amplitudy sity wymuszajacej B

AD - KBD (22)



Stad mozna wyznaczy¢ wspotczynnik proporcjonalnosci

K =4 (23)
Bp

Korzystajgc z wzoréw (15) i (23) wyznaczono

_ 4

A
Bl=_1_
K Ap

Bp (24)

Amplituda sity B; = m{0%e wynika z niewywazenia, amplituda sity B, = mp82rp wy-
nika z dodatkowej masy prébnej. Zatem z wzoru (24) mozna wyznaczy¢ wartos$¢ niewy-
wazenia:

A
mi0%e = 2mpO?rp (24)
Ap
Aq
mie = mpt, 25
1 AZ+A%-24% PP (25)

Z tréjkata EFG stosujgc wzor cosinusdw wyznaczymy kat a
A5—-A3

2 2 2
’A +A%—-2A
4A1 2773 71 2 1

a nastepnie kat ¢ okreslajacy potozenie katowe niewywazenia

A% = A2 + A% — 2A,Apcosa = a = arccos (26)



Y
p=7-a (27)
Powyzsza teoria pozwala wyznaczy¢ wielko$¢ niewywazenia oraz jego potfozenie kato-
we. Znajac te wielkosci mozna w odpowiednim miejscu (po przeciwnej stronie do nie-
wywazenia) umiesci¢ mase wywazajacg my, taka, ze:

my, = = mp — (28)

gdzie 1y, to promien, na ktdrym umieszcza sie mase wywazajaca.

Praktyczne rozwigzania uktadéw do wywazania wymagajg uktadu, za pomoca
ktorego mozna mierzy¢ potozenie kagtowe watu, aby byto wiadomo, gdzie umieszcza sie
masy prébne oraz gdzie umiesci¢ mase wywazajaca.

Po wywazeniu ukfadu w ptaszczyznie m; nalezy odwréci¢ wat i dokonaé wywaze-
nia w ptaszczyznie 1,.

Omodwione postepowanie mozna rozszerzy¢ na dowolng ilos¢ niewywazonych
mas, przy czym kazde niewywazenie sztywnego wirnika moze by¢ usuniete przez
umieszczenie masy wywazajacej (ewentualnie odjecie masy) w kazdej z dwdch ptasz-
czyzn wirnika.



7.5. Wywazenie odksztatcalnych wirnikow

W poprzednich punktach omawialismy zagadnienia wywazania wirnikdw sztywnych,
tzn. takich, ktore nie odksztatcajg sie. Zatozenie takie jest stuszne pod warunkiem, ze
predkosci katowe wirnika sg znacznie nizsze od pierwszej predkosci krytycznej. Jesli
predkosc¢ katowa wirnika przekracza potowe pierwszej predkosci krytycznej wirnik od-
ksztatca sie na tyle, ze nie mozna juz pomija¢ tego zjawiska. Oprécz sit odsrodkowych
zwigzanych z poczatkowym mimosrodem, pojawiajg sie nowe sity tego typu, zwigzane
z odksztatceniami watu.

Aby to wykaza¢ rozwazmy sytuacje przedstawiong na rys. 19, kiedy w srodku sy-
metrycznego wirnika umieszczamy niewywazenie, ktorego skutkiem jest jednostkowa
sita odsrodkowa. Jesli wirnik bytby sztywny, to w kazdym z dwdch tozysk wystgpitaby
reakcja rowna pofowie tej sity. Jesli jednak wirnik jest odksztatcalny to jednostkowa sita
bezwtadnosci wywotuje ugiecie osi wirnika i przesuniecie jej z poczagtkowego potozenia.
Na skutek tego obraca sie wygieta linia sSrodkowa i powstajg dodatkowe sity odsrodko-
we, ktore zmieniajg wartosci sit reakcji w tozyskach.

Wywazenie mozna przeprowadzi¢ umieszczajgc mase wywazajgcg naprzeciwko
niewywazenia poczatkowego, ale wygodniej jest umiesci¢ masy wywazajgce w dwoch
ptaszczyznach w poblizu koncow wirnika. Zatézmy, ze mamy do czynienia z wydtuzonym
wirnikiem o statym przekroju, a ptaszczyzny wywazania my i T, sq oddalone od koncow
wirnika o 1/6 catkowitej dtugosci wirnika.
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Rys. 19. Potozenie mas wywazajgcych zaleznie od predkosci odksztatcalnego wirnika




Sztywny wirnik (mozna go tak traktowac jesli predkosc¢ katowa jest znacznie nizsza od
pierwszej predkosci krytycznej) bedzie wywazony, jesli w kazdej ptaszczyznie wywaza-
nia umiescimy pofowe jednostkowego wywazenia (rys. 19a)). Kiedy wirnik obraca sie
z predkoscig réwng pierwszej predkosci krytycznej (rys. 19b)) jego linia ugiecia ma
ksztatt potowy sinusoidy (ksztatt nie zalezy od poczatkowego niewywazenia) o amplitu-
dzie tak duzej, ze niewywazenie jest znaczgco wieksze od poczgtkowego niewywazenia
jednostkowego. Istotne jest, ze ksztatt linii ugiecia jest taki, ze odksztatcenia wirnika
w ptaszczyznach wywazenia sg o potowe mniejsze niz w jego srodku. Zatem wirnik be-
dzie wywazony jesli w ptaszczyznach wywazenia bedg umieszczone dodatkowe wywa-
zenia, ktore dadzg w sumie wywazenie rowne jednostkowemu. Uzasadnienie tego faktu
jest nastepujgce. Wirnik bedacy w rezonansie znajduje sie w stanie rownowagi obojet-
nej, czyli sity odsrodkowe rownowazone sg przez sity sprezystosci watu. Jezeli pojawi sie
przyrost ugiecia srodka watu o 6 pod wptywem niewywazenia, to praca wykonana
przez niewywazenie bedzie wynosi¢ 6 - 1. Natomiast praca wykonana przez kazde
z wywazen bedzie wnosi¢ 1/2 & - 1 i wirnik pozostanie w stanie rownowagi obojetnej.

Przy drugiej predkosci krytycznej wirnik odksztatca sie w ten sposdb, ze niewywa-
Zenie pozostaje nieruchome. Zatem wywazanie nie jest potrzebne (rys. 19c). Z kolei
przy trzeciej predkosci krytycznej (rys. 19d) wywazenia muszg by¢ umieszczone po
przeciwnej stronie w stosunku do wywazen stosowanych dla matych predkosci .

Na podstawie analizy tego przyktadu dochodzimy do wniosku, ze wywazenie od-
ksztatcalnego wirnika w dwdch ptaszczyznach jest mozliwe, ale tylko dla jednej predko-
Sci. Przy kazdej innej predkosci wirnik bedzie ponownie niewywazony. Jednak w duzej
liczbie przypadkow takie wywazenie jest wystarczajace, poniewaz w licznych zastoso-
waniach maszyny wirnikowe pracujg ze statymi predkosciami kagtowymi.



W przypadku dtugich i elastycznych wirnikdw stosuje sie wywazanie w wiekszej
liczbie ptaszczyzn, ze wzgledu na to, iz wywazanie w dwoch ptaszczyznach, choé teore-
tycznie mozliwe, wymagatoby zastosowania niedopuszczalnie duzych mas.



