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8. Pojecia podstawowe

Dynamika jako czes$¢ mechaniki zajmuje sie opisem ruchu oraz jego przyczynami.
Analogicznie dynamika maszyn zajmuje sie ruchem mechanizmow i maszyn oraz jego
przyczynami. Jak wiadomo z mechaniki ogdlnej ruch bryty to zmiana w czasie jej
potozenia wzgledem przyjetego uktadu odniesienia.

bryta
ZA T T2 ztywna
NS
Rz
Rx F y

Tx
Ty to przesuniecia bryty na odpowiednich kierunkach zwane translacjami,
T,

y ¢ to obroty bryty wokét odpowiednich osi zwane rotacjami.

N

Kazdy z przedstawionych na rys. 1 elementarnych ruchow okresla tzw. stopien
swobody.



Oznacza to, ze bryta moze miec 6 stopni swobody i wowczas nazywamy jg bryta
swobodng. Jednak w rzeczywistosci bryty majg mniej stopni swobody (nazywamy je
nieswobodnymi), poniewaz wchodzagc w kontakt z innymi brytami tracg stopnie
swobody.

Jesli kontakt ten jest realizowany za pomocg pofgczen ruchowych, nazywanych
parami kinematycznymi, to bryty tworzg tancuch kinematyczny (rys. 2). Poszczegdlne
bryty ruchome nazywamy cztonami, a te, ktére spetniajg funkcje podstawy ruchomych
cztondéw, tworzg jeden czton nazywany ostoja.

potgczenie ruchow

czton 2

potgczenie ruchow

czton 1

czion 3 potgczenia ruchowe

ostoja (czton 0)
Rys. 2. Przyktad tancucha kinematycznego



tancuch kinematyczny bedziemy nazywali

ptaskim jesli wszystkie punkty

nalezace do jego cztondéw pozostajg w czasie ruchu w ptaszczyznach rownolegtych do
pewnej
W przeciwnym przypadku tancuch bedziemy nazywali przestrzennym (rys. 3b).

a)

nieruchomej

Al

1

ptaszczyzna
kierujaca

2

B

ptaszczyzny nazywanej

b)

ptaszczyzng kierujgcg (rys. 3a).

1

AR

B

Rys. 3. Przyktad tancucha kinematycznego: a) ptaskiego, b) przestrzennego

W opisie ruchu tancucha kinematycznego istotnym zagadnieniem jest okreslenie
tzw. stopnia ruchliwosci (lub po prostu ruchliwosci), czyli liczby stopni swobody
cztondéw fancucha kinematycznego wzgledem jednego z nich. Innymi stowy stopien
ruchliwosci to liczba, ktdra okresla minimalng liczbe ruchomych cztonéw tancucha
kinematycznego jakie nalezy wprawi¢ w ruch, aby ruch pozostatych cztondow byt
jednoznacznie okreslony. Ta definicja, w przypadku ztozonych uktadéw, moze by¢
ktopotliwa do stosowania. Mozemy powiedzie¢ rowniez, ze stopien ruchliwosci
tancucha kinematycznego to liczba okreslajgca minimalng liczbe ograniczen ruchéw



prostych w parach kinematycznych jakie nalezy narzuci¢, aby caty ukfad byt
nieruchomy.

tancuch kinematyczny moze by¢ zamkniety lub otwarty. Jesli wszystkie cztony
tworzg pary kinematyczne z wiecej niz jednym cztonem to taki tanicuch kinematyczny
nazywamy zamknietym — to tzw. mechanizm. Przyktadowy mechanizm korbowo-
wodzikowy stosowany w maszynach ttokowych przedstawiono na rys. 2a. Z kolei
otwarty tancuch kinematyczny to taki, w ktérym przynajmniej jeden czton tworzy pare
kinematyczng tylko z jednym innym cztonem — to tzw. manipulator. Przyktad takiego
tancucha kinematycznego przedstawiono na rys. 2b, gdzie czton 3 tworzy pare tylko
z jednym czfonem 2.

Rys. 4. Przyktad tancucha kinematycznego: a) zamknietego — tzw. mechanizm korbowo-wodzikowy,
b) otwartego — manipulator

Manipulator, ktorego ruch jest automatycznie sterowany komputerem,
nazywamy robotem.

Maszyna to uktad mechaniczny, gdzie przy udziale odpowiednich mechanizmow:
- uktad wykonuje prace uzyteczng, to tzw. maszyny robocze, np. obrabiarka, koparka,
lub
- nastepuje zamiana energii na inny rodzaj energii, to tzw. silniki.



8.1. Klasyfikacja par kinematycznych

Jak juz wiadomo, jezeli bryty pofagczone s3 ze sobg kinematycznie, tzn. tak, ze jedna
wzgledem drugiej moze wykonywac ruch, méwimy, ze tworzg tzw. pare kinematyczng,
ktorej przypisujemy odpowiednig klase. O klasie pary kinematycznej decyduje ilos¢
utraconych stopni swobody jednego cztonu wzgledem drugiego, z ktorym tworzy pare
kinematyczng. Klasy par kinematycznych wystepujace w uktadach mechanicznych
przedstawiono w tabeli.

Klasa pary | Symbol Przyktad rozwigzania
kinematycznej

para  kinematyczna
klasy 5 — cztony traca
wzgledem siebie 5
stopni swobody

para  kinematyczna
klasy 4 — cztony traca
wzgledem siebie 4
stopnie swobody




para  kinematyczna
klasy 3 — cztony traca
wzgledem siebie 3
stopnie swobody

para  kinematyczna
klasy 2 — cztony traca
wzgledem siebie 2
stopnie swobody

para  kinematyczna
klasy 1 — cztony traca
wzgledem siebie 1
stopien swobody

Nie moze by¢ par kinematycznych klasy 6 i 0 bo oznaczatoby to, ze cztony w pierwszym
przypadku sg wzgledem siebie nieruchome lub, w drugim przypadku, nie traca
wzgledem siebie stopni swobody.



8.2. Ruchliwos¢ ptaskiego tancucha kinematycznego

W tfancuchu kinematycznym ptaskim ruchliwos¢ okreslamy nastepujgco

w =3n—2ps — Py (1)
gdzie: w —ruchliwosg,

n —liczna cztonéw ruchomych,

ps — liczba par kinematycznych klasy 5,
ps — liczba par kinematycznych klasy 4.



Przyktad 1
Dla uktadu mechanicznego ptaskiego pokazanego na rysunku, obliczymy ruchliwosé.

NOUOUSNIONINNINNNNSNN
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ST77777777777
Rys. 3. taniicuch kinematyczny o stopniu ruchliwosci réwnym 1

Przedstawiony ukfad to mechanizm korbowo-wodzikowy, w ktérym:
0 - ostoja,

1 - korba,

2 - tacznik,

3 - wodzik,

Ruchliwos$¢ mechanizmu obliczymy ze wzoru (1), w ktérym:

n=3{1, 2, 3} — w nawiasie podano cztony ruchome,

ps =4 {0-1, 1-2, 2-3, 0-3} - w nawiasie podano pary kinematyczne klasy 5,
ps=0

wiecw=33-24-0=1.



Przyktad 2
Jesli w uktadzie z poprzedniego przyktadu usunieta zostanie para kinematyczna
postepowa 0-3 to wowczas uktad bedzie jak na ponizszym rysunku. Obliczymy jego
ruchliwosc.

0 A \OC

3/

Rys. 4. tanicuch kinematyczny o stopniu ruchliwosci réwnym 3

Przedstawiony uktad to manipulator, w ktérym ostatni czton 3 zwykle jest chwytakiem:
0 - ostoja,
1, 2, 3 - cztony ruchome

Ruchliwos$¢ mechanizmu obliczymy ze wzoru (1), w ktérym:

n=3{1, 2, 3}
ps = 3{0-1, 1-2, 2-3}
ps=0

wiecw=33-23-0=3.

Aby ruch uktadu byt jednoznacznie okreslony, kazdy czton musi by¢ napedzany.



Przyktad 3
Dla uktadu mechanicznego ptaskiego pokazanego na rysunku, obliczymy ruchliwosé.

Rys. 5. taniicuch kinematyczny o stopniu ruchliwosci réwnym 1

Przedstawiony uktad to mechanizm zebaty, w ktorym:
0 - ostoja,
1, 2 — kotfa zebate walcowe,

Uwaga!
Umownie przyjmuje sie, ze wspotpracujgce kota zebate tworza pare
kinematyczng klasy 4

Ruchliwos$¢ mechanizmu obliczymy ze wzoru (1), w ktérym:

n=21{1,2}
ps =2 {0-1, 0-2}
ps=1{1-2}

wiecw=32-22-1=1.



Uwaga!
Jesli w = 0 to uktad jest nieruchomy, jesli w < 0 to uktad jest przesztywniony.

Przyktad 4
Obliczymy ruchliwos¢ uktadu dwoch pretdow potaczonych przegubowo.

Rys. 4. Uktad dwdch pretéw potgczonych przegubowo

Przedstawiony uktad jest ztozony z nastepujacych elementow:
0 - ostoja,
1, 2 — cztony ruchome

Ruchliwos¢ obliczymy ze wzoru (1), w ktérym:

n=2{1,2}
ps=3{0-1, 1-2, 2-0}
ps=0

wiecw=32-23-0=0.

Ruchliwos¢ uktadu wynosi w=0, zatem uktad pretdw jest nieruchoma konstrukcja.



Przyktad 5
Obliczymy ruchliwos¢ uktadu trzech pretéw potgczonych przegubowo.

Rys. 4. Uktad trzech pretow potgczonych przegubowo

Przedstawiony uktad jest ztozony z nastepujacych elementow:
0 - ostoja,
1, 2, 3 - cztony ruchome

Ruchliwos¢ obliczymy ze wzoru (1), w ktérym:

n=3{1, 2, 3}
ps =5{0-1, 1-2, 2-0, 2-3, 3-0}
ps=0

wiecw=33-25-0=-1.

Ruchliwos¢ uktadu wynosi w=-1, zatem uktad pretow jest nieruchoma konstrukcja
przesztywnionag.



8.3. Klasyfikacja funkcjonalna mechanizméw

Nazwa

Przykfad mechanizmu

zebaty

ciegnowy




krzywkowy

dzwigniowy




cierny




9. Kinematyka wybranych mechanizmow ptaskich

Kinematyka tancuchéw kinematycznych (mechanizméw lub manipulatoréw), to opis
ruchu poszczegdlnych cztonéw ukfadow mechanicznych. Stosujemy tu metody
analityczne znane z mechaniki ogdlnej, graficzne lub symulacje komputerowe. W tym
rozdziale zajmiemy sie tymi pierwszymi. Zastosujemy je do opisu dwucztonowego
manipulatora ptaskiego oraz przektadni obiegowe,;.

9.1. Kinematyka dwucztonowego manipulatora ptaskiego

Rozwazmy ptaski otwarty tancuch kinematyczny czyli manipulator, ktory zostat
przedstawiony na rys. 1. Ruchliwos¢ ukfadu wyznaczymy ze znanego wzoru (1),
w ktorym:

n=2{1, 2} - liczba cztonéw ruchomych,

ps =2 {0-1, 1-2} — liczba par kinematycznych klasy 5,

ps = 0—liczba par kinematycznych klasy 4,

wiecw=32-22-0=2.
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Rys. 1. Schemat dwucztonowego manipulatora ptaskiego

Jest to wiec uktad o dwédch stopniach swobody, ktérego cztony w czasie ruchu
pozostaja

w ptaszczyznie xy. Pary kinematyczne obrotowe w punktach A i B umozliwiaja
wykonywanie ruchéw obrotowych wzgledem osi prostopadiych do ptaszczyzny xy.
Zaktadamy, ze $rodek masy cztonu 1 lezy na odcinku AB w punkcie S;, za$ $rodek masy
cztonu 2 lezy na odcinku BM w punkcie S,, gdzie |AS;| = I, oraz |BS,| = l,. Czton
1 ma predkos¢ katowa w; rownolegty do osi z, co do wartosci w; = ¢;. Natomiast
czton 2 ma predkosc¢ katowa w = w4 + w, takze réwnolegty do osi z, co do wartosci



W= w1+ wy; =@q+ @y, przy czym w, to predkosé katowa z jaka czton 2 obraca sie
wzgledem cztonu 1.
Wyznaczymy teraz wektor predkosci punktu B, czyli

g = @, X AB (1)

Wektor ten mozemy zapisac inaczej w postaci wyznacznikowej:

3 j k
ﬁB = 0 0 w1 (2)
licosgp; lisinp; O

gdzie l;cosp, = xp, l;singp,; = yg. Wyznacznik mozemy przedstawi¢ w postaci:

ﬁB = UBXT-I_ UBy]_+ UBZk (3)

Wartos¢ wektora predkosci wyznaczymy z zaleznosci:

vp = \/véx + v, + V5, (4)

Wielkosci pod pierwiastkiem wyznaczamy, wykorzystujgc zapis wyznacznikowy:



Vpy = —W1lising,
Vpy = W1licos@q (5)
Vg, = O

Podane wzory (5) to rzuty wektora predkosci punktu B na poszczegdlne osie.

Wyznaczymy teraz wektor predkosci punktu M, stosujgc metode wyznaczania
predkosci dowolnego punktu bryty w ruchu ptaskim, znang z mechaniki ogélnej, czyli

Uy = Up + Uyp (6)
Wektor predkosci vy okresla wzér (1), natomiast wektor predkosci v,z zapiszemy
Wyijasnienia wymaga tutaj fakt, ze we wzorze (7) wystepuje wektor predkosci
W = w1 + W,. Jezeli jako obserwatorzy staniemy w punkcie B, to bedziemy widzieli
ruch cztonu 2 jako ruch obrotowy wtasnie z chwilowg predkoscig katowag w. Wektor
Uy g Mozemy zapisa¢ w postaci wyznacznikowej:

U J k
ﬁMB - 0 0 (1)1 + (1)2 (8)

lcos(pq + @3)  Lsin(eq + @3) 0

Wyznacznik mozemy przedstawi¢ w postaci:



UmB = VmBxl + Vmpy] + UMBZE (9)

a wielkosci vy gy, Vmpy, Vmpz WYzZnaczamy, wykorzystujac zapis wyznacznikowy:

Vupx = — (w1 + wy)lrsin(@q + ¢3)
UmBy = (wq + wy)lycos(@; + @3) (10)
Vypz = 0

Wektor predkosci punktu M mozemy rowniez zapisa¢ w postaci

ﬁM = vaf-l_ UMy]_+ UMZk (11)
Uwzgledniajgc réwnania (3), (9) i (11), wektor predkosci U,; dany wzorem (6) zapiszemy

ﬁM - vaf-l_ UMy]_+ UMZE - UBXT-I_ UBy]_+ UBZE +_UMBXT+ vMBy]_+ UMBZE -
(Vpx + Vup )T+ (VBy + UMBy)]_ + (Vg + vupk (12)

Poréwnujac odpowiednie wyrazenia przy i, J, k, otrzymamy:
Vmx = VBx + VnMBx
UMy = Upy + Umpy (13)

Unmz = Upz + Vypz

Uwzgledniajgc wzory (5) i (10), powyzszy zapiszemy jako



Vi = —w1l1Sing; — (wq + wy)lpsin(e + ¢3)
Vyy = w1licos@y + (wq + wy)lcos(@q + ¢3) (14)
UMZ == 0

Podane wzory (14) to rzuty wektora predkosci punktu M na poszczegdlne osie. Wartosé
wektora predkosci punktu M wyznaczymy z zaleznosci:

Uy = \/v,\z,,x + gy, + Vi, (15)

Rozkfad predkosci analizowanych punktow przedstawiono na rys. 2.



Rys. 2. Rozktad predkosci punktow B i M manipulatora



Przez analogie do wektora predkosci punktu B okreslimy wektor predkosci punktu S;

1751 - (1_)1 X ASl
a w postaci wyznacznikowej:

L J
1751 = 0 0
lercospy  legsing,

skad otrzymamy

Us,x = —w1le1Sing,
Vs,y = w1l cOSP4
vSlz = 0

(16)
k
w1 (17)
0
(18)

Podane wzory (18) to rzuty wektora predkosci punktu S; na poszczegdlne osie.
Wartos¢ wektora predkosci punktu S; wyznaczymy z zaleznosci:

— |2 2 2
Vg, = \/Uslx + V5, + Vs,

(19)

Przez analogie do wektora predkosci punktu M okreslimy wektor predkosci punktu S,.

1752 = 173 + 17523

(20)



gdzie
Us,p = @ X BS, (21)
a w postaci wyznacznikowej zapiszemy:

T J k
17523 == 0 0 (1)1 + (1)2 (22)
leacos(pq + @3)  lpsin(er + @3) 0

skad otrzymamy

Us,Bx = —(w1 + wy)lzsin(@y + @)
Us,By = (w1 + wy)lzcos(@q1 + @2) (23)
VUs,Bz = 0

Przez analogie do rzutéw wektora predkosci punktu M na poszczegdlne osie, zapiszemy
teraz rzuty wektora predkosci punktu S, na poszczegdlne osie:

Vs,x = Vpx T Vs,Bx
Us,y = Vpy t Us,By (24)

Vs,z = Vpz t Vs,Bz

Uwzgledniajgc wzory (5) i (23), powyzszy zapiszemy jako



Us,x = —w1lising; — (w1 + wy)lsin(@g + @3)
Vs,y = w1lic0s@; + (w1 + wz)lezcos(@r + ¢@2) (25)
USZZ =0

Podane wzory (25) to rzuty wektora predkosci punktu S, na poszczegdlne osie. Wartosé
wektora predkosci punktu S, wyznaczymy z zaleznosci:

v, = \/vfzx +vé, +v§, (26)

Rozkfad predkosci analizowanych punktow przedstawiono na rys. 3.



Rys. 3. Rozktad predkosci charakterystycznych punktdw manipulatora



Zajmiemy sie teraz bardziej ztozonym zagadnieniem przyspieszen. Wartosci predkosci
katowych mogg zmieniac 5|e w czasie, czyli bedg wystepowac przyspieszenia katowe
odpowiednio & = @y, & = Wy, £ = & + &,.

Aby wyznaczy¢ wektor przyspieszenia punktu B, rédwnanie (1) rdzniczkujemy
wzgledem czasu i otrzymujemy:

Wiemy, ze:
UB - aB,

co uwzglednimy w podanym wzorze i otrzymamy:
dg = & X AB + @0, X Vg = dg, + dg, (28)

gdzie ag, = & X AB, @g, = @; X Ug. Réwnanie (28) mozemy zapisa¢ inaczej w postaci
wyznacznikowej:

0 J k 1 J  k
C_lB = 0 0 & +10 0 w1 (29)
licosp; lisinp; O Upx Vpy UVpz

Wyznacznik mozemy przedstawi¢ w postaci:



C_lB = anT‘I' aBy]_+ aBZk (30)

Wartos¢ wektora przyspieszenia wyznaczymy z zaleznosci:

as = Jab+aby + i, 31)

Wielkosci pod pierwiastkiem wyznaczamy, wykorzystujgc zapis wyznacznikowy:

ag,y = —&l1sing,; — w?l,cosg,
apy = &l1c059; — wilysing, (32)
aBZ == 0

Podane wzory (32) to rzuty wektora przyspieszenia punktu B na poszczegdlne osie.
Wyznaczymy teraz wektor przyspieszenia punktu M. W tym celu zrdzniczkujemy
rownanie (6)

Oznaczajac Uy, = Ay, Vg = Qg | Vyg = Ayp, Zapiszemy

Wektor przyspieszenia punktu B okreslilismy poprzednio. Teraz okreslimy wektor
przyspieszenia a,;p Wynikajacy z obrotu punktu M wzgledem punktu B



(35)

BM + @ X B

oo

C_lMB:ﬁMB:(l'_)X

Wiemy, ze:
6:51+52:§1+§2:§,

co uwzglednimy w podanym wzorze i otrzymamy:
(36)

C_lMB:éTXBM‘I'(l_)XﬁMB:C_lMBT"'C_lMBn

gdzie ayp; = € X BM, aygn, = @ X vyp. Wektor a,p mozemy zapisa¢ w postaci

wyznacznikowej:

3 7 k T 7 k
C_lMB = 0 0 & + & + 0 0 w1 + w-
lreos(pq + @2)  Lsin(eq + @) 0 VmBx VmMBy 0
(37)

Wyznacznik mozemy przedstawi¢ w postaci:
(38)

Amp = Ampxl t+ Ampy] T ampzk

a wielkosci ay gy, Aypy, Ampz WYyznNaczamy, wykorzystujac zapis wyznacznikowy:



aypy = —(&1 + &2)lsin(p; + ;) — (wg + w2)212C05(<P1 + @2)
aypy = (&1 + &)lcos(@; + @) — (wy + wy) 2l sin(p, + @,) (39)
aypz = 0

Wektor przyspieszenia punktu M mozemy rowniez zapisa¢ w postaci

C_lM = aMxT+ aMy]_+ aMZk (40)

Uwzgledniajgc réwnania (30), (38) i (40), wektor przyspieszenia a,, dany wzorem (34)
zapiszemy jako

Ay = Auyl + ayyj + amzk = apxl + Apy] + aBzE_-" ampxl + Aypy] + upzk
= (apx + aypx)T + (aBy + aMBy)]_+ (ap; + aypk (41)

Poréwnujac odpowiednie wyrazenia przy i, J, k, otrzymamy:
Apyx = Apx + Aypx
apy = Apy + Aypy (42)

Ayz = Az + Aypy

Uwzgledniajgc wzory (32) i (39), powyzszy zapiszemy jako



ayx = —&lising, — w%llcosq)l — (&1 + &) ysin(@, + ¢3) — (w1 + wz)2lLcos(py + @3)
apmy = &lycospq — w%l15in§01 + (&1 + &) lycos(@1 + @,) — (w1 + wy)%ysin(e; + @,)
apmz = 0

(43)

Podane wzory (43) to rzuty wektora przyspieszenia punktu M na poszczegdlne osie.
Wartos¢ wektora przyspieszenia punktu M wyznaczymy z zaleznosci:

ay = \/aﬁ,x + ayy, + apy, (44)

Rozkfad przyspieszen analizowanych punktow przedstawiono na rys. 4.
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Rys. 4. Rozktad przyspieszen punktéw B i M manipulatora



Wektor przyspieszenia punktu S; okreslimy jako
as, = & X ASy + @y X Us, = G 7 + Ag;n (45)

gdzie Qs , =& X AS;, Qs =mq XUs,. Wektor & zapiszemy w postaci
wyznacznikowej:

U J k U J k
C_lsl = 0 0 & + 0 0 w1 (46)
lencosgpy  lysing, 0 Us,x VUs;y Vsiz

skad otrzymamy

_ : 2
As,x = —&le1sing, — wilecosg,
_ 2 .
as,y = &lc1c05@Q; — wileising, (47)
aSlz = 0

Podane wzory (47) to rzuty wektora przyspieszenia punktu S; na poszczegdlne osie.
Wartos¢ wektora przyspieszenia punktu S; wyznaczymy z zaleznosci:

as, = \/aflx +agi, +ai, (48)

Wektor przyspieszenia punktu S, okreslimy jako



C_lsz = C_lB + C_lSZB (49)
gdzie
ds,p = € X BS, + @ X Us,p = Gs,pr + Gs,pn (50)

gdzie @gp, = EX BS,, Qs,pn = @ X Us,p. Wektor @ p zapiszemy w postaci
wyznacznikowej

0 J k U J k
C_lSZB == 0 0 81 + 82 + 0 O (1)1 + (1)2
leacos(pq + @3)  lpsin(eq + @3) 0 Vs,Bx Vs,By 0
(51)

skad otrzymamy

As,Bx = — (&1 + &)lzsin(@y + @;) — (w1 + wy)*lzc0s(@q + @3)
s, py = (&1 + &)l pc05(91 + @3) — (w1 + wy)?lpsin(@r + @3) (52)
As,pz = 0

Przez analogie do rzutéw wektora przyspieszenia punktu M na poszczegdlne osie,
zapiszemy teraz rzuty wektora przyspieszenia punktu S, na poszczegdlne osie:



as,x = Apx T As,Bx
s,y = apy + as,py (53)
as,z = Apz + As, B,

Uwzgledniajgc wzory (32) i (52), powyzszy zapiszemy jako

( as,x = —&1lysing; — wilycosg,
—(&1 + &)l ep5in(@1 + @2) — (W1 + w3)%lpc05(q + @3)
3 s,y = €1l1€0591 — wilysing, (54)

+(&1 + &2)lzc05(@1 + ¢3) — (w1 + wz)zlczsin((pl + ¢3)
\ aszz =0

Podane wzory (54) to rzuty wektora przyspieszenia punktu S, na poszczegdlne osie.
Wartos¢ wektora przyspieszenia punktu S wyznaczymy z zaleznosci:

as, = \/afzx +ai, +ai, (55)

Rozkfad przyspieszen analizowanych punktow przedstawiono na rys. 5.



Z
Rys. 5. Rozktad przyspieszen charakterystycznych punktéw manipulatora




Niekiedy wygodnie jest przyjac¢ inny sposob odmierzania katow obrotu cztonow, np.
taki jak przedstawiono na rys. 6.
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Rys. 6. Schemat dwucztonowego manipulatora ptaskiego

Wowczas predkosci katowe oraz przyspieszenia katowe cztonu 2 beda rozumiane
inaczej niz poprzednio, czyli:

W, = qSl — predkos¢ kagtowa cztonu 1
W, = q52 — predkos¢ kagtowa cztonu 2



& = @y, & = W1 = ¢4 - przyspieszenie katowe cztonu 1
& = Wy, & = W, = ¢, - przyspieszenie katowe cztonu 2

Natomiast predkosci i przyspieszenia poszczegdlnych
manipulatora bedg miaty postac:

( _ .

Vpy = —w1lysing,
{ Vgy = w1licos¢p,

(UMX - _wlllsin¢1 - wzlzsin¢2
{ Umy = w1licos¢py + wylycos¢p,
(Vs x = —wile1Sing,
{ Vs,y = wylcicosgy
\ Uslz == 0
(Vs,x = —w1l1Sing; — wylzsing,
{ Vs,y = W1licosPq + wylecos¢h,
\ szZ == 0

analizowanych punktow

(56)

(57)

(58)

(59)



ag,y = —&lising; — w?l cosp,
agy = &lycospy — wilising,
aBZ == 0

ayy = €1l1c05¢; — wilisingy + &l,co5¢, — wilysing,

{aMx = —glysingp; — wilicosp; — & 1,singp, — wil,cosp,

ayz =0
_ : 2
As,x = —&leising, — wilgcosp,
_ 2] o
As,y = €1lc1c0sPy — wileising,
aSlz = 0
as,x = —&1lySing; — wilicospy — &;l,singp, — wil,cosd,
s,y = €1l1€05P1 — wilising, + g;lc05¢, — wil,sing,
aSzZ = 0

(60)

(61)

(62)

(63)

Przedstawiona analiza kinematyki manipulatora zostanie zastosowana w opisie jego

dynamiki w nastepnym rozdziale.



9.2. Kinematyka mechanizmow zebatych

Przektadnie mechaniczne to mechanizmy stosowane w budowie maszyn, ktorych
zadaniem jest przenoszenie ruchu z watu napedzajgcego (czynnego) na wat napedzany
(bierny). Zwykle wystepuje woOwczas zmiana wartosci predkosci i momentu
obrotowego.

Przektadnia zebata —to przektadnia mechaniczna, w ktorej ruch obrotowy jednego watu
jest przenoszony na drugi, w wyniku zazebienia sie kota zebatego czynnego z kotem
biernym. Zasadniczym elementem przektadni zebatej jest para kot zebatych, zwanych
przektadnig zebatg, prosta.

Koto zebate to czes¢ mechanizmu lub maszyny, stuzgca do przenoszenia ruchu bez
poslizgu za pomocg zebow rozmieszczonych na obwodach wspotpracujgcych kof.
Elementy kota zebatego to: wieniec zebaty, piasta, tacznik, tgczacy piaste z wiericem.

Przektadnie zebate sg najpowszechniej stosowanymi przektadniami w budowie maszyn,
ze wzgledu na ich zalety, z ktorych gtowne to:

- fatwos¢ wykonania,

- stosunkowo mate gabaryty,

- stosunkowo cicha praca, przy odpowiednim smarowaniu,

- duza réwnomiernosc¢ pracy,

- wysoka sprawnos¢ dochodzgca do 98% (z wyjatkiem przektadni slimakowej).



Do wad przektadni zebatych zalicza sie:

- stosunkowo niskie przetozenie dla pojedynczego stopnia,
- sztywna geometria,
- brak naturalnego zabezpieczenia przed przecigzeniem.



Klasyfikacja kot zebatych ze wzgledu na ksztatt wienca

1. Kota walcowe:
a) o zebach prostych,
b) o zebach skos$nych,
c) o zebach daszkowych,
d) o zebach tukowych.

Rys. 7. Kota walcowe: a) o zebach prostych, b) o zebach skosnych

2. Kofta stozkowe:
a) o zebach prostych,
b) o zebach skos$nych,
c) o zebach tukowych.

Rys. 8. Kofa stozkowe: a) o zebach prostych, b) o zebach skosnych




Zaréwno kota walcowe jak i stozkowe mogg mie¢ uzebienie zewnetrzne jak i
wewnetrzne.

Rys. 9. Kofa walcowe o zebach prostych: a) o uzebieniu zewnetrznym, b) o uzebieniu wewnetrznym

Szczegblng postaé kota walcowego stanowi zebatka prosta, ktérg mozna uwazac za koto
walcowe o nieskonczenie duzej srednicy. Podobnie szczegdlng postacig kota zebatego
stozkowego jest koto ptaskie, ktdre nazywamy zebatky pierscieniowg lub kotem
koronowym.

Rys. 10. Koto koronowe



Typy przektadni zebatych
Przektadnie mozna pogrupowac ze wzgledu na rézne kryteria:

1. Ze wzgledu na liczbe stopni:
a) proste (przektadnia jednostopniowa),
b) wielokrotne (ztozone, przektadnia wielostopniowa).

2. Ze wzgledu na umiejscowienie zazebienia:
a) zazebienie zewnetrzne,
b) zazebienie wewnetrzne.

<>

3. Ze wzgledu na rodzaj przenoszonego ruchu:
a) przektadnia obrotowa — skfada sie z dwdch két zebatych,
b) przektadnia liniowa - koto zebate wspdtpracuje z listwg zebatg tzw. zebatka.

4. Ze wzgledu na wzajemne usytuowanie osi obrotu:
a) przektadnia czotowa - w ktérej obie osie obrotu lezg w jednej ptaszczyinie.
Takie przektadnie wystepujg w dwoch odmianach:
- przektadnia walcowa,
- przektadnia stozkowa,



b) przektadnia srubowa (zebata) - w ktérej osie obrotu lezg w dwéch roznych
ptaszczyznach. Takie przektadnie wystepujg w dwdch odmianach:

- przekfadnia $limakowa (o osiach prostopadtych),

- przekfadnia hiperboloidalna (o osiach zwichrowanych).

5. Ze wzgledu na ruchomos¢ osi:
a) przektadnia o osiach statych,
b) przekfadnia obiegowa — w ktdrych osie niektorych két, zwanych obiegowymi
wykonuja ruch obrotowy wokot osi kot centralnych
- przektadnia planetarna — w ktérej przynajmniej jedno kofo centralne jest

nieruchome,
- przektadnia réznicowa — w ktdérej wszystkie kota centralne sg ruchome.



Ze wzgledu na specyfike przektadni obiegowych, kolejne przyktady w tym punkcie
poswiecone zostang wyjasnieniu zagadnien zwigzanych z analityczng metodg opisu
kinematyki tych przekfadni.

W przyktadzie 1 wprowadzone zostang podstawowe pojecia charakteryzujace
przektadnie oraz opisana zostanie kinematyka przekfadni o osiach statych o zazebieniu
zewnetrznym. W przyktadzie 2 opisana zostanie kinematyka przekfadni o osiach statych
o zazebieniu wewnetrznym. W przyktadzie 3 zostanie rozwazona elementarna
przektadnia obiegowa, w ktdérej unieruchamiane beda kolejno poszczegdlne cztony
(koto centralne i jarzmo), co pozwoli przeanalizowaé elementarne ruchy, ktére moga
by¢ realizowane. Nastepnie zostanie przeanalizowana kinematyka przektadni, w ktorej
obrot zadnego z elementdw nie jest blokowany, czyli zostanie podany opis kinematyki
przektadni réznicowe,;.



Przyktad 1. Przektadnia walcowa o osiach statych o zazebieniu zewnetrznym (rys. 7)

1

N N
pr7774 p77774
dp, S
pr7774 p7777¢
dp; = S5
of 2 — 1, 2 — kota zebate,

Rys. 7. Przektadnia walcowa o osiach statych

Podstawowe wielkoSci geometryczne charakteryzujgce kota zebate to: ry, r, —
promienie koft, lub dp,, dp, — Srednice podziatowe kot. Mozna je wyrazi¢ nastepujgco

dp; = mz;
dp, = mzz} (64)
gdzie: Z1, 2, — liczby zebow kot,

m — modut zebdéw (wielko$é znormalizowana).



Z powyzszych zaleznosci wynika, ze stosunek promieni, Srednic podziatowych i liczby
zebow jest taki sam dla zeboéw o takim samym module, poniewaz

no_dp_mn_n (65)

2 dp, maz, Zy

Zatozmy predkosé katowg w; [rad/s] kota 1 i wyznaczmy predkos¢ katowg kota 2 w,
[rad/s], jesli znane sg promienie két. Wiadomo, ze predkos¢ liniowa punktu styku A kot
bedzie taka sama niezaleznie od tego czy ten punkt przypiszemy do kota 1 czy do kota 2.
Bedzie ona rowna

vy = w4y jesli punkt A przypiszemy do kota 1, lub (66)
Uy = w,1, jesli punkt A przypiszemy do kota 2. (67)

Z pordwnania przytoczonych wzoréw wynika, ze

&=T_2=i12 (68)

wr L&

czyli stosunek predkosci jest odwrotnie proporcjonalny do stosunku promieni. Tak
okreslony stosunek predkosci nazywany jest przetozeniem (w tym przypadku iy,).

We wzorze (68) nie ma zadnej informacji o tym, czy zwroty predkosci katowych két 1i 2
sg zgodne czy przeciwne. Z rozktadu predkosci przedstawionego na rys. 8 wynika, ze s3
ohe przeciwne.
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Rys. 8. Rozktad predkoé_ci w przekfadni walcowej o osiach statych o zazebieniu zewnetrznym

Wynika stagd potrzeba uwzglednienia znaku ,,-,, w zapisie analitycznym, czyli

L= 2oy, (69)

(OF) L&

Wowczas mozna poprawnie okresli¢ predkos¢ katowa kota 2

(70)



Przyktad 2. Przektadnia walcowa o osiach statych o zazebieniu wewnetrznym (rys. 9)

Zatozmy predkosé katowg w; [rad/s] kota 1 i wyznaczmy predkos¢ katowg kota 2 w,
[rad/s]. Promienie kot sg znane.

wu 7 0,
= B >
__/’I
U wu
= _’ B
(’02
2 LT

Rys. 9. Rozktad predkosci w przektadni walcowej o osiach statych o zazebieniu wewnetrznym

Wiadomo, ze predkosc liniowa punktu styku A két bedzie taka sama niezaleznie od tego
czy ten punkt przypiszemy do kota 1 czy do kota 2. Bedzie ona réwna
vy = wqTy jesli punkt A przypiszemy do kota 1, lub (71)
Uy = w,1, jesli punkt A przypiszemy do kota 2. (72)



Z pordwnania przytoczonych wzoréw wynika, ze

&=T_2=i12 (73)

wr L&

Z rozktadu predkosci przedstawionego na rys. 9 wynika, ze ich zwroty (znaki) sg zgodne.
Mozna wiec okresli¢ predkos¢ katowa kota 2 jako

w1
(1)2 -

(74)
UWAGA: Z przytoczonych przyktadéw wynika wniosek, ze w przypadku zazebienia
zewnetrznego kot, nalezy we wzorze analitycznym uwzglednic znak ,,-,, przy przetozeniu
(zazebienie zewnetrzne powoduje zmiane kierunku obracania sie kot), natomiast
w przypadku zazebienia wewnetrznego nie ma takiej potrzeby.



Przyktad 3. Przektadnia obiegowa (rys. 10)

Zatozmy predkos¢ katowg ws [rad/s] jarzma 3 i wyznaczmy predkos$é¢ katowg kota 2 w,
[rad/s], jesli koto 1 jest unieruchomione (symbol ;). W takim przypadku mamy
przektadnie obiegowg planetarng. Znane sg promienie kot.

2

N

1.
Rys. 10. Przektadnia planetarna

W rozwazanym przypadku o$ kota 2 jest ruchoma i ,obiega” os centralng kota 1.
Analizowana przektadnia nie jest przekfadnig o osiach statych, zatem przestaje
obowigzywaé tu poprzednia definicja przetozenia. Jest to przektadnia obiegowa,
szczegllny przypadek przektadni planetarnej — kiedy kofo centralne jest



unieruchomione. Dla takich przektadni stosuje sie tzw. wzér Willisa, z ktdorego mozna
okreslic predkosci katowe kot. Przyjmuje sie pewien schemat myslowy, w ktorym
zostaje unieruchomione jarzmo 3 tak, ze wszystkie pozostate elementy tej przekfadni
obracajg sie wzgledem jarzma: - nalezy wiec analizowac predkosci wzgledne. Dla tej
przektadni wzor Willisa bedzie miat postac

»—ne'\. | NS\.

—ly (75)

”

gdzie przetozenie i,; okresla sie jak dla przektadni o osiach statych, znak ,-” wynika
z faktu zazebienia zewnetrznego kot 1 i 2, w{, wé - predkosci wzgledne kot 1 i 2
wzgledem jarzma 3 (zamiast 3 stosujemy ogdlnie J). Predkosci wzgledne to

w{ = w1 — Wy (76)
wé = Wy — Wy (77)
Wzor Willisa przyjmie wiec postac

(1)2—(1)]

= —iy, (78)

(1)1—(1)]
a stad znajdziemy szukang predkosc kota 2

wy, = _i21((1)1 - (1)]) + (1)] (79)



Wiadomo, ze

(1)]:(1)3
w, =0
T (80)
lp1 = —

2

co ostatecznie pozwala zapisac predkosc¢ katowg kota 2 w nastepujgcej postaci

w, = w3 (2+1) (81)



Zatozmy teraz predkosc¢ katowa wq [rad/s] kota 1 i wyznaczmy predkos¢ katowq kota 2
w, [rad/s], jesli jarzmo 3 jest unieruchomione (symbol ,,;,) (rys. 11). Znane sa
promienie kot.

1.
Rys. 11. Przektadnia o osiach statych

Jest to ten sam przypadek co w przyktadzie 1 — przektfadnia o osiach statych, wiec
zapiszemy

Wy = — = —Wwq— (82)




Przeanalizujmy teraz przypadek, w ktorym zaden element przektadni nie bedzie
unieruchomiony i znane sg predkosci w, [rad/s] i ws [rad/s]. Bedzie to przektadnia
obiegowa réznicowa — uktad o dwdch stopniach swobody (rys. 12).

2

N—_—
34)| |
o, o,
el
1.+

Rys. 12. Przektadnia obiegowa o dwdch stopniach swobody
Zastosujemy znany juz wzor Willisa, z ktorego wynika, ze predkos¢ kota 2 to
wy, = _i21((1)1 - (1)]) + (1)] (83)

Uwzgledniajac, ze



)

(1)] - (1)3
i _n } (84)
21 =
zapiszemy ostatecznie predkosc katowa kofa 2
Wy = —:_:(ah — w3) + w3 (85)
Predkos¢ katowa kota 2 jest liniowg kombinacjg predkosci kagtowych kota 1 i jarzma 3.

UWAGA: Wz6r Willisa mozna uogélni¢ przyjmujgc symboliczne predkosci kot ni k

wn—w]

= ink (_1)m (86)

Wr—wjg

gdzie:

w, — predkos¢ katowa kota n,

wy — predkos¢ katowa kota k,

ink — przetozenie miedzy kotaminik,

m — liczba zazebien zewnetrznych pomiedzy kotamin i k.
Z zapisu wynika, ze mozna stosowan wzor dla arbitralnie wybranych kot przekfadni,
z pominieciem kot posredniczacych (jesli takie wystepujg) pomiedzy kotami n i k. We
wzorze Willisa mozna rowniez stosowal predkosci obrotowe cztondw wyrazone
w [obr/min]



Przyktad 4. Przektadnia obiegowa o dwdch stopniach swobody (rys. 13).

Przeanalizujemy kinematyke przektadni obiegowej, ktdrej schemat pokazano na rys. 13.
Wat | potgczony jest z jarzmem J, w ktérym utozyskowane jest koto satelitarne
z podwdjnym wiencem zebatym. Koto 4 z uzebieniem wewnetrznym potgczone jest
z watem |l. Zatézmy predkosc katowg w [rad/s] watu | oraz predkosé katowa w- [rad/s]
kota 1 i wyznaczmy predkosci katowe pozostatych ruchomych cztonéw przektadni.
Znana jest geometria przektadni. Dane: w [rad/s], w4 [rad/s], r1 [m], ry [M], r3 [m].

D) - ———|--

o,

27 3
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=
1
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Rys. 13. Przektadnia obiegowa o dwdch stopniach swobody




W pierwszym etapie wyznaczymy ruchliwos¢ mechanizmu, sktadajgcego sie
z nastepujacych cztondw czynnych:

0 - ostoja,

1 — koto centralne o uzebieniu zewnetrznym,

2-3 — koto zebate satelitarne, (liczba kot satelitarnych nie wptywa na ruchliwo$é uktadu
— w obliczeniach uwzgledniamy tylko jedno koto satelitarne a pozostate traktujemy jako
cztony bierne i nie uwzgledniamy w analizie ruchliwosci),

4 — koto centralne o uzebieniu wewnetrznym (razem z watem |l stanowi jeden czton),

J —jarzmo (razem z watem | stanowi jeden czton).

Ruchliwos$¢ mechanizmu w obliczymy ze wzoru (1), w ktédrym uwzglednimy, ze

n=4{1, 2-3, 4, J} — w nawiasie podano ruchome cztony czynne,

ps = 4 {0-l, I-1 (2-3)-J, O-ll} - w nawiasie podano pary kinematyczne klasy 5 (tozyska)
tworzone przez cztony czynne,

ps = 2 {1-2, 3-4} — w nawiasie podano pary kinematyczne klasy 4 (zazebienia kof)
tworzone przez cztony czynne.

Z analizy ruchliwosci wynika, ze w=2, czyli ruch wszystkich cztondow moze byc
jednoznacznie okreslony, jesli podamy ruch dwéch cztonéw, np. kofa 1 i watu I.

Kolejnym etapem jest analiza kinematyczna uktadu, ktorej celem jest okreslenie
predkosci ruchomych cztonéw uktadu w funkcji predkosci cztonéw 1 i I. Korzystajac
z wzoru Willisa (86) zapiszemy rdwnanie z ktérego wyznaczymy predko$¢ katowg kota
2:



(1)2—(1)]

=i (=™ (87)

(1)1—(1)]

gdzie i, = :—Z, m =1, w; = w;. Wyznaczymy predkosc katowq kota satelitarnego jako
Wy = —:—1(0)1 — wp) + wy (88)
2

Koto satelitarne ma podwadjny wieniec zebaty, czyli predkosci kot 2 i 3 sg takie same,
zatem mozemy zapisa¢ w, = w3 = w,_3. Predkos¢ katowa kota 4 wyznaczymy z wzoru
Willisa zapisanego w postaci

w4_w]

=iy (=™ (89)

(1)1—(1)]

gdzie iy = iy3ip1 = :—3:—1, =1 +1r,+r;, m=1, w; = wy. Predkosc katowa kota 4
4 12
jest réwna predkosci katowej watu Il (w, = wyp), wiec ze wzoru (89) wyznaczymy

Wy = Wy = ——2— (w; — wy) + Wy (90)

1y (ry+1y+413)

Predkos¢ katowa watu Il jest liniowg kombinacjg predkosci kagtowych kota 1 i watu I.



Przyktad 5. Przektadnia z kotami stozkowymi (rys. 14).

W przypadku zastosowania w przekfadni kot stozkowych zachodzi przypadek, ze osie
obrotu kot nie sg réownolegte. Kgty pomiedzy osiami obrotu zazebiajgcych sie két mogg
by¢ bardzo rdzne, lecz najczesciej wynosza one 90°, jak pokazano na rys. 14.

a) b) c)
13| 13| 1

N[
/l X / 2 \

2 2
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/777 /777
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Rys. 14. Przektadnia stozkowa o osiach statych

Jesli przektadnie stozkowe sg przektadniami o osiach statych, predkosci katowe kot
bedziemy okresla¢ tak samo jak w przektadniach o osiach réwnolegtych, czyli np. dla

przektadni z rys. 14a zapiszemy

_: _n
0, lp1 = Tz (91)

Dla przektadni z rys. 14b bedzie



Wy . T

— =11 =

w1 Ty

w3_l. = iuni Ty T (92)
o, 1317 la2lan T

a dla przekfadni z rys. 14c otrzymamy

OF) i T
w1 21 Ty
w3 T, T 1

= i3y = igplyy = 22 =12
w4 31 3221 T3 Ty T3 (93)

w0y = ly1 = la3lz2ip1 = :_i:_z:_: =:_:

Nie mozna natomiast powiedzieé, czy predkosci két 1 i 2 sg zgodne lub przeciwne, bo
kierunki wektoréw predkosci katowych kot majg rézne kierunki. Mozna natomiast
okresli¢, czy predkosci két 1 i 3 sg zgodne czy nie. Do tego celu stosuje sie tzw. kod
strzatkowy. Zwrotowi predkosci katowej kota 1 przypisujemy strzatke np. z grotem
w kierunku zazebienia kota 1 z kotem 2. Wéwczas zwrotowi predkosci kagtowej kota 2
przypisujemy strzatke rowniez skierowang grotem do zazebienia z kotem 1. Zwrotowi
predkosci katowej kota 3 przypisujemy strzatke z grotem tak ustawionym, aby
w zazebieniu kot 2 i 3 nie byto grotow. Innymi stowy, strzatki powinny by¢ skierowane
,do zazebienia” lub ,,0d zazebienia”. Na rysunku 14 wida¢, ze strzatki przypisane kotom
1i 3 majg przeciwne zwroty, zatem kota te obracajg sie w przeciwne strony. Podobnie
kota 2 i 4 obracajg sie w przeciwne strony. Uktad przedstawiony na rys. 14c, po pewnej

modyfikacji bedzie stanowic czes¢ uktadu przedstawionego w nastepnym przyktadzie.



Przyktad 6. Przektadnia obiegowa z kotami stozkowymi (rys. 15).

Przeanalizujemy kinematyke przektadni obiegowej, ktdrej schemat pokazano na rys. 15.
Wat | potagczony jest z kotem 1, ktére napedza koto talerzowe 2 potgczone z jarzmem J
w postaci ramki (obudowy). W jarzmie utozyskowane sg satelity (4, 6), ktdre napedzajg
kota koronowe 3 i 5. Kota koronowe potgczone sg z watami wyjsciowymi Il i lll.
Wszystkie kota w przedstawionej przektadni sg kotami stozkowymi.

4
o 5
|||
il
AN\ L\
| Er———— |
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Rys. 15. Przektadnia obiegowa réznicowa

W pierwszym etapie analizy kinematyki wyznaczymy ruchliwos¢ mechanizmu,
sktadajgcego sie z nastepujacych cztondw czynnych:
0 - ostoja,



1 — koto stozkowe na wale wejsciowym,

2 — koto stozkowe talerzowe (razem z kotem 2 stanowi jeden czton),
3 — koto stozkowe koronowe (razem z watem lll stanowi jeden czton),
4 — koto stozkowe satelitarne,

5 — koto stozkowe koronowe (razem z watem |l stanowi jeden czton),

Koto satelitarne 6 jest cztonem biernym i nie ma wptywu na kinematyke uktadu.

Ruchliwos$¢ mechanizmu w obliczymy ze wzoru (1), w ktédrym uwzglednimy, ze

n=5{1, 2, 3, 4,5} - w nawiasie podano ruchome cztony czynne,

ps =5 {0-1, O-1l, O-111, 2-IIl, J-4} - w nawiasie podano pary kinematyczne klasy 5 (tozyska)
tworzone przez cztony czynne,

ps = 3 {1-2, 3-4, 4-5} — w nawiasie podano pary kinematyczne klasy 4 (zazebienia két)
tworzone przez cztony czynne.

Para klasy ps J-ll (tozysko) nie jest brane pod uwage w analizie ruchliwosci, poniewaz
nie ma ona wptywu na kinematyke mechanizmu, a wystepuje w mechanizmie ze
wzgledow konstrukcyjnych. Z analizy ruchliwosci wynika wiec, ze w=2, czyli ruch
wszystkich cztondow moze byc¢ jednoznacznie okreslony, jesli podamy ruch dwéch
cztondéw. Jednak w praktyce przedstawiony mechanizm jest stosowany w uktadach
napedowych pojazdéw samochodowych, w ktorych silnik napedza jeden czton, czyli wat
I. Waty Il i lll to tzw. podtosie, ktore potgczone sg z kotami jezdnymi. Omawiana
przektadnia jest powszechnie nazywana mechanizmem rdéznicowym, ktdrego rolg jest
,rozdzielenie” napedu na obydwa napedzane kota jezdne, ktore podczas jazdy moga
pokonywac rézng droge lub obracac sie z roznymi predkosciami kagtowymi. Np. podczas



jazdy pojazdu po fuku, koto ,wewnetrzne” pokonuje mniejszg droge niz koto
»zewnetrzne”. Z kolei jesli wystepuje rdznica w wartosciach promieni dynamicznych kot
(np. ze wzgledu na rdznice cisniedn w ogumieniu lub na niesymetryczne obcigzenie
pojazdu), wowczas nawet podczas ruchu po prostej predkosci két muszg by¢ réine
pomimo tego, ze droga pokonywana przez srodki kot jest taka sama.

1, 2 - kota jezdne,
Vv,,V, - predkosci srodkéw két jezdnych,
®,, ®, - predkosci katowe koét jezdnych

Rys. 16. Mechanizm réznicowy stosowany do napedu két pojazdu

Ze wzgledu na zftozonos¢ mechanizmu roznicowego, analize kinematyki
rozpoczniemy od przypadku, kiedy wat wejsciowy bedzie obraca¢ sie z predkoscia
katowa w, [rad/s], natomiast wat wyjsciowy Ill bedzie unieruchomiony (rys. 17).
Wowczas mechanizm bedzie miat jeden stopien swobody. Zatézmy, ze znana jest
geometria przektadni, czyli ry [m], ry [m], r3=rs [m], ry [M].
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Rys. 17. Analiza kinematyki mechanizmu réznicowego z zablokowanym jednym watem wyjsciowym

Dla pary kot 1i 2 zapiszemy

[OF) . T

— =1 = (94)

w3, T2

skad wyznaczymy predkosé kagtowa kota 2 jako

T T
Wy = éwl = éwl (95)



gdzie uwzgledniono, ze w; = wy. Jednoczesnie zauwazamy, ze predkos¢ katowa jarzma
jest rowna predkosci kota 2, czyli w; = w, = :—1(»1.
2

Koto satelitarne 4, ktére jest utozyskowane w jarzmie, obraca sie z predkoscig katowa
wy, ktora wynika z obrotu jarzma z predkoscia w; oraz z obrotu wifasnego kota
z predkoscig Wy, czyli

Ruch, ktéry wykonuje koto satelitarne to ruch kulisty o srodku w nieruchomym punkcie
O. Innym punktem kota 4, ktérego chwilowa predkos¢ jest rowna zero jest punkt styku
kot 3 i 4, czyli punkt M. Punkty O i M wyznaczajg o$ obrotu chwilowego /, ktéra
przechodzi przez wszystkie punkty kota 4 o chwilowej predkosci rownej zero (lezy na
tworzacej stozka, na bazie ktdrego utworzone jest koto 4). Wektor predkosci catkowitej
kota 4 w, lezy na osi obrotu chwilowego /. Natomiast wektor predkosci obrotu
wtasnego kota 4 @y, jest prostopadty do wektora predkosci jarzma &;. Znajac
geometrie uktadu mozna wyznaczy¢ kat a, ktéry okresla potozenie osi /, czyli
3

tga == (97)

Ty

Z kolei z rozktadu wektorow predkosci wynika, ze

tga = 24w (98)

wj



co pozwala na okreslenie predkosci obrotu wtasnego kota satelitarnego

T T
Wy = Wjtga = w]i = wléi. (99)

Predkos¢ catkowita kota 4 to

2
T T
w, = /w]z + wh, = w1+ tg?a = wlé 1+ (i) (100)

Mozna teraz okresli¢ predkos¢ chwilowg punktu N, czyli punktu styku kot 4 i 5 jako
iloczyn predkosci katowej kota 4 i odlegtosci punktu N od osi obrotu

Uy = (1)4PN (101)

Z geometrii uktadu wynika, ze

T3

PN = 2rysina = 21y, —— (102)
r24r?
zatem korzystajgc z (100) i (102) zapiszemy (101) jako
2
vy = w2 [1+(2) 21y 2= = 20, 22 (103)

2 4
r3+7,



Predkos¢ punktu N mona zapisac rowniez jako
Vy = WsTy (104)

Porédwnujgc wyrazenia (103) i (104) okreslimy predkos$é katowg kota 5, ktdra jest réwna
predkosci kagtowej watu Il

Wy = Wg = 2(1)1:—: (105)

gdzie uwzgledniono, ze 15 = r3.

Rozpatrzymy teraz przypadek, kiedy wat wejsciowy bedzie obracaé sie
z predkoscia katowa w, [rad/s], natomiast wat wyjsciowy Il bedzie sie obracat
z predkoscig wy, [rad/s] (rys. 18). Zatozmy, ze kierunek obrotéw watu Ill jest taki sam jak
kierunek obrotow jarzma. Wyznaczymy teraz predkos¢ katowa satelity oraz watu
wyjsciowego Il.
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Rys. 18. Analiza kinematyki mechanizmu réznicowego

Predkos¢ katowg jarzma wyznaczymy analogicznie jak w poprzednim przyktadzie, czyli

Wy = Wy = :—:wl (106)



W dalszej analizie, w celu przejrzystosci rozwazan, nie bedziemy za predkos¢ katowa
jarzma podstawia¢ zaleznosci okreslonej réwnaniem (106), lecz pozostaniemy przy
symbolu w;.

Koto satelitarne 4, ktdre jest utozyskowane w jarzmie, obraca sie z predkoscia
katowa @,, ktora wynika z obrotu jarzma z predkoscia w;, z obrotu wtasnego kota
z predkoscia wy,, oraz z obrotu kota 3 z predkoscig wyy; (predkos¢ kota 3 i watu Il to ta
sama predkosé). Koto satelitarne 4 bedzie pozostawato w ruchu kulistym wokét punktu
O, ale os$ obrotu chwilowego kota bedzie przechodzita przez punkty O i K. Na rys. 18
pokazano potfozenie punktu K oraz chwilowej osi obrotu / kota 4. Potozenie punktu K
wynika z rozktadu predkosci punktow lezgcych na promieniu kota 4. Z rozktadu
predkosci wynika, ze

v A (107)
KM KM+MA

Predkos¢ punktu M, ktory jest punktem styku kot 3 i 4 wyznaczymy jako

vy = WTs (108)
zas predkosc punktu A, ktory jest srodkiem kota 4, wynika z obrotu jarzma, czyli

Uy = w3 (109)

Korzystajgc z wzoréw (106)-(109) okreslimy odlegtos¢ KM



KM = —Y_MA =4, (110)

Va—Vm W j—wig1

gdzie uwzgledniono, ze MA = r,. Znajagc potozenie punktu K okreslimy teraz kat a
wyznaczajacy potozenie osi /

T T T
tga =3 = 3 = 3 (111)
AK 14 +KM r4(1+&)
=i

Predkos¢ katowg kota 4 mozna obliczy¢ nastepujgco. Predkos¢ punktu styku két 3 i 4
mozna zapisa¢ w postaci wzoru (108) jesli punkt M przypiszemy do kota 3 lub jako

jesli punkt M przypiszemy do kota 4, ktére obraca sie wokot osi I. Poréwnujgc wzory
(108) i (112) i uwzgledniajac, ze SM = KMsina otrzymamy

T3

Wy = W1 (113)
Z geometrii uktadu wynika, ze
, T3
sing = —=—— (114)

[r32+(AK)2

Uwzgledniajgc (110) i (114) w rédwnaniu (113), predkos¢ kota 4 wyrazimy jako



[r32+(AK)2

Wy = (w] — wyp T

(115)

gdzie AK =1, + KM. Predkos¢ katowa obrotu wtasnego kota satelitarnego
wyznaczymy z wzoru

Wy = WySINA (116)
ktory po uwzglednieniu (114) i (115) bedzie mie¢ postac
T
Wy = () — wlll)i (117)

Jesli chcemy wyznaczy¢é predkos¢ watu I, ktory obraca sie razem z kotem 5, to
wystarczy porownac predkosc¢ punktu N przypisanego kotu 4

Uy = wuPN (118)
z predkoscia tego punktu jesli przypiszemy go do kota 5

Uy = WpTs (119)
Poréwnujac dwa ostatnie wyrazenia oraz uwzgledniajac, ze

PN = (KM + 2r,)sina (120)



zapiszemy

Wy = W, (KM+2rr4)sina (121)
5
Korzystajac z wyrazen (114), (115) i faktu, ze r5 = 13, predkos¢ katowa watu Il mozemy

zapisa¢ w bardzo prostej postaci

wy = 205 — Wy (122)
Zapisujgc wzor (122) w innej formie

wy + Wi = 2wy (123)

widzimy, ze suma predkosci katowych watow wyjsciowych z mechanizmu réznicowego
rowna jest dwukrotnej predkosci katowej jarzma. Z wzoru (123) wynika rowniez
whniosek, ze jesli predkos¢ katowa watu Il wzrosnie (zmaleje) o pewng wartos¢, to
predkosé katowa watu Il zmaleje (wzrosnie) o takg samg wartosc. Jesli zdarzytoby sie,
ze predkos¢ katowa jednego z watow jest réwna predkosci katowej jarzma, np.
wy = Wy, wowczas ze wzoru (123) wynika, ze rowniez predkosc¢ katowa drugiego watu
jest réwna predkosci katowej jarzma, czyli wy = w;. Wtedy analizujgc wzor (117)
wyciggniemy whniosek, ze predkos¢ obrotu wifasnego satelity w,,, = 0. Reasumujac
mozemy powiedziec, ze w przypadku, gdy waty Il i lll majg te same predkosci kgtowe,
wowczas satelity nie obracajg sie wokot wtasnej osi i mechanizm réznicowy nie pracuje.



10. Dynamika uktadoéw mechanicznych

Dynamika uktadéw mechanicznych zajmuje sie opisem ich ruchu i przyczynami,
ktore ten ruch powoduja. Jest to zagadnienie bardzo szerokie obejmujgce m.in.
modelowanie uktadow mechanicznych, analize wtasciwosci strukturalnych modeli
matematycznych, analize ruchu uktadow czy drgania mechaniczne uktadéw. Badanie
ruchu maszyny oraz zjawisk towarzyszgcych ruchowi moze odbywaé sie na drodze
analiz teoretycznych, symulacji komputerowych i badan obiektdw rzeczywistych
(badania eksperymentalne lub eksploatacyjne). Rzeczywisty stan ruchu maszyny mozna
okreslic najdoktadniej tylko w przypadku bezposrednich pomiaréw, jednak juz w fazie
projektowania konieczna jest znajomos¢ parametréw ruchu oraz wptywu sit i rozktadu
mas na zachowanie maszyny. Stosowne informacje mozna uzyska¢ badajgc model
analityczny ruchu maszyny. Ten rozdziat bedzie poswiecony wybranym metodom i
formalizmom stuzgcym do modelowania dynamiki uktadéw, takim jak:

- zasada rownowagi kinetostatycznej,

- redukcja mas i sit,

- rownania Lagrange’a drugiego rodzaju.

Nie sg to jedyne znane formalizmy, lecz jedne z czesciej stosowanych do modelowania
i analizy ruchu maszyn.



10.1. Zasada rownowagi kinetostatycznej

Rownanie ruchu dowolnego punktu materialnego ma posta¢ wynikajgcg z drugiej
zasady dynamiki Newtona

may = P (1)

gdzie P = Z?zlﬁi. Rownanie (1) mozemy zapisaé w innej postaci, przenoszgc wszystkie
wyrazy na jedna strone, czyli

P+ (—may) =0 (2)

Jesli wprowadzimy nastepujace oznaczenia
B = —ma,, — tzw. sita bezwtadnosci (sita fikcyjna),
B = may, - wartos¢ sity bezwtadnosci,

to réownanie ruchu zapiszemy w postaci
P+B=0 (3)

Rownanie (3) przedstawia zasade d’Alamberta (zasade rownowagi kinetostatycznej),
ktdra méwi, ze w kazdej chwili suma geometryczna sit prawdziwych P dziatajacych na
punkt materialny oraz sit fikcyjnych B jest réowna zero. Zasade te, przedstawiajaca
sposo6b opisu ruchu punktu, mozna rozszerzy¢ na opis zjawiska ruchu bryty lub uktadu
bryt. W przypadku opisu ruchu bryty wszystkie sity bezwfadnosci zastepujemy



wektorem gtownym i momentem gtéwnym tych sit. Wektory te wynikajg z redukg;ji sit
bezwtadnosci do dowolnie wybranego bieguna redukgji.

yll

tor punktu M

e

Rys. 1. Zasada d’Alamberta

Wyniki redukcji w przypadku bryt w ruchu postepowym, obrotowym i ptaskim, sa
nastepujgce (pomijamy znane z mechaniki ogdlnej szczegdéty dotyczace
wyprowadzenia).



Ruch obrotowy bryty

Za biegun redukcji mozemy przyjmowac dowolny punkt, np. srodek masy bryty S, lub
nieruchomy punkt O lezgcy na osi obrotu bryty (Srodek obrotu bryty). W przypadku
wyboru punktu S wynikiem redukcji jest wektor gtéwny Bg i moment gtéwny Hg

B:S = —mC_lS (4)
HS - —Isg (5)

a co do wartosci:

Bs = mag = mevw* + €2 (6)
HS = 158 (7)

gdzie m — masa bryty, Is — masowy moment bezwtadnosci bryty wzgledem jej srodka
masy, as — wektor przyspieszenia Srodka masy bryty, & — wektor przyspieszenia
katowego bryty, e — odlegtos¢ srodka masy od punktu obrotu bryty, w — predkos¢
katowa bryty.

Natomiast jesli wybierzemy punkt O za biegun redukcji, wynikiem redukcji jest wektor
gtéwny B, i moment gtéwny H,,

By = —mas (8)
HO - —Iog (9)

a co do wartosci:



By = mag = meVw* + €2 (10)
Hy = Ipe (11)

gdzie m — masa bryty, Ip — masowy moment bezwtadnosci bryty wzgledem jej osi
obrotu, as — wektor przyspieszenia srodka masy bryty, &€ — wektor przyspieszenia

katowego bryty e — odlegtos¢ srodka masy od punktu obrotu bryty, w — predkos¢
katowa bryty.

a)

Rys. 2. Redukcja sit bezwtadnosci w przypadku bryty w ruchu obrotowym: a) redukcja do srodka masy
(punkt S), b) redukcja do srodka obrotu (punkt O)



Ruch postepowy bryty
Za biegun redukcji przyjmujemy srodek masy bryty S i jako wynik redukcji mamy wektor
gtowny sit bezwtadnosci

Bg = —mag (12)
a co do wartosci:

Bs = mag (13)
gdzie m — masa bryly, as — wektor przyspieszenia srodka masy bryty. Poniewaz bryta

jest w ruchu postepowym, to wektor momentu gtdwnego sit bezwtadnosci bedzie
Hs = 0,gdyz £ = 0.

yJL
B,
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X

Rys. 3. Redukcja sit bezwtadnosci w przypadku bryty w ruchu postepowym



Ruch ptaski bryty
Za biegun redukcji mozemy przyjmowac srodek masy bryty S, lub chwilowy srodek
obrotu C bryty. Najczesciej wybiera sie punkt S, woéwczas wynikiem redukcji jest wektor

gtéwny Bg i moment gtéwny Hy

Bg = —mag (14)

HS = —Isg (15)
a co do wartosci:

BS = mas (16)

HS = 158 (17)

@)
O >

Rys. 4. Redukcja sit bezwtadnosci w przypadku bryty w ruchu ptaskim



Przyktad 1.

Dla uktadu mechanicznego pokazanego na rys .5, wyznaczy¢ kinematyczne parametry
ruchu krazka 1 stosujgc zasade rownowagi kinetostatycznej. Znane s3 promienie
krazkow r; [m], Ry [m], r, [m], promien bezwtadnosci krgzka 1 iA(l) =r, [m], wspotczynnik
tarcia suchego W, wspotczynnik tarcia toczenia f [m], kat pochylenia rowni a [rad],
wartosc sity P [N] oraz ciezary cztondw G; [N], G, [N], G [N].

4
3 y

\

A

=]

N
: Gz
Rys. 5. Schemat uktadu mechanicznego

Pierwszym etapem rozwigzania jest analiza kinematyczna uktadu. Poszczegdlne bryty
wykonujg nastepujace ruchy: bryta 1 — ruchu obrotowy, bryta 2 — ruchu ptaski, bryta 3 —

ruch postepowy. Nie znamy predkosci zadnej bryty ani zadnego punktu ukfadu, ale
zatézmy np. predkos¢ katowa krazka 1.



Rys. 6. Rozktad predkosci

Z rozktadu predkosci przedstawionego na rys. 6 wynika, ze wszystkie predkosci
poszczegdlnych punktéw i bryt w uktadzie mozna wyrazi¢ w funkcji predkosci w;
nastepujaco:

Up = Vg = 1w,

(vG = Vr = Rywq

Ry
Vg = 2r2(1)2 - Wy = zwl (18)

ka = %R1w1

Z kolei przyspieszenia poszczegdlnych punktow i bryt to



2r, © (19)

gdzie £ = w; to przyspieszenie katowe krazka 1.

W celu opisania dynamiki uktadu przy pomocy zasady rownowagi kinetostatycznej,
uktada sie rownania rownowagi kinetostatycznej osobno dla kazdej bryty. W tym celu
najpierw wprowadza sie wszystkie sity prawdziwe oraz sity fikcyjne (tzw. sity
bezwtadnosci) i twierdzi sie, ze sg one w rownowadze. Wprowadzone sity pokazano na
rys. 7.

Rys. 7. Sity prawdziwe i fikcyjne dziatajgce na uktad



Sity dziatajgce na uktad to:

a) sity prawdziwe:

X4, Y, - sity reakcji podpory w punkcie A,
7:‘], Nl - sity reakcji réwni w punkcie J,
Tk, Ni - sity reakcji rowni w punkcie K,
S1, S,
! _f - sity reakgji lin, to sity wewnetrzne uktadu.
S5, 55

b) sity fikcyjne
Bryta 1 jest w ruchu obrotowym wzgledem punktu A, ktéry jest jej srodkiem masy.
Redukcja sit bezwtadnosci bryty 1 do punktu A daje

B,=-mya, =0 (20)

poniewaz punkt A jest nieruchomy, oraz moment gtéwny sit bezwtadnosci

Gy (.(1))2 (21)
HA:IAglzj(l/(l )) &

Bryfa 2 jest w ruchu ptaskim, a punkt B to jej srodek masy. Sity bezwtadnosci dziatajace
na bryte 2 wynoszg

EB = —m,ag
22
{BB = myapg (22)



Uwzgledniajgc zaleznosci kinematyczne, wartosc tych sit to

Bg = EZR1€1 (23)

Moment gtéwny sit bezwtadnosci to

HB = —IB&TZ
2
{HB = Ipé&; (24)

a po uwzglednieniu zaleznosci kinematycznych wartosé¢ tego momentu to

G, 2 Ry G,
Hp =Ilpe, = —=1r5—&, = —=1r,R ¢ 25
B B&2 =5 T2 5 &1 = Teii& (25)

Bryta 3 jest w ruchu postepowym z przyspieszeniem srodka masy H rownym ay = ap.
Sity bezwtadnosci dziatajgce na bryte to

EH - _m3C_lH
2
{BH == mgaH ( 6)

a po uwzglednieniu zaleznosci kinematycznych sity te majg wartosc

{BH - %Tlsl (27)

Rownania rownowagi kinetostatycznej bryty 1 to:



Xy —S8,+ Sicosa=0
Yy — Sisina—G; =0
SlRl - 521‘1 - HA - 0

Rownania rownowagi kinetostatycznej bryty 2:

N; — Gycosa =0
T]rz - N]f _S{rz - HB - 0

RAwnania rownowagi kinetostatycznej bryty 3:

Sé—TK_BHZO
NK—G3:O

Sita tarcia rozwinietego w punkcie K to
Tx = uNg  S1,5;
Sity reakcji lin spetniajg zaleznosci

51:5'{
SZ :Sé

Rozwigzanie réwnan (21) — (38) daje

(28)
(29)
(30)

(31)
(32)
(33)

(34)
(35)

(36)

(37)
(38)



f

1 1 .
EPR1 +EGZ (sma— cosaE)Rl —uGzry

1~ 2
Gl(ll(ql)) +§GzR%+G3T12

g = € = const. (39)

Catkujagc dwukrotnie powyzsze rdéwnanie z zerowymi warunkami poczatkowymi
otrzymano predkos¢ katowg i kat obrotu krgzka 1

W, = fot g dt = et (40)
0, = fot w,dt = %etz (41)



Przyktad 2.

Dla ukfadu mechanicznego pokazanego na rys. 8, poda¢ rdwnania rownowagi
kinetostatycznej. Znane sg dtugosci cztondw |AB| = I, [m], | BM| = I, [m] oraz odlegtosci
|AS;| = Igs [m] |BS,| =l [m]i ciezary cztonédw G; [N], G, [N]. Uktad porusza sie
w pfaszczyznie xy.
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Rys. 8. Schemat manipulatora dwucztonowego ptaskiego

Kinematyka ukfadu zostata omdéwiona szczegétowo w punkcie dotyczgcym kinematyki
uktaddéw. Z punktu widzenia dynamiki uktadu istotne jest, ze:



Bryta 1 jest w ruchu obrotowym wzgledem punktu A z predkoscia katowa @,
i przyspieszeniem katowym &;, srodek masy bryly jest odsuniety od osi obrotu
przechodzacej przez punkt A na odlegtos¢ [.;. Wynika z tego, ze

1751 = Usle+ Usly]_ (42)
gdzie
Us,x = —w1le1sing, (43)
Vs,y = w1l.c08¢4
oraz
C_lsl = asle+ asly]_ (44)
gdzie
{aslx = —&lysing, — w%lc1C05¢1 (45)
As,y = €1lc1c05Pg — wileising,

Bryta 2 jest w ruchu pfaskim, ktory mozemy traktowac¢ jako ztozenie dwodch
elementarnych ruchéw: ruchu postepowego srodka masy cztonu, czyli punktu S,, oraz
ruchu obrotowego cztonu wzgledem punktu S,. Ruch postepowy punktu S, zachodzi
z predkoscig liniowa Us, i przyspieszeniem as, . Ze wzgledu na to, ze ruch zachodzi
w pfaszczyznie xy to

1752 = Uszxf+ Uszy]_ (46)

gdzie



{Vszx = —wql;Sing; — w,l,sing, (47)
Vs,y = wilic0spy + wylc050,
oraz
as, = As,xl + Ag,y] (48)
gdzie
{aszx = —glysingp; — wilicosp; — &5l55inP, — wil.,c050, (49)
s,y = €111€05P1 — wilising, + &3lc05¢, — wil,sing,

Natomiast ruch obrotowy cztonu 2 wzgledem punktu S, zachodzi z predkoscig katowa
W, i przyspieszeniem katowym &,.

W celu opisania dynamiki uktadu przy pomocy zasady rownowagi kinetostatycznej,
uktada sie rownania rownowagi kinetostatycznej osobno dla kazdego cztonu. W tym
celu najpierw wprowadza sie wszystkie sity prawdziwe i/lub momenty sit prawdziwych
oraz sity fikcyjne (tzw. sity bezwtadnosci) i/lub momenty tych sit i twierdzi sie, Zze sg one
w rownowadze.

Wprowadzone sity dziatajgce na czton 1 pokazano narys. 9.



Rys. 9. Uktad sit dziatajgcych na czton 1

Sity dziatajgce na czton 1 to:

a) sity prawdziwe:

X4, Y, - sity reakcji podpory w punkcie A,

Xz, Y - sity reakcji z cztonem 2 w punkcie B,

G, - ciezar cztonu 1,

oraz para sit o momencie M; —to moment napedzajacy,

b) sity fikcyjne
Bryta 1 jest w ruchu obrotowym wzgledem punktu A, natomiast srodek masy jest

w punkcie S;. Redukcja sit bezwtadnosci bryty 1 do punktu S; daje moment gtdwny sit
bezwtadnosci

— 1) _
HSl = _IS('l)gl

(50)
1
HSl = IS('l)gl



oraz wektor gtowny sit bezwtadnosci

Bs, = —m,ag,

Rzutujac réwnanie (51) na osie otrzymamy

{lex = M1 Qg x

lex = M1dg, x

{3513’ = _mlasﬂ’

3513’ = My0ag,y

(51)

(52)

(53)



Wprowadzone sity dziatajgce na czton 2 pokazano na rys. 10.

yA

<
X, B Vg

v

A O Al
Rys. 10. Uktad sit dziatajgcych na czton 2

Sity dziatajgce na czton 2 to:

a) sity prawdziwe:

X5, Y- sity reakcji z cztonem 1 w punkcie B,

G, - ciezar cztonu 2,

oraz para sit o momencie M, —to moment napedzajacy,



b) sity fikcyjne
Bryfa 2 jest w ruchu ptaskim, dlatego wprowadzamy moment gtdwny sit bezwtadnosci

_ ) _
HSZ = —IS(-2)€2
@ (54)
HSZ = ISZ &
oraz wektor gtowny sit bezwtadnosci
Bs, = —m,as,, (55)
Rzutujgc réwnanie (55) na osie otrzymamy
{Bszx = —mzaszx (56)
_BSZx = MyQg, x
{BSZy = _mzaszy (57)
BSZy = MaAys,y
RAwnania rownowagi kinetostatycznej cztonu 1:
_XA +XB - lex - O (58)
YA - Gl - YB - ley =0 (59)
M; — Xglysingy — Yglycospy + B xloysingy — Bs ylcicosgpy + -+
e T GllC1COS¢1 - HSl =0 (60)

Rownania rownowagi kinetostatycznej bryty 2:



—Xjy —Bg =0 (61)
Yg — G, —Bs,, =0 (62)
M2 + Bsleczsin¢2 - Bszle2COS¢2 - Gle2COS¢2 - HSZ =0 (63)

Sity reakcji w parze kinematycznej w punkcie B

Xp = Xp (64)
Y = Yé (65)

Réwnania (61) i (62) umozliwiajg okreslenie reakcji w parze kinematycznej w punkcie B:

Xp = Xp = —Bs,x (66)
Ys = Y4 = G, + Bs,,, (67)

gdzie uwzgledniono takze rdwnania (64) i (65). Podstawiajgc réwnanie (66) do (58) oraz
rownanie (67) do (59) okreslono reakcje w parze kinematycznej w punkcie A

Xq = _lex - BSZx (68)
YA - Gl + GZ + ley + Bszy (69)

Reasumujgc te cze$¢ rozwigzania, nalezy stwierdzi¢, ze reakcje w parach
kinematycznych sktadajg sie z czesci statycznej zaleznej od ciezaru cztondw oraz z czesci
dynamicznej zaleznej od sit bezwfadnosci. Uwzgledniajgc zaleznosci (52), (53), (56)
i (57), wartosci sit reakcji w parach kinematycznych zapiszemy jako



(XA = —My0g x — Mplg x
Yy = Gy + G, + myag y, + myag,,, (70)
Xg =Xp = —My0s,x

kYB = Yé = GZ + mzaszy

gdzie odpowiednie sktadowe przyspieszen okreslajg wzory (45) i (49), ktére po
podstawieniu do (70) daja

|{XA = (myley + myly)(e15ingy + wicosdy) + myley(ez5ing, + wicosep,)
Y, = Gy + Gy + (myleq +myly)(e1c0s — wisingy) +myley(e,c059, — wising,)
| Xp = Xp = myl;(e;5ing; + wicosg,) +myle,(e;sing, + wicosg,)
kYB =Yg = Gy + Myl (8100891 — wising,) + myley(e2c05¢9, — wising,)
(71)
Wrdécémy teraz do réwnan (60) i (63).

Ml — XBllsin¢1 — YBl1COS¢1 + lexlclsin¢1 + -
e T lele1COS¢1 - GllC1COS¢1 - HSl == O

M2 + Bsleczsin¢2 - Bszle2COS¢2 - Gle2COS¢2 - HSZ =0

Jesli wprowadzimy do nich wartosci reakcji w parach kinematycznych oraz wartosci sit
i momentow sit bezwtadnosci, to otrzymamy



1 .
(15(1)81 + myly (—as, ysing, + as,,cosdy) + -
+m1lcl(—a51xsin¢1 + aslycosqbl) + (Gl + Gyly)cosp, = M,

2 .
Us(z)gz + mzlcz(—aszxsmqbz + aszycosqbz) + Gylp,cos, = M,
a po uwzglednieniu rownan kinematyki (45) i (49) otrzymamy,

f(15(11) +mylg + mzl%) &1 + mylylepcos(dy — Pprep + -
o= Malilepsin(g, — 1) ws + (Gl + Gyly)cosgpy = My
(15(22) + mzlgz) & + mylylpcos(Py — Ppr)eg + -

e+ Mol Lpsin(¢, — pwi + Gylcosdp, = M,

Uktad rownan (73) zapiszemy w postaci macierzowej

M(@)q+Clqqq+6G6(q) =u

gdzie

_ ¢1]
! [¢2 (1)
2 2
M(q) = Is " +mylz + myly mylyleacos(¢, — ¢1)

mylylepcos(dy — ¢1) 15(22) +m,lE,

(72)

(73)

(74)

(75)

(76)



LN 0 —mylylepsin(p, — )P,
¢a.9) _(!;m2l1 2G5ilng¢2 ¢¢1)q§1 0 77
1ler + Galy)cosg,
y Golopcosg, ] (78)
u= M;] (79)

W uktadach rzeczywistych wystepujg oporu ruchu w parach kinematycznych.
W przypadku manipulatoréw opory te modeluje sie zwykle stosujgc model tarcia
suchego potgczony z modelem tarcia wiskotycznego (ptynnego). Zjawiska oporéw ruchu
mozna oczywiscie ujg¢ w rownaniach rownowagi kinetostatycznej. Nie zrobiono tego ze

wzgledu na klarownos¢ przyktadu. Zjawiska te wprowadzimy teraz do modelu dynamiki
manipulatora.

FA b) FL]/ ° FT/
0 > > /J 0 >

Rys. 11. Sity tarcia w funkcji predkosci ruchu: a) tarcie suche, b) tarcie wiskotyczne, c)
tarcie suche potfgczone z wiskotycznym

Na rys. 11 przedstawiono wybrane charakterystyki oporéw ruchu, gdzie:

a) tarcie suche, wartos¢ sity oporu zapisujemy jako

a)

F = uNsgn(v) (80)



gdzie u - wspotczynnik tarcia suchego, N — nacisk, v - predkosc¢ ruchu,
b) tarcie wiskotyczne, wartos¢ sity oporu zapisujemy jako

F=cv (81)

gdzie ¢ - wspotczynnik tarcia wiskotycznego, v - predkosc ruchu,
c) tarcie suche i wiskotyczne, wartos¢ sity oporu zapisujemy jako

F = uNsgn(v) + cv (82)

W modelu manipulatora nalezy uwzgledni¢ momenty od sit oporéw ruchu wyrazone
w funkcji predkosci katowych cztondw, czyli:

feasgn(ds) + fords (83)

F(q) = . .
@ fe2sgn(¢z) + fu202

gdzie f.q, fc» — momenty sit tarcia suchego, f,,1, f,2 — zredukowane wspdtczynniki sit
tarcia wiskotycznego.

Model dynamiki manipulatora z uwzglednieniem oporow ruchu bedzie miat postac
M(q)g+C(q.9q+F(Q) +6(q@ =u (84)

Rownanie to moze by¢ zastosowane do rozwigzania zadania prostego i odwrotnego
dynamiki.



10.2. Redukcja mas i sit

Podejmujac problem modelowania przyjmijmy trzy zatozenia:

- w uktadach o jednym stopniu swobody (takie wystepujg najczesciej w maszynach)
ruch kazdego cztonu jest okreslony wzgledem dowolnego innego cztonu, mozemy wiec
zajacC sie badaniem ruchu jednego cztonu, tzw. modelu uktadu,

- obcigzenia przytozone do poszczegdlnych cztonéw uktadu zastepujemy jedng sitg lub
parg sit przytozong do wybranego cztonu — dokonujemy tzw. redukgciji sit,

- uktad ruchomych mas ukfadu zastepujemy jedng masg (lub masowym momentem
bezwtadnosci) przytozong do wybranego cztonu — dokonujemy tzw. redukcji mas.

Wezmy pod uwage dowolny uktad ptaski przedstawiony na rys. 12.

Rys. 12. Uktad ptaski o jednym stopniu swobody



Dowolny uktad ptaski o jednym stopniu swobody moze by¢ zamodelowany jako czton w
ruchu postepowym lub obrotowym (rys. 13).

Rys. 13. Model mechanizmu jako czton w ruchu: a) postepowym, b) obrotowym

Opis ruchu modelu bedzie odzwierciedlat opis ruchu uktadu jesli bedg spetnione dwa
warunki:

- rownosc energii kinetycznej uktadu rzeczywistego i modelu,

- rownos¢ mocy uktadu sit dziatajgcego na uktad rzeczywisty i model.

Na podstawie tych dwoch warunkéw przeprowadzimy redukcje mas i sit.



Redukcja mas
Energia kinetyczna dowolnego uktadu ptaskiego jest dana wzorem:

ivi | Liw}
E =3 (5 + ) (85

gdzie m; — masa i-tego cztonu, I; - masowy moment bezwtadnosci i-tego czionu
wzgledem jego Srodka masy, v; — predkos¢ srodka masy i-tego cztonu, w; - predkosc
katowa i-tego cztonu.

Energia kinetyczna modelu w ruchu postepowym to
2
EP) = ¥ (86)

natomiast w ruchu obrotowym

(0) _ Lz
Ey” =% (87)
gdzie m, — masa zredukowana uktadu, I, — zredukowany masowy moment

bezwtadnosci uktadu, vy, — predkos¢ modelu w ruchu postepowym, w,, — predkosc
katowa modelu w ruchu obrotowym.

Porodwnujgc wzory (85) i (86) oraz wzory (85) i (87) otrzymujemy zaleznosci okreslajgce
mase zastepczg (zredukowang) oraz zastepczy (zredukowany) masowy moment
bezwtadnosci



E = EA(f) ->m, =Y, [mi (;,_1;)2 + I (&)2] (88)

Um
E=EQ 5, =3y, [mi (:_M)Z + 1, (a‘:’—M)Z] (89)

W ten sposbéb przeprowadzilismy redukcje mas uktadu na wybrany czton stanowigcy
model catego uktadu.

Redukcja sit
Moc ukfadu sit dziatajgcego na dowolny uktad ptaski to

N =Y (Pvcosa; + M;w;) (90)
gdzie P; — sifa dziaftajgca na i-ty czton (scisle rzecz biorgc jest to wartos¢ wektora sumy
sit dziatajacych na i-ty czton), M; — moment sit dziatajacy na i-ty czton okreslony

wzgledem $rodka masy cztonu, a; — kat pomiedzy wektorami P; i #;. We wzorze (90)
iloczynowi M;w; przyporzadkowujemy znak (+) jesli zwroty momentu i predkosci

.....

Moc ukfadu sit dziatajgcego na model w ruchu postepowym to:
NP = py, (91)

natomiast w ruchu obrotowym



N = Mywy (92)

gdzie P, — zredukowana sita dziatajgca na model w ruchu postepowym, M, -
zredukowany moment sit dziatajgcy na model w ruchu obrotowym.

Porodwnujgc wzory (90) i (91) oraz wzory (90) i (92) otrzymujemy zaleznosci okreslajgce
site zastepcza (zredukowang) oraz zastepczy (zredukowany) moment sit

N=NP 5p =3, (Pi;—l;cosai + M, j—M) (93)
N =N - M, =3 (P 2L cosa; + M, j—M) (94)

W ten sposéb przeprowadzilismy redukcje sit uktadu na wybrany czton stanowigcy
model catego uktadu.

Modele zastepcze i rownania ruchu
Wyprowadzimy teraz rownanie opisujgce ruch modelu przyjetego jak czton w ruchu
postepowym. Z mechaniki wiemy, ze przyrost energii kinetycznej jest rowny pracy
elementarnej uktadu sit

dE = 6L (95)

Rozwazajgc ruch postepowy modelu mozemy zapisac rownanie

dE®P) = 51 (96)



w ktorym przyrost energii kinetycznej to
®) _ 5 (M
dEY = d (") (97)
oraz praca elementarna to
(») _
8Ly, = Pdry (98)

gdzie dry; — elementarne przemieszczenie modelu. Rownanie (96) zapiszemy teraz
W postaci

2
d (M£4) = p,dny, (99)
a po przeksztatceniu otrzymamy

ﬁ (mT"’ZV’) =P, (100)

Rdzniczkujac lewa strone wzgledem przemieszczenia elementarnego zapiszemy

1 dmz dvy
2 dr —2vZ + muuy —= e P, (101)

Rozwazmy wyrazenie



dvy _ dvy dt _ dvy dt _ 1

dry  dry dt . dt dry | My (102)
Podstawiajgc (18) do (17) otrzymamy
E dmz v + m;Uyay — L = P, (103)
i po uporzadkowaniu
mZaM + _dmz U]\Z/I - PZ aM - UM - rM (104)
dTM

Wzér (104) to réwnanie ruchu postepowego cztonu, ktérym zamodelowalismy uktad.
Analogicznie mozna wyprowadzi¢ rownanie ruchu obrotowego czfonu przyjetego jako
model. Zapiszemy jego koncowg forme w postaci rownania

1 di,

> do wiy = M, Em = Wy = Py (105)
M

Prostota otrzymanych réwnan ruchu jest pozorna, poniewaz masa zastepcza oraz
zastepczy masowy moment bezwiadnosci mogg byc¢ funkcjami potozenia uktadu.
Rowniez sita zastepczy oraz zastepczy moment sit mogg miec ztozona postac. W istocie
uzyskane rownania nie réznig sie od rownan uzyskanych z zastosowaniem innych
znanych formalizmdéw matematycznych np. rézniczkowych réwnan ruchu.



Przykfad 3.

W celu zilustrowania omdwionej teorii rozwazmy przyktad uktadu mechanicznego
w postaci przektadni obiegowej, pokazanej na rys. 14. Do watu wejsciowego |
potgczonego z jarzmem J jest przytozona para sit o momencie M;. Kofo satelitarne 2-3
jest utozyskowane w jarzmie. Koto centralne 1 jest unieruchomione, natomiast
ruchome kotfo centralne 4 potgczone jest z watem wyjsciowym Il. Wat wyjsciowy jest
obcigzony momentem oporu uzytecznego M;;. Nalezy przyja¢ model ukfadu
i sformutowac réwnanie ruchu modelu.
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Rys. 14. Przektadnia obiegowa - planetarna



W pierwszym etapie wyznaczmy ruchliwos¢ mechanizmu, sktadajgcego sie
z nastepujacych cztonow:

0 - ostoja,

1 — koto centralne nieruchome,

2-3 — koto zebate satelitarne, (liczba kot satelitarnych nie wptywa na ruchliwosé¢ uktadu
— w obliczeniach uwzgledniamy tylko jedno koto satelitarne a pozostate traktujemy jako
czton bierny i nie uwzgledniamy w analizie ruchliwosci),

4 — koto centralne o uzebieniu wewnetrznym (razem z watem |l stanowi jeden czton),

J —jarzmo (razem z watem | stanowi jeden czton).

Ruchliwos¢ mechanizmu obliczymy ze wzoru
w=3n—2p;s—p,=1 (106)

w ktorym uwzgledniono, ze

n=3{2-3, 4, J} - w nawiasie podano cztony ruchome,

ps = 3 {0-1, (2-3)-J, O-1I} - w nawiasie podano pary kinematyczne klasy 5 (tozyska),
ps =2 {1-2, 3-4} — w nawiasie podano pary kinematyczne klasy 4 (zazebienia két).

Z analizy ruchliwosci wynika, ze ruch wszystkich cztonow moze by¢ jednoznacznie
okreslony, jesli podamy ruch jednego wybranego cztonu.

Kolejnym etapem jest analiza kinematyczna uktadu, ktorej celem jest okreslenie
predkosci ruchomych cztonéw ukfadu w funkcji predkosci cztonu wybranego jako
model. Zatézmy, ze zamodelujemy przektadnie watem wejsciowym |, czyli przyjmiemy



model w ruchu obrotowym. Zatem powinnismy wyznaczy¢ predkos¢ katowg oraz
predkosc srodka masy kota satelitarnego 2-3 oraz predkos¢ katowa watu wyjsciowego Il
w funkcji predkosci katowej watu |, czyli w;. Korzystajgc z wzoru Willisa zapiszemy dwa
rownania opisujgce zwigzki pomiedzy predkosciami:

(1)2—(1)] . _ 1 — _T‘_l

=i (D) = (107)
w4_w] o _ 1 — _T1T3

S =l (D= (108)

Koto 1 jest unieruchomione, wiec w; = 0, i z rownan (107) oraz (108) otrzymujemy
predkosc katowg kota satelitarnego oraz watu wyjsciowego

Wy 3 = Wy = (1 + )w] = (1 +r—1) Ay, (109)
wy = w, = (1+ ::3) = (1+22)w, (110)

Predkos¢ liniowa srodka masy kota satelitarnego to
ve, , = ;i = w(ry +713) (111)

Teraz kolejno zredukujemy masy i sity na wat I. Zredukowany masowy moment
bezwtadnosci przektadni okreslimy wg wzoru (89) jako



=1 (% ’) +2m,_s (”0(12)‘3)2+212_3 (‘“{:3) + 1 (“’”)2 (112)

1

a po podstawieniu rownan kinematyki otrzymamy

2
L = I+ 2my_s(ry +15)2 + 21,5 (1 + - ) + 1 (1422 (113)

2Ty

Moment zastepczy sit okreslony wg zaleznosci (94) to

My = M2 - My 2t = M, — My (1+ 22 (114)
wy

2Ty
W analizowanym przypadku zredukowany masowy moment bezwtadnosci I, = const.,

.l o, . . . . .
wige o= = 0. Zatem na podstawie réwnania (105) zapiszemy dynamiczne réwnanie
1

ruchu modelu przekfadni w postaci
l,gp = M, & = wp = @y (115)
a po uwzglednieniu zaleznosci (113) i (114) otrzymamy

2
[1, +2my(ry +12)% + 2055 (14 - ) +1; (14 r:rj) ] g =

= M, — My (1+22) (116)

2Ty



10.3. Modelowanie dynamiki uktadéw z zastosowaniem réwnan
Lagrange’a drugiego rodzaju

Powszechnie znanym formalizmem, czesto stosowanym do opisu dynamiki uktadéw
mechanicznych sg rownania Lagrange’a drugiego rodzaju, znane z mechaniki
analitycznej. Ich podstawowa postac jest dana wzorem

d <6E) 0E Q, (117)

ac\aa;) "aq, =

gdzie E' — energia kinetyczna ukfadu, q; — wspotrzedna uogdlniona, (; - sita uogolniona
odpowiadajaca j-tej wspotrzednej uogdlnionej. Wydzielajgc z sit uogolnionych czesc¢
zwigzang z sitami pola potencjalnego zapiszemy

d ( OE 0E ov
ielay) 30, o0 = O e

gdzie V to potencjat ukfadu.
Przyktfad 4.

Zastosujemy teraz formalizm Lagrange’a do opisu dynamiki przektadni obiegowej
rozwazanej jako przyktad 3 w punkcie 2.2. Energia kinetyczna przektadni to:

1 1 2 1 1
E = 5110)12 + 2 (5m2—3(vcz_3) + 512—3(0)2—3)2) + 51110)121 (119)



Korzystajgc z zaleznosci kinematycznych (109) — (111), energie kinetyczng mozemy
zapisa¢c w formie

2 2
E=1 [1, +2my gl + 1) + 25 (1+2) 41, (1+22) ] @? (120)
2 T

2Ty

gdzie ¢; = w;. Wyrazenie w nawiasie [] to zredukowany masowy moment
bezwtadnosci przekfadni I, dlatego energie kinetyczng mozna zapisac

1 .
E= E12<p,2 (121)

Energia potencjalna przektadni jest stata, poniewaz wystepujgce sity pola potencjalnego
ziemskiego stanowig obcigzenie symetryczne wzgledem osi obrotu. Site uogdlniona
obliczymy stosujgc zasade prac przygotowanych.



Rys. 15. Przektadnia planetarna — przemieszczenia przygotowane

Praca przygotowana sity uogodlnionej Q;6¢; jest réwna pracy wykonanej przez
wszystkie sity dziatajgce na przektadnie z wytgczeniem sit pola potencjalnego (sg one juz
uwzglednione w potencjale uktadu). Przy zatozeniu braku deformacji elementéw
przektadni sity wewnetrzne nie wykonujg pracy. Rownanie okreslajace prace
przygotowang ukfadu sit jest nastepujace:

Q6 = M6, — M 6y (122)



Przemieszczenia przygotowane sg proporcjonalne do predkosci, czyli na podstawie
rownania (110) zapiszemy

6(pII - (1 + T1T3) 6(p1 (123)
Uwzgledniajgc réwnanie (123) w (122) otrzymamy
Qi6¢; = [MI My, (1 + r1r3)] 5oy (124)

Dzielagc powyisze wyrazenie przez §¢; otrzymujemy site uogdlniong zastepujaca
dziatanie wszystkich sit w uktadzie.

Q= My = My (1+22) (125)

Innymi stowy, jest to moment zastepczy sit zredukowany na wat I. Obliczamy teraz
elementy lewej strony rownania Lagrange’a

OE i(a_E)_ .
( - z(pI; dt \o¢; - z(pI

6<P1

0E

Z_0

d0r (126)

ov

2~
ka<PI

Ostatecznie zapiszemy dynamike przektadni w postaci nastepujgcego rownania



(127)
N ﬂ)
I (pI:MI_MII(l

Z

2Ty



Przykfad 5.
Rozwazymy teraz dynamike przektadni obiegowej o dwdéch stopniach swobody (rys.

16). Konstrukcja przekfadni jest podobna do przedstawionej w przyktadach 3 i 4, przy
czym obecnie zatozymy, ze koto centralne 1 jest ruchome. Zarowno do watu
wejsciowego | jak i kota centralnego 1 przytozono pary sit o momentach odpowiednio
M; i M;. Koto satelitarne 2-3 jest utozyskowane w jarzmie, ktére potgczone jest z watem
wejsciowym |. Wat wyjsciowy Il jest obcigzony momentem oporu uzytecznego M;;.
Nalezy sformutowac dynamiczne réwnanie ruchu przektadni.

T E{/‘
T1

H 1\ J M,
(ALY |
“ L

<<\
0

=JR

Rys. 16. Przektadnia obiegowa



Kinematyka analizowanej przektadni zostata opisana w przyktadzie 4 w rozdziale 2.
Skorzystamy wiec z uprzednio otrzymanych wynikéw. Predkos¢ katowa kota
satelitarnego 2-3 to

T T T
(1)2_3:(1)2:_é(wl_w1)+w1:_éw1+(1+é)w1 (128)

natomiast predkosc katowa watu Il wynosi

(I)H:(1)4:_%((1)1_(1)1)"'0)1:_%w1+(1+ﬂ)wl (129)

2Ty

Gdzie dla skrocenia zapisu zastosowano 1, + 1, + 13 = 1,. Predkosc liniowa srodka
masy kofta satelitarnego to

ve, , = ;i = w(ry +713) (130)

Predkosci wszystkich elementéw przektadni wyrazono w funkcji predkosci watu | i kofa
1. W zwigzku z tym:

Wy, W1 to predkosci uogolnione
P1, P1 to wspodirzedne uogdlnione

W przypadku uktadéw o liczbie stopni swobody wiekszej niz 1, wygodnie jest
zastosowac do opisu dynamiki rownania Lagrange’a drugiego rodzaju. Skorzystamy tu



z formy réwnan danej wzorem (118). W tym celu najpierw okreslamy energie
kinetyczna przektadni:

1 1 1 2 1 1
E = 5110)12 + 5110)% + 2 (Em2—3(vcz_3) + 512—3(0)2—3)2) + 51110)121 (131)

Korzystajgc z zaleznosci kinematycznych (128) — (130), energie kinetyczng mozemy
zapisa¢c w formie

2
E=[%I,+m2_3(r1+r2)2+12_3(1+r) 300 (1+22) ]<p,2+

1 m\? 1 (1ars)? 173 T :

B s () 450 () |07 = [2rma 2 (14 2) #1022 (14 2 10
(132)

gdzie ¢; = w;, ¢1 = w1. W celu uproszczenia zapisu przyjmijmy oznaczenia:

A=20+myg(ry +15)2 + g (1 + : ) +21 (1 + :Z)Z (133)
B=:l+1,3 (’”—1)2 ~Iy (22)2 (134)
C =2l 5" (1 + ) 2 (1 + %) (135)

dzieki ktdrym mozemy zapisac energie kinetyczna w nastepujacy sposob:

E =A@} + Bopi — Coq¢; (136)



Energia kinetyczna przektadni jest funkcjg predkosci katowych watu | i kota 1, ktére sg
predkosciami uogdlnionymi uktadu. Energia potencjalna przektadni jest stafa, poniewaz
wystepujace sity pola potencjalnego ziemskiego stanowig obcigzenie symetryczne
wzgledem osi obrotu. Obliczamy teraz elementy lewej strony rownania Lagrange’a

OE . . d (OF Ny .
fa—(m=2A<P1—C<P1; E(a_q'o,) =24¢; — C¢y
OE . . d (OE Ny .
90, ~ 2Bp1—Cor, E(a_@)ZZB‘pl_C‘p’
OE
Z 0
oo (137)
2 _p
¢4
ov
2 —0
g
ov
TR

Sity uogdlnione obliczymy stosujgc zasade prac przygotowanych. Poniewaz przektadnia
ma dwa stopnie swobody, s3 rowniez dwie sity uogolnione odpowiadajgce
przemieszczeniom uogolnionym.

W celu wyznaczenia pierwszej sity uogolnionej zaktadamy, ze uogdlnione
przemieszczenie przygotowane d&¢; # 0, natomiast 6¢; = 0. Odpowiada to
przypadkowi, kiedy koto 1 jest unieruchomione.



Rys. 17. Przektadnia planetarna — przemieszczenia przygotowane

Praca przygotowana sity uogodlnionej Q;6¢; jest réwna pracy wykonanej przez
wszystkie sity dziatajgce na przektadnie z wytgczeniem sit pola potencjalnego (sg one juz
uwzglednione w potencjale uktadu). Przy zatozeniu braku deformacji elementéw
przektadni sity wewnetrzne nie wykonujg pracy. Rownanie okreslajace prace
przygotowang pierwszej sity uogdlnionej jest nastepujace:

Q6@ = M6 + M6, — M Sy (138)

I
0



Praca M;6¢p; =0 poniewaz &8¢, =0. Przemieszczenia przygotowane s3
proporcjonalne do predkosci, czyli na podstawie réwnania (129) zapiszemy zaleznos¢

7173

Spu = =280, +(1+22) 8, = (1+22) 5o, (139)
N
0

Uwzgledniajgc réwnanie (139) w (138) otrzymamy
Qi6¢; = [MI My, (1 + r1r3)] 59y (140)
Dzielgc powyzsze wyrazenie przez § ¢; otrzymujemy pierwszg site uogdlniona:
173
Q= My = My (1+22) (141)

W celu wyznaczenia drugiej sity uogodlnionej zaktadamy, ze uogdlnione przemieszczenie
przygotowane §¢; = 0, natomiast 6¢,; # 0. Odpowiada to przypadkowi, kiedy wat |
wraz z jarzmem jest unieruchomiony.
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Rys. 18. Przektadnia planetarna — przemieszczenia przygotowane
Rownanie okreslajgce prace przygotowang drugiej sity uogdlnionej jest nastepujace:

Q1691 = M6 + M5, — Mydoy (142)

I
0

Praca M;6¢; = 0 poniewaz 6¢p; = 0. Przemieszczenia przygotowane s3g proporcjonalne
do predkosci, czyli na podstawie rownania (129) zapiszemy zalezno$¢



173

Spu = =22 8¢; + (1+22) 8¢, = — 225, (143)

NN
0

Uwzgledniajgc réwnanie (143) w (143) otrzymamy
Q1691 = (Ml + My, r1r3) 84 (144)

Dzielgc powyzisze wyrazenie przez § ¢, otrzymujemy drugg site uogdlniona:

T3

Q. =M, + MII (145)

Ostatecznie, bazujac na rédwnaniu (118), mozna zapisa¢ dynamiczne réwnania ruchu
przektadni w postaci:

249, — Cp, = M; — My, (1 + r1r3)
"2T4 (146)

T3

ZB(pl - C(pI Ml + MII

Jesli zatozymy, ze moment oporu M;; nie zalezy od wspdtrzednych lub predkosci
uogolnionych, to mozna przedstawié¢ rozwigzanie uktadu réwnan (146) w nastepujgce;j
postaci



_ rir3 rir3
. ZB[MI MII(1+7‘27‘4)]+C[M1+MHT2T4

ZBMI+CM1+[Cr1r3 23(
2T

)l

4AB—C? B 4AB—C? (147)
zA[M1+M,,:;—:ﬂ+c[M,—M,,(1+:;—:z)] 2AM1+CMI+[ AT Lars c(1+ 1r3)]M,

$1= 4AB—C? - 4AB—C2

Z przyktadow zaprezentowanych w tym rozdziale wynika, ze kazdy z omdwionych
formalizmow pozwala na sformutowanie dynamicznego réwnania ruchu ukfadu. Nie
wszystkie metody pozwalajg natomiast na sformufowanie rownan umozliwiajgcych
obliczenie reakcji w parach kinematycznych. Zatem formalizm matematyczny nalezy
dobra¢ do zagadnienia, ktore jest rozwazane. Jesli interesujgca jest znajomosc reakcji
w parach kinematycznych, np. ze wzgledu na koniecznos¢ wyznaczenia obcigzen i dobodr
tozysk w parach, wowczas nalezy zastosowa¢ np. rdwnania réwnowagi
kinetostatycznej. Jesli natomiast zachodzi potrzeba opisu ruchu uktadu, wodwczas
wystarczy zastosowa¢ metode modelowania zastepczego lub rownania Lagrange’a
drugiego rodzaju.



11. Tarcie w parach kinematycznych

W uproszczone] analizie sit w parach kinematycznych uktadéw mechanicznych
czesto pomija sie opory ruchu wynikajgce z sit tarcia i zaktada sie idealne warunki
wspotpracy potpar cztondw. Tarcie wystepuje jednak w wielu uktadach mechanicznych,
np. w fozyskach tocznych i slizgowych, przektadniach, zaworach, maszynach ttokowych
hamulcach itp. Czesto sity tarcia sg na tyle duze, ze w znaczacy sposob wptywajg na sity
reakcji w parach, tzn. mogg powodowac zmiane wartosci i kierunkéw dziatajacych sit.

Poza tym zjawisko tarcia powoduje powstanie oporéow ruchu. W celu ich
szczegotowej analizy konieczna jest znajomos¢ m.in. takich zagadnien jak:

- deformacje sprezyste,

- deformacje plastyczne,

- mechanika ptynéw,

- materiatoznawstwo,

- zjawiska falowe.

Ze wzgledu na tak szerokie spektrum zagadnien i zjawisk towarzyszgcych tarciu, opis
tarcia i badania z nim zwigzane nastreczajg wielu problemdéw i wcigz nalezg do
wspotczesnej tematyki prac naukowych.

Zjawisko tarcia zwykle jest niepozadane, gdyz powoduje nastepujgce negatywne
efekty:

- zuzycie wspotpracujgcych powierzchni,

- obnizenie sprawnosci urzagdzen,

- nagrzewanie wspotpracujgcych powierzchni,
- powstawanie zanieczyszczen.



W celu zmniejszenia niekorzystnego wptywu sit tarcia stosuje sie przede
wszystkim:
- odpowiednie przygotowanie wspotpracujgcych powierzchni poprzez obrobke
mechaniczng i cieplng,
- smary,
- oleje.
Istniejg jednak liczne przypadki uktadow, w ktérych obecnos¢ tarcia jest
konieczna do ich prawidtowego dziatania np.:
- sprzegta (rys. 1),
- hamulce (rys. 2),
- przektadnie (rys. 3),
- idgcy cztowiek (rys. 4).



4B - sita bezwladnosci

element napedzajacy

element napedzany

_ tarcie
"B
Rys. 1. Sprzegto odsrodkowe

Zadaniem sprzegta odsrodkowego pokazanego w uproszczeniu na rys. 1 jest
przekazanie obrotow z elementu napedzajgcego na napedzany, przy wykorzystaniu sit
tarcia. Na elemencie napedzanym zamontowane sg ciezarki, na ktore podczas
obracania sie elementu napedzajgcego dziatajg promieniowo sity odsrodkowe. Ciezarki
majg mozliwos¢ przemieszczania sie, ktére jest utrudniane przez zamontowane
sprezyny. Przy odpowiednio wysokiej predkosci katowej sity odsrodkowe s3g na tyle
duze, ze sprezyny rozciggajg sie, a ciezarki sg dociskane do wewnetrznej powierzchni
cylindrycznej elementu napedzanego. Dzieki tarciu wystepujagcemu na powierzchni
zetkniecia ciezarkdw z wewnetrzng powierzchnig cylindryczng, ruch jest przekazywany
na element napedzany.



zacisk

ptyn

klocki hamulcowe

tarcza hamulcowa

piasta
Rys. 2. Hamulec tarczowy

W hamulcu tarczowym przedstawionym na rys. 2, ktory jest stosowany np.
w pojazdach samochodowych, sity tarcia powstajgce na styku powierzchni klockéw
z tarczg umozliwiajg hamowanie tarczy. Zacisk jest montowany przesuwnie, dzieki
czemu docisk klockéw po obydwdch stronach tarczy moze byc jednakowy.



koto napedzane pas koto napedzajace

Rys. 3. Przektadnia pasowa

W przektadni pasowej pokazanej na rys. 3 ruch z kota napedzajgcego przenoszony jest
poprzez sity tarcia na pas i nastepnie na koto napedzane. Zaletg takiej przektadni jest
naturalne zabezpieczenie przed przecigzeniem dzieki mozliwosci wystgpienia poslizgow
w przypadku zbyt duzego obcigzenia.



7/
Rys. 4. Sity reakcji cztowiek-podtoze

Na rys. 4. Przedstawiono uproszczony schemat przedstawiajgcy rozktad sit dziatajacych
na cztowieka podczas chodu. Widzimy, ze sita tarcia pomiedzy stopg i podfozem ma
zwrot w prawo, poniewaz cztowiek podczas chodu prébuje przesungc stope do tytu
(w lewo). Jesli przeanalizujemy uproszczone réwnania ruchu srodka masy cztowieka
{mjc'M=N—G=O (1)

to widzimy, iz wynika z nich, ze srodek masy cztowieka moze by¢ przemieszczony
w prawo (na kierunku x) tylko dzieki wystepowaniu sity tarcia T o zwrocie w prawo.
Oczywiscie model dynamiki ruchu cztowieka jest duzo bardziej ztozony od
przedstawionego, niemniej powyzszy przyktad wyjasnia istote zagadnienia.



11. 1. Rodzaje tarcia
Rodzaje tarcia zostaty przedstawione na rys. 5.

TARCIE
zewnetrzne wewnetrzne
P
slizgowe toczne
b
suche mieszane ptynne

fizyczne techniczne

Rys. 5. Rodzaje tarcia

Tarcie wewnetrzne jest to opdr wystepujacy miedzy elementami jednego osrodka.
W przypadku ptyndw tarcie wewnetrzne jest utozsamiane z lepkoscig. W ciatach statych
tarcie wewnetrzne wynika z sit kohezji i zalezy od swobody przemieszczania sie
czgsteczek wzgledem siebie. Sita tarcia wewnetrznego w materiatach konstrukcyjnych

ma postac:



Ty = 92 1 - (%) 2

gdzie A to amplituda ruchu, x to biezgce odksztatcenie, a; i n to state zalezne od typu
konstrukcji i materiatu. Powyzszg zaleznos¢ przedstawiono na wykresie na rys. 6.

—n=1
A —n=2
—n=3

Rys. 6. Rodzaje tarcia

Tarcie zewnetrzne to tarcie wystepujgce na powierzchniach przylegania
wspotpracujgcych ciat. Mozna tutaj wyrdznic tarcie toczne i slizgowe.

Tarcie toczne wystepuje gdy sprezyste ciato przetacza sie po sprezystym podtozu
(rys. 7). Wystepuje wowczas zjawisko odksztatcania ciat w miejscu ich styku, co
powoduje powstanie oporu toczenia.



Rys. 7. Tarcie toczne: G — ciezar krazka, F — sita czynna, N — reakcja normalna poditoza, T — reakcja
styczna podtoza, r — promien krazka, f — wspdtczynnik tarcia tocznego, u - wspodtczynnik tarcia suchego
dla pary materiatéw, z ktérych wykonany jest krazek i rownia, h — ramie sity czynnej

Z analizy przyktadu wynika warunek toczenia bez poslizgu

<u (3)

=t

Orientacyjne wartosci wspotczynnika tarcia tocznego dla wybranych par materiatow
przedstawiono w ponizszej Tabeli 1.



Tabela 1. Orientacyjne wartosci wspotczynnika tarcia tocznego dla wybranych par materiatow

Materiat krgzka | Materiat f[m]
rowni
stal stal 0.0005
drewno stal 0.0012
drewno drewno 0.0015
zelazo zelazo 0.00051
zelazo granit 0.0021
zelazo drewno 0.0056
polimer stal 0.002
ebonit stal 0.0077
ebonit beton 0.01-0.02
kauczuk beton 0.015-

0.035




Tarcie S$lizgowe powstaje na styku powierzchni, ktore przemieszczajg sie
wzgledem siebie, co przedstawiono na rys. 8.

\"
1 —

-
N/

Rys. 8. Tarcie élizgowe: G — ciezar bryly 1, F — sita czynna, N — reakcja normalna podtoza, T — reakcja
styczna podtoza, v — predkos¢ wzgledna ruchu bryt

Sita tarcia T ma zwrot przeciwny do zamierzonego lub mozliwego przemieszczenia
wzglednego stykajgcych sie powierzchni. Tarcie slizgowe mozna podzieli¢ na suche,
ptynne i mieszane.

Tarcie suche wystepuje, gdy powierzchnie styku wspodtpracuja ze sobg bez
zadnego srodka smarujgcego. Badania doswiadczalne wykazujg, ze wartosc sity tarcia
suchego okresla w przyblizeniu zaleznos¢

T < uN (4)

gdzie u to wspotczynnik tarcia suchego dla pary materiatow, z ktérych wykonane sa
stykajace sie powierzchnie. Gtéwna idea tego modelu polega na tym, ze zwrot sity jest



przeciwny do predkosci ruchu wzglednego, a amplituda sity jest niezalezna od
predkosci ruchu wzglednego.
Wyniki szczegdtowych badan doswiadczalnych wskazujg, ze wspotczynnik tarcia
suchego zalezy od wielu czynnikdéw, takich jak:
- rodzaj stykajgcych sie powierzchni,
- stan stykajacych sie powierzchni,
- temperatura,
- naciski jednostkowe,
- predkos¢ wzgledna stykajgcych sie powierzchni,
- czas styku,
- geometria stykajgcych sie powierzchni,
- kierunek ruchu.
Przyktadowe przebiegi wspodiczynnika tarcia w funkcji wybranych wielkosci
przedstawiono narys. 9.

nA g

h—:! V— “‘i]

Y

\ 4

0 predkosc 0 nacisk jednostkowy 0 chropowatosé
Rys. 9. Wspdtczynnik tarcia suchego w funkcji: a) predkosci poslizgu, a) naciskéw jednostkowych, a)
chropowatosci

Przedstawione na rysunku zaleznosci sg nieliniowe, dlatego w celu uproszczenia czesto
przyjmuje sie, ze wspotczynnik tarcia suchego jest staty.



Catkowita reakcja w punkcie styku to

R=N+T (5)
co pokazano na rys. 10.
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Rys. 10. Reakcja réwni

W obliczeniach zwykle przyjmuje sie maksymalng wartos¢ sity tarcia okreslonej
zaleznoscia (4), czyli, ze

T = uN (6)
Woweczas wartosc reakcji to
R =+VN?+T?=N1+ pu? (7)

Z rys. 10 wynika, ze reakcja catkowita jest odchylona od reakcji normalnej o kat p
nazywany katem tarcia i okreslany z zaleznosci



T
tgp =4 =4 (8)

Obracajac reakcje catkowitg wokot reakcji normalnej o kat 2, utworzymy powierzchnie
stozkowg o kacie wierzchotkowym 2p. Utworzony stozek jest nazywany stozkiem tarcia.

py|

Rys. 11. Stozek tarcia

Jezeli linia dziatania sity reakcji catkowitej bedzie przebiegaé przez wierzchotek
i wewnatrz tego stozka, to wystepuje tarcie nierozwiniete i nie wystepuje ruch
wzgledny stykajgcych sie powierzchni. Jezeli linia dziatania sity bedzie przebiegac przez
tworzacg stozka tarcia, to wystepuje tarcie rozwiniete i wystepuje rownowaga sit,
zatem ruch wzgledny nie wystepuje lub wystepuje ruch jednostajny. Jezeli linia
dziatania sity bedzie przebiega¢ poza stozkiem tarcia, to wystepuje rowniez tarcie
rozwiniete i wystepuje ruch przyspieszony.

Przedstawiony stozek tarcia ma podstawe kotowg, méwimy wiec o tarciu
izotropowym. W przypadku, gdy wspotczynnik tarcia zalezy od kierunku ruchu,
podstawa stozka tarcia nie jest kotowa i méwimy wdwczas o tarciu anizotropowym.



Orientacyjne wartosci wspotczynnika tarcia suchego dla wybranych par materiatow
przedstawiono w Tabeli.2

Tabela 2. Orientacyjne wartosci wspotczynnika tarcia suchego dla wybranych par materiatow

Materiat u
aluminium stal 0.61
miedz stal 0.53
mosigdz stal 0.51
zelazo odlewane | miedz 1.05
zelazo odlewane | cynk 0.85
beton mokry kauczuk | 0.30
beton suchy kauczuk | 1.00
beton drewno | 0.62
miedz szkto 0.68
szkto szkto 0.94
polietylen stal 0.20
stal stal 0.80
stal teflon 0.04
teflon teflon 0.04
drewno drewno | 0.25-0.5




Tarcie ptynne zachodzi, gdy wspotpracujgce powierzchnie oddziela warstwa
srodka smarnego tzn. smaru, cieczy lub gazu.

a) b)
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Rys. 12. Tarcie ptynne: a) w parze postepowej, b) w parze obrotowe;j

W takim przypadku tarcie zewnetrzne jest zamienione na tarcie wewnetrzne czynnika
smarnego. Oznacza to, ze powstajgca sita tarcia ptynnego nie zalezy od wtasciwosci
wspotpracujgcych powierzchni a jedynie od wiasciwosci srodka smarnego. Na wartos¢
wspotczynnika tarcia ptynnego wptywa
- rodzaj srodka smarnego (lepkosc),
- grubosc warstwy srodka smarnego,
- predkos¢ wzgledna wspdtpracujacych powierzchni.
Warunki pracy powierzchni w obecnosci tarcia ptynnego sg znacznie korzystniejsze niz
przy wystepowaniu tarcia mieszanego i suchego.

Tarcie mieszane to wypadkowa zjawisk dwodch lub wiecej rodzajow tarcia
i wystepuje, gdy w czesci obszarow tarcia wystepuje tarcie suche, a czes¢ jest
rozdzielona warstwg graniczng (warstwg $rodka smarnego przylegajacg trwale do
powierzchni i zapobiegajgcg tarciu suchemu — to tarcie graniczne) lub warstwa cieczy



smarujgcej (tarcie hydrodynamiczne i elastohydrodynamiczne). Tarcie mieszane jest
najczesciej spotykanym w maszynach rodzajem tarcia. Wystepuje ono prawie zawsze
przy matych predkosciach ruchu i duzych naciskach jednostkowych, np. w fazach
rozruchu i zatrzymywania maszyny. Wowczas ptyn smarujacy nie rozdziela catkowicie
wspotpracujgcych powierzchni tarcia. Czes¢ obcigzenia normalnego przenoszona jest
przez mikroobszary bezposredniego styku trgcych ciat, a pozostata czes¢ obcigzenia
przez zespot mikroklindw cieczy smarujacej, wypetniajgcej wgtebienia i nierdwnosci.



11.2. Tarcie w parach postepowych

Cztony tworzgce pary kinematyczne postepowe majg na ogot styk powierzchniowy, lecz
niedoktadne wykonanie oraz luzy powodujg, ze naciski nie sg roztozone rdwnomiernie.
Zwykle sg one skoncentrowane w narozach, co przedstawiono na rys. 13.
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Rys. 13. Rozktad sit w rzeczywistej parze postepowej



Rozkfad naciskow zalezy od sposobu obcigzenia, geometrii i materiatu pary i jest trudny
do okreslenia. Dlatego w analizach zwykle postugujemy sie rozwigzaniami modelowymi,
jak na rys. 14.
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Rys. 14. Rozktad sit w modelowej parze postepowe;j

Przez nadanie odpowiedniego ksztattu elementom pary, miejsca styku sg jednoznacznie
okreslone i wystepujg w nich skupione sity oddziatywania, odchylone od osi normalnej
o kat tarcia p. Jesli znane jest obcigzenie , geometria pary i kat tarcia p, mozna okresli¢
site oporu ruchu.



11.3. Tarcie w parach obrotowych

W parze obrotowej, w ktorej nie wystepowatoby tarcie, linia dziatania
wypadkowej naciskdw N przechodzitaby przez punkt styku i $rodek czopa. Wiadomo
jednak, ze w rzeczywistosci wystepuje sita tarcia T, ktéra dziatajac na ramieniu r daje
moment tarcia M. Na rys. 15 przedstawiono sity obcigzajgce czop 1. Dla przejrzystosci
nie umieszczono sit obcigzajacych czton 2, ale wiadomo, ze sity obcigzajace go s3
skierowanie przeciwnie do sit obcigzajgcych czop.

Rys. 15. Rozktad sit w parze obrotowej — koto tarcia

Wypadkowa sit reakcji to

R=N+T (9)



i jest ona styczna do tzw. kota tarcia o promieniu h. Koto tarcia jest wspotsrodkowe
z czopem 1 o promieniu r. W parze obrotowej wartos¢ sity tarcia okresla sie jako

T =u'N (10)

gdzie u' = 1,57u dla czopa niedotartego, u' = 1,27u dla czopa dotartego. Wartos¢
wypadkowe;j sity reakcji bedzie zatem

R=vVN2+T2=N/1+ ()2 (11)
Moment tarcia jest rowny

My =Tr = u'Nr (12)
Mozna go rowniez zapisac jako

M; = Rh (13)
Z dwdch ostatnich rdwnan wynika, ze

u'Nr = Rh (14)

Wykorzystujgc rownanie (11) zapisano



Bo= KT 15
Vi+u')? (15)

W zwigzku z tym, ze w parze kinematycznej obrotowej wspotpracujgce powierzchnie sg
zwykle szlifowane i wspotczynnik ¢’ < 1, mozna zapisa¢, ze

h=ur (16)

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze linia dziatania sity R jest styczna do
wspotsrodkowego z czopem tzw. kota tarcia o promieniu h.



11.4. Wybrane statyczne modele tarcia

W literaturze prezentowanych jest wiele modeli tarcia. Najprostszym jest znany juz
model opisany rownaniem (6) i nazywany modelem Coulomba. Aby uwzgledni¢ zmiany
zwrotu sity tarcia wynikajgce ze zmiany zwrotu predkosci wzglednej slizgajacych sie
powierzchni, site tarcia zapisuje sie postaci

T = uNsgn(v) (17)

gdzie wyrazenie sgn(v) zawiera informacje o znaku predkosci wzglednej. W takim
modelu sita tarcia dla zerowej predkosci wzglednej moze przyjg¢ wartosci z przedziatu
(=T,T), w zaleznosci od sposobu definiowania funkcji sgn(.). Zaleznos¢ (17)
zaprezentowano na rysunku rys. 16a.

Teoria hydrodynamiki dostarczyta modelu tarcia wiskotycznego, ktore zapisuje
sie w ogdlnosci jako:

T, = F,v (18)

gdzie FE, to wspotczynnik tarcia wiskotycznego. Czesto wspotczynnik tarcia
wiskotycznego oznacza sie w literaturze rowniez jako ¢ lub a. Takie tarcie wystepuje
wowczas, gdy pomiedzy wspodtpracujgcymi powierzchniami wprowadzona zostanie
warstwa srodka smarujgcego, co przedstawiono poprzednio na rys. 12a. Lepsze wyniki
mozna 0siggnac stosujac model nieliniowy zapisany rownaniem:

T, = E,|v|%"sgn(v) (19)



gdzie dv to wspdtczynnik zalezny od geometrii. W przypadku é6v =1 model (19)
przechodzi w model (18). Czesto model tarcia wiskotycznego tgczy sie z modelem
Coulomba, co graficznie przedstawiono na rys 16b dla wartosci 6v = 1.

Badania doswiadczalne wykazujg, ze tarcie spoczynkowe jest wieksze od tarcia
dynamicznego na poziomie tarcia Coulomba. Sita tarcia spoczynkowego przeciwdziata
zewnetrznej sile czynnej F, i powstrzymuje ciato przed ruchem ponizej pewnego
poziomu sity zewnetrznej. Aby zamodelowac¢ zjawisko oporéw ruchu z uwzglednieniem
tarcia spoczynkowego, nalezy uwzgledni¢ model sity tarcia spoczynkowego F w funkgji
sity zewnetrznej jako

_ {Fe gdyv=01|FE,| < Fs (20)
Fssgn(F,) gdyv =01i|F|=Fs

Sita F nie zalezy tutaj od predkosci. W zaleznosci (20) Fs to graniczna sita, przy ktoérej
wystepuje moment przejscia ciata ze stanu rdwnowagi statycznej w stan ruchu. t3czac
model tarcia spoczynkowego z poprzednimi modelami (model Coulomba i model tarcia
wiskotycznego dla év = 1), uzyskano model przedstawiony graficznie na rysunku 16c.
Wszystkie modele (a, b, c) nalezg do klasycznych. Ich komponenty zalezg w sposéb
liniowy od predkosci bagdz od statych. Lecz sam model jest nieliniowy, gdyz przy
przejsciu bryty ze stanu spoczynku w stan ruchu wystepuje nieciggta zmiana wartosci
sity. Zaobserwowano, ze w rzeczywistosci taka nieciggto$¢ nie moze wystepowac.
Stribeck opracowat model ktory przedstawiono graficznie na rysunku 16d.
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Rys. 16. Modele tarcia

Zatem bardziej ogdlny od klasycznych model tarcia opisany jest zaleznoscia:
F(v) v#0
T =<F gdyv=01i|FE| < Fs (21)
Fssgn(F,) gdyv =01i|F| = Fs
gdzie F (v) jest arbitralnie przyjetg funkcja, ktéra moze mie¢ postac np.:

F(v) = uN + (Fs — uN)exp(=|v/vs|%) + F,v (22)

gdzie vg jest nazywana predkoscig Stribeck’a.



