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Rownania rézniczkowe czgstkowe



Ogolna klasyfikacja rownan rézniczkowych

Rownania rézniczkowe |
/ AN

Zwyczajne czastkowe I
/-

liniowe I nieliniowe I
/ N\
ze statymi ze zmiennymi
wspotczynnikami wspotczynnikami
l

< |
jednorodne I niejednorodne l



Najczescie] spotykane rownania rozniczkowe czastkowe
w zagadnieniach fizycznych (rownania fizyki matematycznej)

Laplace’a
(Poissone’a) Ap=0 Ap=T1(X,V,1)
Helmholtza Ap+k*p=0 Ap+k*p=1(x,y,2)
Przewodnictwa ) 0p ) 0p
) a'Ap—-—=0 a'Ap—-—="1(x,y,7,t
(Dyfuzji) @ p ¢ - (%, Y,2,%)
0%p 0%p
Falowe CCAo-—==0 CiAQ - —= = f X,V,Z1
= s (X, Y,7,1)
Oznaczenia:
@ (X, Y,2) lub ¢ (X, Y, z, t) - poszukiwana funkcja Ao 52§0+ 52(P+ 0°p
f(x,y,2) lub f(x,vy, z, t)-funkcja zadana (funkcja zrédet) = ox*  oy°  or’

k, a, c —state



Warunki brzegowe i poczatkowe dla rown

an czastkowych

Warunki brzegowe

Dirichleta
o, =9(xy.2)

Neumanna

=g(X.Y,2)




Przyktad 1. Rozwigzywanie zagadnienia Dirichleta dla rownania
Laplace’a na obszarze prostokatnym

y/\ - 1
b i
@=0 A(D =0 =0
Q= 0 a ;
Funkcja poszukiwana Warunki brzegowe
0= p(XY) #(0,y)=0
Réwnanie (p(a, y) =0
o’ O _, ¢(x,0)=0
+ =

X' oy’ p(x,h) =1



Rozwigzanie — metoda separacji zmiennych (Fouriera)

y)\

=1
b Q

Rozwigzanie przewidujemy w postaci:

() = XOY (9 O gt

Obliczamy pochodne

(o))

%§=wuww> ?ﬁzxuwxw a %

P9 _ Xy (y) X (V" (y)

ox°
Podstawiamy do rownania
XY +XY"=0
Dzielimy obustronnie przez XY
X " Y "

—+—=0
X Y

)}
RS

= 2

dla wiekszej przejrzystosci opuszczamy argumenty X, Y)



Przenosimy drugi wyraz na prawa strong g’“ o=1
X " Y "
Poniewaz lewa strona tego rownania
moze zalezec¢ tylko od zmiennej X, >

a prawa tylko od zmiennej Yy, a zmienne te sg
od siebie niezalezne, oznacza to, ze w rzeczywistosci obie jego strony musza by¢ wielkoscig
statg. W tym przypadku stata ta musi by¢ ujemna, co zostanie wyjasnione w dalszej czesci.

Czyli:
X " "
- = _02 Y_ — O-Z
X Y

Po prostych przeksztatceniach mamy:

X"+a°X =0 Y- =0

Jak widac, sg to liniowe réwnania rézniczkowe jednorodne o statych wspotczynnikach.



<

Rozwigzujac je (np. przez podstawienie b =1
Eulera) otrzymujemy ogdine rozwigzania:

X(X) = Asino x+Bcoso X
Y(y)=Ce”’+De ™"’

Zgodnie z pierwszym z warunkow >
brzegowych mamy: ¢=0

p(0,y)=0 = X(@QY(y)=0 = X(0)=0
Stad: X (0) = Asin(c-0)+Bcos(c-0)= A-0+B-1=B=0

Zatem: X (X) = Asino X

Zgodnie z drugim z warunkow brzegowych mamy:
p(ay)=0 = X(@Y(y)=0 = X(a)=0

Zatem: Asinca=0
krt . knm
Stad: ca=kn = o=—  wiec X(x)=Asm§x
a



Zgodnie z trzecim z warunkdw o=1
brzegowych mamy: b
p(x0)=0 = X(Y(0)=0 = Y(0)=0
Stad: p=0 Ap=0 9=0
Y(0)=Ce’’+De?°=C+D=0
= D=-C >
km km k p= 0 a X
Y (y)= C(eay—eayj —2Csh"y
a
. (kn K
Zatem:  @(X,y)=Fsin N X |sh Zy gdze F=2AC

Funkcje te stanowig nieskonczony zbidr (indeksowanych przez k ) niezaleznych rozwigzan
szczegodlnych rownania Laplace’a, spetniajacych wszystkie warunki zagadnienia, z wyjatkiem

ostatniego warunku brzegowego. Aby go spetni¢ tworzymy z nich rozwigzanie ogolne

(kombinacje liniowg rozwigzan szczegolnych):

o(X,y) = ki F sin(% xjsh(% yj
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Spetnianie ostatniego warunku brzegowego y1 p=1
(wyznaczanie statych F,) b
o(x,b) =1
k k ¢=0 Ap=0 —0
ZF sm(—n xjsh( nb) v
d d
kﬂ:b >
Gk = Fk Sh[7) Q= 0 a X

= . [ kn
Y G, sm(— X|=1
k=1 a
Lewa strona tego rownania to sinusowy szereg Fouriera, zatem

G, = : Tl 5'“(k— XJdX——Eicos(k—7I xj :—i(coskn—1)= 2(1_(_1)k)

ay a a kn a ), k= km
| stad Ostateczne rozwigzanie
_2-(-0") e - (1)) . (kn ). (kn
Fy = P p(x,y) =) ( ( ))sm[ jsh( yj
kﬂ: Sh(?j k=1 kﬂ:sh[@) d a
d
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Zagadnienie Dirichleta dla rownania Laplace’a na obszarze
prostokatnym z dowolnie zadanymi warunkami brzegowymi

y A
b

o(x,b) = 1,(X)
/

@(0,y) = f.(y)

N

e y) = f,(y)

Ap=0 /

Funkcja poszukiwana

¢ =p(XY)
Réwnanie
2 2
0 . 0 gza 0

x> oy

(x0) = £,(x) a X
X,VU) = X
v ° Warunki brzegowe

¢(0,y) = 1,(y)
p(a,y) = f,(y)
@(X,0) = f5(x)
o(x,b) = f,(x)
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Schemat rozwigzywania

A f,(4)
b
f(y) Ap=0 ,(y)
f5(X) a " x
/ 0 =0 yA =0 yA » =0 yA @ =f,(X)
S o S o o o
7 eley) | |l pky) R 7 X i X, |

" s s 2( ) ¥ q (03( Y) o g (P4( y) o
7 =0 x ?=0 X 0 =109 X »=0 X

(% Y) =0, (X, ¥) + 0, (X, ¥) + @5 (X, ¥) + @, (X, Y)



Przyktad 2. Rozwigzywanie rownania przewodzenia ciepta (dyfuzji)

A

y

o (0,)=0

AN,

p(d1) =g,

Y

Funkcja poszukiwana

@ = p(X,1)
Rdéwnanie

2 82(0 _ op
ox* ot

a

Warunki brzegowe

»(0,t) =0
o(d,1) = ¢,

Warunek poczatkowy
»(x,0)=0
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o (0,)=0

Rozwigzanie

Poszukiwang funkcje przedstawiamy w postaci:

(X, 1) = @, (X, 1) + @, (X)
A T

stan stan
@ (d,t) = ¢, przejéciowy  ustalony

Warunki brzegowe dla stanu ustalonego
¢,(0)=0

WANAN

Y

0,(d) =9y
Warunki brzegowe dla stanu przejsciowego
,(0,t)=0
9,(d,t)=0
Warunek poczatkowy dla stanu przejsciowego
p(x0)=0 = ¢,(x0)=-p,(x)
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Obliczanie stanu ustalonego

Poniewaz stan ustalony nie zalezy od czasu, wiec
przewodnictwa sprowadza sie do:
2
0%y _
OX*

Rozwigzanie ogolne: ¢, (X) = AX+B
Na podstawie warunkow brzegowych mamy:

0,(0=0 = A0+B=0 = B=0

0 , .
(i“ =0, zatem rownanie
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Obliczanie stanu przejsciowego

Sformutowanie zagadnienia

, 0°p, 09, ¢,(0,1)=0 P

a = ® (XvO) =——X
ox> ot ¢,(d,t)=0 " d

Stosujemy metode separacji zmiennych

@, (X, 1) = X(X)T (1)

Obliczamy pochodne

a_§0_ ' az_¢: " a_¢: !
o =X TO, == X0TE, === XT

Podstawiamy do rownania

a’X"T=XT'

17



Dzielimy obustronnie przez XT
X " T!
' =—
X T
Poniewaz lewa strona tego rownania moze zalezec tylko od zmiennej X, a prawa tylko od
zmiennej 1, a zmienne te sg od siebie niezalezne, oznacza to, ze w rzeczywistosci obie jego
strony musza by¢ wielkoscig statg. W tym przypadku stata ta musi by¢ ujemna, co zostanie
wyjasnione nieco dalej. Czyli:
T / x "
L5 20 2

T X

Po prostych przeksztatceniach mamy:

T'+0°T =0 a’X"+0°X =0
Jak widac, sg to rownania rézniczkowe liniowe, jednorodne o statych wspotczynnikach.
Rozwigzujac je (np. przez podstawienie Eulera) otrzymujemy ogoine rozwigzania:

T(t):Ce‘C’2t X (x) =Dsin 2 x|+Ecos Zx
a

d
Zauwazmy, ze gdyby przyjac statg rozdzielania zmiennych jako dodatnig, to przy t dgzacym
do nieskonczonosci funkcja T(t) zmierzataby do nieskoriczono$ci (rozwigzanie fizycznie
niepoprawne)
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Na podstawie warunkow brzegowych mamy:

p,OH=0 = XOT®=0 = X(0)=0

Stad: X (0) = Dsin(g-0j+Ecos(g-Oj: D-0+E-1=E=0
a a

Zatem: X (x)= Dsin(z xj
a

Drugi warunek brzegowy:

(A =0 = X@TH)=0 = X(d)=0

Zatem: DSin(g d} =0
a

. (k
Stad: Zd=kn = g:% wiec X(x)=Dsm(anj
a
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Zgodnie z pierwotnym zatozeniem tgczymy rozwigzania T(t) i X(x):
kra 2
- =]t ] k
@, (X,t)=Fe [ d ) SII’](FRX)
gdzie F=CD

Funkcje te stanowig nieskonczony zbidr (indeksowanych przez k ) niezaleznych rozwigzan
szczegdinych rownania Laplace’a, spetniajacych wszystkie warunki zagadnienia, z wyjatkiem
warunku poczatkowego. Aby go spetni¢ tworzymy z nich rozwigzanie ogolne (kombinacje
liniowg rozwigzan szczegdinych):

> —(@Tt K7t
o, (X, )=> Fe " sin(—xj
=] d
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Spetnianie warunku poczatkowego

%(X,O):—ﬁx zatem ZFK Sin(k—nxj:—&x
d k=1 d d

Lewa strona tego rownania to sinusowy szereg Fouriera, wiec

. kn
a a u=xX v':sm(—x)
F zzj(—&x)sin[k—ﬂ xjdx:-qu0 jx-sin(k—n xjdx: d =
dosl d d d

2
d 0 u'=1 v:icos(k—nxj
krmt d
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Rownania linii dtugiej (telegrafistow)

OX ot
AT_ cXM _cu

oxX ot
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Przeksztatcenie do rownan osobnych dla napiecia i natezenia pradu

au i . & o%u % Bi
M _ L 9qd ri 12 = = ~RZA
OX ot OX OX oxot OX
. 2= 2
A_ cHM gy 12 o 91 _ 09U g
OX ot ot oxot ot ot
2 2
OU _ |- c%Y gHM —R[—Ca—u—Guj
ox at ot ot
2 2
oY _1c2Y  (Le +rc)X + RGu
OX ot ot

Analogicznie otrzymujemy rownanie dla natezenia pradu:

2- 2=
OX ot

+(LG + RC)g—i+ RGi
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Przypadki szczegdine (wyidealizowane)

o°u O%i . , . .
L=0,C=0: PwE = RGu, pwE: = RGi - rownania rozniczkowe zwyczajne
X X
o%u o%u O2i O2i , .
R=0,G=0: 82=LC prealk aZZLC(EtZ - rbwnania falowe
X X
o°u ou O%i Oi , . .
L=0,G=0: >~ =RC—, > =RC— - rownania przewodnictwa
OX ot OX ot
o%u ou O%i Oi , . .
C=0,R=0: ~=LG—, > =LG—  -rownania przewodnictwa
OX ot OX ot

24



Przykiad 3. Rozwigzywanie rownania falowego dla linii dtugiej

i(0,) ) 0
5 Y A
t ) u(ot) X w1
I >
0 I
Zatozenia: ou Ol
- X ot 02U d%u
R=0,6=0 (inabezstatna)  mep 5 oou = —7-LC—
OX ot

u(o,t) =U sin wt

u(l,t) =0 (linia zwarta na koncu)
u(x,0) =0

1(x,0) =0

25



Rozwigzanie

iI(0,1) i(x,1) i(11)
) - -
u(0,t) u(x,t) o |z
0 | X

u(x,t) =u,(x,t) + u, (X,1) Warunki brzegowe dla stanu przejSciowego

! ? u,(0,)=0

stan stan
ustalony przejsciowy u,(,t)=0

Warunki poczatkowe dla stanu przejsciowego
Warunki brzegowe dla stanu ustalonego

u,(0,t) =Usin wt u, (x,0) = —u, (x,0)
u,(1,t) =0 1, (X,0) =—1,(x,0)

26



Obliczanie stanu ustalonego

(0,9 () i(1.t)
u(0,t) u(x.n a1y | |2
0 | >x

Przewidujemy rozwigzanie w postaci:
u,(x,t) = f(x)sin wt + g(x) cos wt

Obliczamy pochodne:

ou,, :
ou, _ £/(%)sin @t + g'(X) Cos @t t = oof (X) cOS ot — wg (X) sin ot

OX

azu 1T} - r azuu 2 1 2

- - = T"(x)sinwt + g"(x) cos wt pre R f (x)sin ot —w”g(x) cos wt
X

27



Obliczanie stanu ustalonego

1(0,1) i(x,1) i(11)
A - :
u(0,t) u(x.n u(l )
0 | X
2 2
Podstawiamy do réwnania falowego: 0 u_LC 0 v
OX ot

f""(x)sin wt + g"'(x) cos wt = —w’ LC( f (x)sin ot + g(x) cos wt)

Stad:  f"(x)=—k*f(x) 9" (x) =-k*g(x)
gdzie: Kk =w+/LC
Rozwigzania:

f (x) = Asinkx + B coskx g(x) = Csinkx+ D coskx

28



Obliczanie stanu ustalonego

1(0,1) i@)t) i(I,_t))
j\ A A
u(0,t) u(x.n a1y | |2
0 | X
Korzystamy z warunkow brzegowych:
u,(0,t)=Usinat = f(0)sinwt+g(0)cosmt=Usinat = f(0)=U, ¢(0)=0
u,(I,t)=0 = f()sinwt+g(l)cosmt =0 = f()=0, g()=0

Stad mamy:
f(0)= AsinkO+BcoskO=B=U
f(I)=Asinkl+Bcoskl=0 = A=-Uctgkl

oraz.
g(0)=CsinkO+ DcoskO=D =0

g(h)=Csinkl=0 = C=0
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Obliczanie stanu ustalonego

(0,9 () i(1.t)
u(0,t) u(x.n a1y | |2
0 | >x

Po podstawieniach otrzymujemy ostatecznie (stan ustalony):

u, (x,t) =U (cos kx —ctg kl sin kx )sin ot

30



