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Roéwnania rozniczkowe linlowe ze

zmiennymi wspotczynnikami



Ogolna klasyfikacja rownan rézniczkowych

Rownania rozniczkowe |
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Réwnanie rézniczkowe zwyczajne, liniowe

a, () () + 2,5 ()T (x) 4.+, () F(x) + 35 (X) T (x) = b(x)

gdzie f(x) - funkcja poszukiwana, a,(x) — wspotczynniki funkcyjne
rownania (funkcje zadane), b(x) — wyraz wolny rownania (funkcja
zadana)

Réwnanie rézniczkowe liniowe jednorodne
rownanie, w ktorym nie wystepuje wyraz wolny (b(x) = 0).

Réwnanie rézniczkowe liniowe niejednorodne
rownanie, w ktorym wyraz wolny jest rozny od zera (b(x) 0 ).



Rownanie Eulera
Jest to rownanie rozniczkowe liniowe, ktorego wspotczynniki sg

funkcjami:
a, (X) =, x"

czyli ma ono nastepujaca postac ogoing;
¢ X"F M (X)+c, X" P (X) .o xE(X)+ ¢, F(X) =b(X)

Rozwigzanie ogolne rownania jednorodnego uzyskuje sie stosujac
podstawienie w postaci funkcji potegowe;:

f(X)=x



Przyktad 1
X2f"(x)- 2f(x)=0

Rozwigzanie

f)=x, f'(x)=sx", f"(x)=s(s-1)x*"

X*s(s-1)x** - 2x* =0 ]
s(s-1)x° - 2x* =0 M
(s*-s-2)x* =0

5°-5-2=0 |
A=12+4-2=9 f(X) = A=+ BX’
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Przyktad 2
X f"(x)+ 5xF'(x)+3f(x)=0

Rozwigzanie
f(X)=x*, f'(X)=sx",  f"(X)=s(s-1)x**

X*s(s—=1)x* + 5xsx* ™ +3x° =0

L, 1

s(s—Dx° + 5x° +3x° =0 f,(x) =x : :F, f,(X)
(s -s+55+3)x° =0
5% +4s5+3=0 1 1
A=42-4.3=4 f(x)=A—+B-
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Rownania Bessela

Niezmodyfikowane rownanie Bessela

" 1 ' 2 VZ

f (x)+; f (X)+[0 ——2] f (x) =b(x)

Rozwigzan jednorodnego rownania Bessela nie da sie przedstawic
za pomocy jakiejkolwiek kombinacji funkcji elementarnych. Sg nimi
nowe funkcje (nalezace do kategorii tzw. funkcji specjalnych)
nazywane funkcjami Bessela. Oznaczane sg one jako:

J y ((7 X) - funkcje Bessela pierwszego rodzaju

YV (g X) - funkcje Bessela drugiego rodzaju
(funkcja Neumanna)
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Funkcje Bessela pierwszego rodzaju

J (o X)
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Funkcje Bessela drugiego rodzaju

Y, (o X)

!
18

10



Rozwigzanie ogolne jednorodnego rownania Bessela

f(x)=AJ, (o Xx)+BY, (oXx)
Rozwiniecia funkcji Bessela w szeregi potegowe

(_1)k (Xj2k+n

Tn(x) = “kin+ k)N 2

1 )t 20005 3,9
p—v sin(mu)
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Zmodyfikowane rownanie Bessela

Rozwigzania szczegoblne jednorodnego, zmodyfikowanego rownania
Bessela:

| (o x) -zmodyfikowane funkcje Bessela
Y pierwszego rodzaju

K (G X) - Zmpdyf|kowaqe funkcje Bessela
v drugiego rodzaju
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Zmodyfikowana funkcja Bessela pierwszego rodzaju
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Zmodyfikowana funkcja Bessela drugiego rodzaju

K, (o X

)

14



Rozwigzanie ogdlne zmodyfikowanego rownania Bessela

f(x)=Al (ocX)+BK, (oX)

Rozwiniecia zmodyfikowanych funkcji Bessela w szeregi potegowe

()= ka'(n+k)'( j

K (X)Iﬂ- I—v(X)_Iv(X)
' 2 sin(mv)
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