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Rownania rézniczkowe zwyczajne



Pojecia podstawowe

1. Réwnanie rézniczkowe
jest to rownanie, w ktorym niewidoma jest funkcja i ktore zawiera pochodnag tej
funkcji dowolnego rzedu. Inaczej — rownanie okreslajace zaleznos¢ funkcji
poszukiwanej od jej pochodnej0

2. Réwnanie rozniczkowe zwyczajne
jest to rownanie rozniczkowe, w ktdrym funkcja niewiadoma jest funkcjq jednej
zmiennej (czyli wystepujg w nim tylko pochodne zwyczajne).

3. Réwnanie rézniczkowe czastkowe
jest to rownanie rozniczkowe, w ktdérym funkcja niewiadoma jest funkcjg co
najmniej dwoch zmiennych i wystepujg w nim pochodne czastkowe.

4. Rzad réwnania rézniczkowego
jest to rzad najwyzszej pochodnej wystepujacej w rownaniu rozniczkowym.



5. Rdwnanie rézniczkowe zwyczajne, liniowe
jest to rownanie, ktore daje sie zapisac w postaci:

a (X)f™x)+a _()F ") +..+a,(X)F'(X)+a,()f(X)=b(Xx) @)

gdzie f(x) - funkcja poszukiwana, a,(x) — wspotczynniki funkcyjne rownania (funkcje
zadane), b(x) — wyraz wolny réwnania (funkcja zadana)

6. Réwnanie rézniczkowe liniowe ze statymi wspotczynnikami
jest to rownanie, w ktorym wszystkie wspotczynniki sg state (a,,(x) = const).

7. Réwnanie rézniczkowe liniowe ze zmiennymi wspoétczynnikami
rownanie, w ktérym co najmniej jeden ze wspotczynnikow a,(x) nie jest staty.

8. Réwnanie rozniczkowe liniowe jednorodne
rownanie, w ktorym nie wystepuje wyraz wolny (b(x) = 0).

9. Réwnanie rozniczkowe liniowe niejednorodne
rownanie, w ktorym wyraz wolny jest rozny od zera (b(x) #0).



Ogolna klasyfikacja rownan rézniczkowych
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Operator rownania rézniczkowego

Kazde rownanie rozniczkowe mozemy zapisa¢ symbolicznie w postaci:

Olf]=g 2)

gdzie O nazywamy operatorem réwnania rozniczkowego, f — funkcja poszukiwana, g -
funkcja zadana. Operator réwnania rozniczkowego jest wygodnym pojeciem
upraszczajgcym wiele zapisoéw i dowodow. Dla rownania zwyczajnego liniowego (1) ma on

postac:
(") dn dn—l

d
™ +an_1(x)dxn_1 +...+a1(x)a+a0(x) o)

Operatorem linowym nazywamy kazdy operator, ktory posiada nastepujace wtasnosci:
L[f,+f,]=L[f,]+L[f,] (4)
E[a f]:al:[f] (5)

gdzie « jest dowolng statg. Nietrudno udowodnic, ze operator (3) jest operatorem liniowym
(dlatego réwnanie (1) nazywamy réwnaniem liniowym). Przyktadami operatorow liniowych
dla funkcji wielu zmiennych (czyli rownan rézniczkowych czastkowych) sg operatory nabla i
laplasjan. 5



Rozwigzania szczegolne i 0golne rownan rozniczkowych
Najprostszym réwnaniem spetniajacym definicje rownania rézniczkowego jest
f'(x)=0 (6)

Jest to rownanie zwyczajne, liniowe ze statymi wspotczynnikami, pierwszego rzedu,
jednorodne. Jego rozwigzaniem jest dowolna funkcja stata (bo pochodna z dowolnej statej jest
rowna zeru). Oznacza to, ze juz to najprostsze rownanie ma nieskonczenie wiele rozwigzan.
Mozna udowodniC, ze ceche te posiada kazde rownanie liniowe (co do nieliniowych nie mozna
juz tak ogolnie powiedziec, ale one tez majg zwykle wiecej niz jedno rozwigzanie). W zwigzku
z tym wprowadza sie pojecia rozwigzania szczegolnego i ogdinego rozwigzania rownania
rozniczkowego.

Rozwigzaniem szczegolnym réwnania rézniczkowego kazdg funkcje, ktora je spetnia. Np. dla
rownania (2) rozwigzaniami szczegoinymi moga by¢: f(x) =0, f(x) =2 f(x) =-7 itp.

Rozwigzaniem ogolnym roéwnania rézniczkowego nazywamy zbior wszystkich mozliwych
rozwigzan szczegolnych. Dla rownania (6) mozemy je zapisa¢ wzorem:

f(X) = A

gdzie w miejsce symbolu A mozna podstawi¢ dowolng liczbe.

(7)
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Rozwigzania szczegolne i 0golne rownan rozniczkowych

Rozpatrzmy nieco ciekawszy przypadek najprostszego réwnania rozniczkowego drugiego
rzedu
f'(x)=0 8)

Latwo sprawdzi¢, ze jego rozwigzaniem jest kazda funkcja liniowa, czyli rozwigzanie ogdine

zapiszemy jako: ¢ (X) _ Av+B
©)

Jak widac , wystepujg tu dwie dowolne state. Dla podobnego réwnania trzeciego rzedu :
f"(x) =0 (10)
rozwigzaniem ogolnym jest funkcja kwadratowa:
f(x)= AX*+Bx+C -

Te proste przyktady sugeruja, ze rozwigzania ogolne rownania zwyczajnego
n-tego rzedu mogg sktada¢ sie z n réznych funkcji, z ktorych kazda jest
przemnozona przez dowolng statg. Istotnie, okazuje sie, ze te wiasnosc
posiadajg wszystkie liniowe rownania rozniczkowe zwyczajne. Aby jg jednak
Scisle sprecyzowac, niezbedne jest odrdznienie tzw. rozwigzan zaleznych od

niezaleznych rownania rézniczkowego. o



Rozwigzania liniowo zalezne i liniowo niezalezne

Niech u,(x), u,(x), ..., u,(x) sg dowolnymi funkcjami okreslonymi na tej samej dziedzinie,
| a, &, ..., o, dowolnymi statymi. Kombinacjg liniowg funkcji u,(x) nazywamy kazdg
funkcje f(x) okreslong wyrazeniem

F(X) = auy (X) + U, (X) + ...+ U, (X) (12)
Jezeli funkcja f(x) jest kombinacjg liniowa funkcji u,(x), u,(x), ..., u,(x) to nazywamy jg
liniowo zalezng od tych funkcji. W przeciwnym przypadku funkcje f(x) nazywamy liniowo
niezalezng od funkcji u,(x), u,(x), ..., U,(X).
Podczas rozwigzywania rownan rozniczkowych liniowych szczegdlnie wazne jest
znalezienie zbioru ich wszystkich rozwigzan liniowo niezaleznych. Przyktadem takiego
zbioru rozwigzan dla rownania (11) moze by¢ nastepujacy zbior funkcji

u(x) =1 u,(x)=x US(X) =X’
abo taki: U (X)=5, U, (X)=2x+3, U,(X)=3x*-5x+1
Natomiast przyktadem zbioru rozwigzan zaleznych réwnania (11) moze by¢:
U (X) =X+L, U, (X)=X°+2X  Uy(X) = X° +4X+2

poniewaz  U,(X) = 2U,(X) +U,(X)



Podstawowe twierdzenia dotyczace liniowych
rownan rozniczkowych zwyczajnych

Podczas rozwigzywania liniowych rownan rozniczkowych zwyczajnych korzysta
sie z nastepujacych twierdzen:

1.

Liczba rozwigzan niezaleznych kazdego liniowego réwnania rézniczkowego
zwyczajnego jest dokfadnie rowna rzedowi tego rownania.

Rozwigzanie ogolne liniowego réwnania rozniczkowego zwyczajnego
lednorodnego jest kombinacjg liniowg wszystkich jego rozwigzan
niezaleznych

Rozwigzanie 0godlne liniowego roéwnania rozniczkowego niejednorodnego
jest sumg rozwigzania ogolnego rownania jednorodnego i dowolnego
rozwigzania szczegolnego rownania niejednorodnego.
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Podstawowe twierdzenia dotyczace liniowych

rownan rézniczkowych zwyczajnych
Uwagi

1. Nalezy szczegolnie podkreslic, ze w praktycznych zagadnieniach fizycznych czy
technicznych, z reguty nie wystarcza znalezienie jakiego$s dowolnego rozwigzania danego
rownania rozniczkowego (czyli rozwigzania szczeg6lnego) i konieczne jest znalezienie
jego wszystkich mozliwych rozwigzan (czyli rozwigzania ogdinego). Spowodowane jest to
tym, ze poszukiwana funkcja fizyczna (np. natezenie pragdu w obwodzie w funkcji czasu),
poza samym rownaniem, musi spetni¢ pewne dodatkowe warunki, ktorych spetnienie jest
na ogot mozliwe dopiero wtedy, gdy znana jest postac rozwigzania ogolnego.

2. Twierdzenia podane na poprzednim slajdzie wyznaczajg o0golng procedure
rozwigzywania liniowych rownan rozniczkowych zwyczajnych. Nalezy zwrdci¢c uwage, ze
dotyczy to zaréwno rownan ze statymi jak i ze zmiennymi wspdtczynnikami (patrz slajdy 4,
5). Niezaleznie od tego czy réwnanie jest jednorodne czy niejednorodne, w pierwszym
etapie nalezy znalez¢ tyle niezaleznych rozwigzan szczeg6lnych rownania jednorodnego,
jaki jest rzad rownania. Nastepnie nalezy utworzy¢ z tych rozwigzan kombinacje liniowa,
ktora stanowi rozwigzanie ogolne rownania jednorodnego. Jesli rownanie jest
niejednorodne, nalezy jeszcze znalezC jakiekolwiek rozwigzanie szczegélne rownania

niejednorodnego i dodac je do rozwigzania ogolnego réwnania jednorodnego (tw. 3).
11



Metoda Eulera rozwigzywania liniowych
rownan rozniczkowych zwyczajnych ze statymi
wspotczynnikami

Najbardziej ogdlng metodg rozwigzywania liniowych réwnan rozniczkowych zwyczajnych
ze statymi wspotczynnikami jest metoda Eulera. Zostanie ona przedstawiona na
konkretnych przyktadach

Przykiad 1. Znalez¢ rozwigzanie ogolne nastepujacego réwnania rézniczkowego:
f"(x)-4f(x)=2x° (13)

Zanim zaczniemy  rozwigzywaC rownanie rozniczkowe nalezy je odpowiednio
zaklasyfikowac (patrz slajd 5), poniewaz sposdb jego rozwigzywania oczywiscie zalezy od
tego jakie to jest rownanie. Widzimy, ze jest to rownanie rdzniczkowe zwyczajne drugiego
rzedu, liniowe, ze statymi wspotczynnikami, niejednorodne. Na podstawie twierdzenia 1
wiemy, ze takie rownanie musi posiadac dwa rozwigzania niezalezne.

12



Rozwiagzanie
Etap 1. Poszukiwanie rozwigzania ogdlnego rownania jednorodnego.
Zapisujemy rownanie (13) jako jednorodne , tzn. wpisujgc po jego prawej stronie zero:

£1(x)-41,(x) =0 (14)

Do symbolu funkcji dodano indeks 0 poniewaz funkcja bedaca rozwigzaniem réwnania
jednorodnego (14) nie jest rozwigzaniem roéwnania niejednorodnego (13) i funkcje te
musimy odrozniac.
Metoda Eulera polega na przewidywaniu rozwigzania tego typu réwnan w postaci funkcji
wyktadniczej, tzn.:

f,(x)=¢ (15)

gdzie S jest pewng stata, ktorej wartosC musimy dopiero znalez¢. W tym celu obliczamy
pierwszg i drugg pochodng tej funkcji i podstawiamy do rownania (14).

£(x) =se” £/(x) = s2e”



Podstawiamy (16) do rownania (14):
s*e¥—4e% =0
(32 —4)e5X =0 (17)

Lewa strona ostatniego réwnania jest iloczynem dwoch wielkosci, a prawa zerem.
Oznacza to, ze co najmniej z czynnikéw tego iloczynu musi sie réwnac zeru. Funkcja
wyktadnicza nigdy nie przyjmuje wartosci zerowej, zatem:

5°—4=0 (18)

Rdéwnanie powyzsze nazywa sie rownaniem charakterystycznym réwnania (14). Nietrudno
zauwazyC, ze opisana Wwyzej procedura zawsze prowadzi do rownania
charakterystycznego, ktore jest algebraicznym roéwnaniem o stopniu rownym rzedowi
rownania rézniczkowego.

Rozwigzaniami rdwnania (18) sg oczywiscie

14



Podstawiajgc rozwigzania (19) do (15) otrzymujemy dwa liniowo niezalezne rozwigzania
szczegolne rownania (14):

fo,l(x) =™ 1:0,2 (X) =e” (20)

Poniewaz rownanie (14) jest rzedu 2, zgodnie z twierdzeniem 1 mamy pewnos¢, ze nie
istniejg zadne inne rozwigzania liniowo niezalezne od tych dwdch, a zgodnie z
twierdzeniem 2, rozwigzanie ogolne rownania (14) otrzymamy tworzac ich kombinacje
liniowa;

f,(x)= Ae '+ Be® 1)

W ten sposob konczy sie etap 1, ale bardzo wskazane jest jeszcze sprawdziC, czy na
pewno kazde takie rozwigzanie (tzn. niezaleznie od tego co podstawimy za A i B) spetnia
rownanie (14). W tym celu nalezy podstawi¢ (19) do (14), policzy¢ drugq pochodng w (14)
i sprawdzi¢, czy rzeczywiscie lewa strona bedzie sie zerowata dla kazdego A i B. Prosze
to przeprowadzi¢ samodzielnie.

15



Etap 2. Poszukiwanie rozwigzania szczegolnego rownania niejednorodnego.

Zgodnie z twierdzeniem 3, musimy jeszcze znalez¢ jakiekolwiek rozwigzanie szczegdine
rownania niejednorodnego (13):

f"(x)-4f(x)=2x°

Rozwigzanie to bedzie zalezeC oczywiscie od wyrazu wolnego rownania, ktory zapisany
jest tu po prawej stronie rownania (zwykle tak sie zapisuje rownania rozniczkowe, ale ten
wyraz oczywiscie tez mozna przenies¢ na lewg strone, jak tez kazdy wyraz z lewej strony
mozna przenieS¢ na prawa, dlatego przy klasyfikacji réwnania (jednorodne, czy
niejednorodne) nie nalezy sie zbytnio sugerowac tym, co znajduje sie po jego prawej
stronie).
Niestety nie ma ogolnej recepty jak znalezC takie rozwigzanie, tym niemniej dla wielu
typow funkcji stanowigcych wyraz wolny mozna bez wiekszego trudu odgadna¢ ich postac.
Jezeli wyraz wolny jest wielomianem, to nalezy przewidywac, ze istnieje rozwigzanie
szczegblne rownania, ktore tez jest wielomianem tego samego stopnia. W naszym
przypadku wyrazem wolnym jest funkcja kwadratowa (niepetna, ale to nie ma wiekszego
znaczenia), wiec przewidujemy rozwigzanie rowniez w postaci funkcji kwadratowe;:
f,(X) = ax” +bx+c 22

16



Aby sprawdzi¢ czy nasze przewidywanie jest prawidtowe podstawiamy je do réwnania (13):
" 2
(ax2 +bx + c) - 4(ax2 +bx + c): 2X°

(2ax-+b) —dax’ - dbx—4c=2x"
2a—dax? —4bx — 4c=2x°
—dax? —4bx+2a - 4c=2x’

Lewa strona tej rownosci musi sie rownac prawej dla kazdego X. Oznacza to, ze réwno$¢ ta
moze by¢ spetniona tylko wtedy, gdy:

4da=2 4b=0  2a-4c=0
2 4

Podstawiajac to do (22) otrzymujemy poszukiwane rozwigzanie szczegéine rownania (13):

1, 1
fl(x)_ EX Z (23)

17



Etap 3. Rozwigzanie ogdine rownania niejednorodnego

Zgodnie z twierdzeniem 3, rozwigzanie ogolne rownania niejednorodnego jest sumg
rozwigzania ogolnego réwnania jednorodnego (21) i rozwigzania szczegolnego réwnania
niejednorodnego (23):

f(x)=Ae ™+ ge Iy 1
2 4

Jest to wiec ostatecznie rozwigzanie rownania (13). Aby sie jednak upewni¢, ze tak jest
istotnie, nalezy podstawiC te funkcje do lewej strony tego réwnania i sprawdzi¢, czy po
wykonaniu rézniczkowania otrzymamy to samo co po prawej stronie, niezaleznie od tego, co
podstawimy za A i B. Czynno$¢ ta nie jest trudna, wiec zawsze warto jg wykonaé. Prosze jg
przeprowadzi¢ samodzielnie.

18



Przykiad 2. Znalez¢ rozwigzanie ogolne nastepujacego rownania rézniczkowego:

f"(x)+16 f (x) = 5¢**
oraz rozwigzanie szczegolne spetniajgce warunki poczatkowe:

f(0) =2 £'(0) =-1
Rozwiazanie

1. Poszukiwanie rozwigzania ogoélnego rownania jednorodnego

Podstawienie Eulera

fo(x)+16f,(x)=0

fL=e* = fi(x)=se%  f/(x)=s"e"

e%+166% =0 = (5+16)e™ =0

19



Rownanie charakterystyczne

s°+16=0

Rownanie to nie ma rozwigzan rzeczywistych. Z tego nie nalezy jednak wycigga¢ wniosku,
ze podstawienie Eulera byto btedne, poniewaz istniejg rozwigzania zespolone:

s, =-J4 S, =14
Zatem rozwigzaniami szczegolnymi rownania jednorodnego sg funkcje zespolone:

f1(X) = e ¥ fo,(X)= e}

a rozwigzaniem ogélnym réwnania jednorodnego jest ich kombinacja liniowa

f,(x) = Ae7™+ Bel”

Pozornie moze sie wydawac, ze to oznacza iz rozwigzaniami tego réwnania mogg by¢
tylko funkcje zespolone, jednak tak nie jest. Nalezy pamietac, ze za A, B mozemy wstawic¢
dowolne state (rowniez zespolone) i w szczegolnosci moze to prowadzi¢ do rozwigzan
czysto rzeczywistych. Poniewaz bardzo czesto fizyczna interpelacja poszukiwanej funkcji
wymusza, aby miata ona wartosci wytgcznie rzeczywiste (np. oznaczajg one chwilowe
wartosci pradu lub napiecia), wiec konieczne jest zapisanie tego rozwigzania wtasnie w
postaci rzeczywiste;. 20



W tym celu przeksztatcamy te funkcje korzystajac ze wzoru Eulera:
f,(X) = A(cos4x — jsin4x)+ B(cos4x + jsin4x) = (A+B)cos4x + j(B - A)sin 4x

Oznaczajac:
C=A+B, D=j(B-A)

otrzymujemy
f,(x) =Ccos4x+ Dsin4x

Jak wida¢, funkcja ta bedzie funkcjq rzeczywistg, gdy za C i D wstawimy liczby
rzeczywiste. Przez bezposrednie sprawdzenie mozna sie tez przekonac, ze funkcje cos3x i
sin3x sg rowniez rozwigzaniami szczegdlnymi rozwigzywanego rownania jednorodnego.
Nie ma w tym nic zaskakujgcego, poniewaz na mocy wzoru Eulera, funkcje te mozna
przedstawi¢ jako kombinacje liniowe wczesniej znalezionych rozwigzan szczegolnych tego
rownania, . funkcji wyktadniczych z urojonym wyktadnikiem (patrz twierdzenie 2 z
wyktadu). Nalezy wyraznie podkresli¢, ze tak zapisane rozwigzanie ogdine nie jest jakims
innym, nowym rozwigzaniem réwnania jednorodnego niz to poprzednie, a jedynie
alternatywnym sposobem jego zapisania, dogodniejszym w przypadku gdy poszukujemy
tylko rozwigzan rzeczywistych.

21



2. Poszukiwanie rozwigzania szczegolnego rownania niejednorodnego.

Po prawej stronie réwnania niejednorodnego jest funkcja wyktadnicza. W takim przypadku
nalezy przewidywac, ze istnieje rozwigzanie szczego6lne tego rownania, ktore rowniez ma
postac funkcji wyktadniczej o takim samym wyktadniku (poniewaz kazda pochodna funkgji
wyktadniczej jest do niej proporcjonalna):

f,(x)=ae”
Sprawdzamy to podstawiajgc do rownania:

(aezx)" +16(ae2x)15e2X

9

dae* +16ae* =5e**

2

20ae? =5
Stad a=—

zatem f.(x)=—e

22



3. Rozwigzanie ogbine rownania niejednorodnego (twierdzenie 3)

f(x) = fo(x)+ f,(x)
. 1 2X
f(x)=Ccosdx+Dsin 4x+ze

4. Znajdowanie rozwigzania szczegdinego rownania niejednorodnego spetniajgcego warunki
poczatkowe (wyznaczanie statych C, D)

f0)=2 = CcosO+DsinO+%e°:2 = C+%:2 - ng

f'(x) =-Csindx+ Dcos4x+%e2X

f'0)=-1 = —CsinO+DcosO+%e°:—1 = D+%:_1 - D:—E
Ostateczne rozwigzanie:
7 3. 1,
f(x)=—cosdx——sindx+—e
4 2 4

23



Przykiad 3. Znalez¢ rozwigzanie ogolne nastepujacego réwnania rézniczkowego:

f"(x)=2f"(x)+2f(x)=sin3x

oraz rozwigzanie szczegolne spetniajgce warunki poczatkowe:

Rozwigzanie

1. Poszukiwanie rozwigzania ogoélnego rownania jednorodnego
fo(x)-2f,(x)+2f,(x)=0

Podstawienie Eulera

fL=e* =  f/(x)=se”, f/(x)=s"¢"

e%-25"+26% =0 = (s7-25+2)e% =0
Rownanie charakterystyczne

52 —25+2=0

24



Rozwigzanie rownania charakterystycznego

d=(-2f-4-2=-4 1=}

f ()= =ge £ (x)=ebIr = gleh
f,(x)= Ae'e "+ Be*e = eX(Ae—iX+ Ber)

Postepujac podobnie jak w poprzednim zadaniu mozemy to rozwigzanie doprowadzi¢ do
postaci, w ktorej nie wystepujg liczby zespolone:

f,(x) =e*(Ccosx+ Dsinx)

25



2. Poszukiwanie rozwigzania szczegolnego rownania niejednorodnego.

Po prawej stronie rownania niejednorodnego wystepuje funkcja sinus. W takim przypadku
nalezy przewidywac, ze istnieje rozwigzanie szczegolne tego rownania, ktére ma postac
kombinacji liniowej funkcji sinus i kosinus od tego samego argumentu (przewidywanie, ze
moze nim by¢ tylko jedna z tych funkcji na ogét sie w takich przypadkach nie udaje, ale
zawsze mozna probowac):

f, (x) =asin3x+hcos3x

f,(x) = 3acos3x—3bsin 3x f,(x) =—9asin 3x—9b cos 3x

Podstawiamy do réwnania :

—9asin 3x - 9 cos3x — 2(3a cos 3x — 3bsin 3x )+ 2(asin 3x + b cos 3x) = sin 3x

Porzadkujemy lewg strone
(= 7a+6b)sin 3x + (- 7b - 6a)cos 3x = sin 3x

Aby rownos¢ ta byta prawdziwa dla kazdego x wspotczynniki przy sinusach i kosinusach
po obu stronach powinny by¢ jednakowe, zatem:

~T7a+6b=1
-6a-7b=0
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Z drugiego z tych rownan mamy:

b:—Ea
7

a z pierwszego:

6 85 I

~-7a-6—a=1 o> -—a=1 =D a=—— =2 b
7 7 85

czyli:

n(x):-jlsh13x+~ficos3x
85 85

3. Rozwigzanie ogbine rownania niejednorodnego

6

7

f(x) =e*(Ccosx+ Dsin x)—ésin 3X+8_65COS3X

!
85

j:

85
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4. Znajdowanie rozwigzania szczegoinego rownania niejednorodnego spetniajgcego warunki
poczatkowe (wyznaczanie statych C, D)

f(0)=1 = e’(Ccos0+ DSiI‘IO)—lSinO-I-ECOSO:l = C+£=1 = C:7—9
85 85 5 85

f'(x) =e*(C cosx+ Dsin x)+e*(~Csinx+ Dcos x)—%coﬁx—gsin 3x =

=¢"((C+D)cosx+(D-C)sin x)—%cosSx—gsin 3x

f0)=0 = :eo((C+D)cosO+(D—C)sinO)—écos30—gsin0=C+D—ézo
85 85 85
cip o 2l . 21 79 100
85 85 8 85 85

Ostateczne rozwigzanie:

f(x)= S—E(ex(79cosx+1003in X)—7sin3x + 6c053x)
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Przykiad 4. ZnalezC rozwigzanie ogolne nastepujacego rownania rézniczkowego:

f'(x)-6f'(x)+9f(x)=3e""cosx
oraz rozwigzanie szczegoine spetniajgce warunki poczatkowe:

f(0)=-1 f'(0) =1
Rozwiazanie

1. Poszukiwanie rozwigzania ogoélnego rownania jednorodnego
fo(x)-6f,(x)+9f,(x)=0

Jak w poprzednich przyktadach stosujemy podstawienie Eulera i w analogiczny sposob
dochodzimy do rownania charakterystycznego:

$°—65+9=0

Latwo zauwazyC, ze roéwnanie charakterystyczne dla kazdego rdwnania liniowego ze
statymi  wspotczynnikami jest réwnaniem algebraicznym o stopniu rownym rzedowi
rownania rozniczkowego i ma takie same wspotczynniki. Pamietajgc o tym mozna zawsze
skroci¢ stosowang dotad procedure pomijajac poprzednie kroki (tzn. wypisujgc réwnanie
charakterystyczne bezposrednio na podstawie réwnania rézniczkowego).
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Rozwigzanie rownania charakterystycznego

A=(-6f-4-9=0 = s:$:3 = fo,(x)=¢”

Jak widac, w tym przypadku, po zastosowaniu podstawienia Eulera znajdujemy tylko jedno
rozwigzanie szczegolne, poniewaz rownanie charakterystyczne ma tylko jeden pierwiastek.
Zgodnie z twierdzeniem 1 z wykfadu, rownanie rézniczkowe liniowe drugiego rzedu musi
mie¢ jednak doktadnie dwa rozwigzania niezalezne. Oznacza to, ze tym drugim
rozwigzaniem nie byC juz zwykta funkcja wyktadnicza. Jak sie okazuje, nalezy je
przewidywaC w postaci funkcji bedacej iloczynem wyzej znalezionego pierwszego
rozwigzania przez x, tzn.:
fy,(X) = xe”

Sprawdzmy czy rzeczywiscie ta funkcja spetnia nasze réwnanie. W tym celu obliczamy
najpierw jej pierwszg i drugg pochodna, a nastepnie podstawiamy je do rownania.

f,, (X)) = (xe® )' =%+ 3xe¥ = (1+3x)e®

"

f,,00) = ([L+ 306> ) =36+ 31+ 3x)e™ = 6.+ 9x)e”
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(6+9x)e™-6(1+3x)e™ + 9xe* = (6-6+9x-18x+9x)e* =0

Czyli rzeczywiscie jest to rozwigzanie szczegdlne naszego rownania jednorodnego,
niezalezne od znalezionego wczesniej z podstawienia Eulera (niezaleznos¢ tych
rozwigzan jest oczywista, bo nie da sie jednego z nich przedstawic jako iloczyn drugiego
przez statg). Zatem rozwigzaniem ogolnym réwnania jednorodnego jest:

fy(x) = fo, (%) + f,,(x) = Ae¥+Bxe™ = (A+Bx)e™

2. Poszukiwanie rozwigzania szczegolnego rownania niejednorodnego.

Po prawej stronie rownania niejednorodnego wystepuje iloczyn funkcji wyktadniczej i
kosinusa. Nauczeni doswiadczeniem z poprzednich przyktadow spodziewamy sie, ze jego
rozwigzanie szczegdlne moze mie¢ podobng postaC, ale poniewaz podczas
rozniczkowania cosinus przechodzi w sinus i na odwrot, pewniej jest je przewidywac w
postaci ogolniejsze;j:

f(x)=e(acosx+bsinx)
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Jak zwykle sprawdzamy to podstawiajgc to do naszego rownania

f/(x) =—e*(acosx+bsin x)+e™(-asinx+hcosx)=e™*((b—a)cos x - (b +a)sin x)

f,(x) = (e_x ((b—a)cosx—(b+a)sin x)), =
=—¢""((b~ajcosx~(b+a)sinx)+e”*(~(b-a)sinx—(b+a)cos x)=

b-a
—e™((-b+a-b-a)cosx+(b+a-b+a)sinx)=e™(-2bcosx+2asin x)

?

e™*(~2bcos x+2asin x)-6e*((b—a)cos x— (b +a)sin x)+ 9 *(acos x+bsin x)=3e ™" cos x

?

e™((~2b—6b +6a+9a)cos x + (2a+6b+6a+9b)sin x)=3e™* cos x

e((15a—8b)cos x+ (8a+15b)sin x)=3e ™ cos X
Lewa strona bedzie rowna prawej dla kazdego x tylko wtedy, gdy:

15a-8h=3
8a+15b =0

32



Rozwigzemy ten uktad metodg Cramera

5 -8
W = =15°4+8 =225+ 64 = 289
8 15
3 -8 15 3
Wa: = b: :—24
0 15 0
L
W 289 W 289

Czyli ostatecznie:

=X

e .
f.(x)= 45¢0S X — 24sIn X
(9= )

3. Rozwigzanie ogbine rownania niejednorodnego

=X

f(x) = (A+Bx)e™+ %(45 coS X — 24sin x)
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4. Znajdowanie rozwigzania szczegoinego rownania niejednorodnego spetniajgcego warunki
poczatkowe (wyznaczanie statych C, D)

0, €7 . 45 334
f(0)=-1 = (A+B-0)e’+——(45c0s0-24sin0)=-1= A+—=-1=> A=———
289 289 289

!
-X

f(x) =| (A+Bx)e™+ ;89 (45cos x—24sinx) | =

—X -X

= Be®+3(A+Bx)e™ - c (45¢c0s X — 24sin x)+ c
289 289

(~45sin x—24c0sX) =

=X

= (3A+B+3Bx)e¥-
289

(69cos x+21sin x)

f(0)=1 = 3A+B-2 o1 = B=l 32 293309 6%
289 289 289 289

Ostateczne rozwigzanie:

f(X) = 2%9((— 334-+692x)e” + & (4505 X — 24sin X))
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

Znalez¢ rozwigzanie ogolne nastepujacego rownan rézniczkowych:
1. 3f"(x)+2f'(x)— f(x)=4x

2. f'(x)+2f'(x)+5f(x) =™

3. f'"(x)+4f'(x)+4f(x)=2cosx

oraz ich rozwigzania szczegodlne spetniajgce warunki poczatkowe:

£(0)=3 £(0) = -2
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