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Transformaty catkowe

Transformaty Fouriera



Transformaty (przeksztatcenia) catkowe sg to pewnego rodzaju operatory, tzn.
odwzorowania, ktérego argumentami sg funkcje. Transformata catkowa z funkcji
f(x) w wyniku daje rowniez funkcje, ktora najogolniej jest okreslona wzorem:

F(s):if(x)K(x,s)dx

gdzie:

f(x) — funkcja transformowana nazywana oryginatem

K(x,s) —funkcja okreslajaca rodzaj transformaty, nazywana jgdrem

F(s) — funkcja bedaca rezultatem transformaty, nazywana obrazem lub po prostu
transformatg (niezbyt poprawnie, ale tak jest powszechnie przyjete i nie prowadzi
to do nieporozumien)

Transformatom, podobnie jak funkcjom, nadaje sie pewne symbole litrowe. Np.
przyjmujac dla powyzszej transformaty symbol ./~ mozemy zapisac:

(%(6)= [1(4])




Transformata odwrotna

Transformaty catkowe znajdujg réznego rodzaju zastosowania, ale praktycznie
tylko takie, dla ktérych znana jest postac tzw. transformaty odwrotnej, czyli wzoru
pozwalajgcego obliczy¢ oryginat f(x) na podstawie jego obrazu F(s). Jak sie
okazuje, wzory takie majq posta¢ podobng do samej transformaty:

f(x):}F(S)K'(x,s)ds

gdzie: K’(x,s) jest jadrem transformaty odwrotnej.

Transformate odwrotng do transformaty ./~ zapisujemy symbolicznie jako ./,
czyli, jezeli funkcja F jest obrazem transformaty ./~ dla funkcji f , to:

()= [F(]




Transformata sinusowa Fouriera

Najszersze zastosowanie w fizyce i technice znajdujg trzy transformaty Fouriera.
Jako pierwszg podajemy transformate sinusowg Fouriera. Definiujemy jg
nastepujaco:

7 [#(x)]= F () :T f (x)sin@ xdx

Wz6r na transformate do niej odwrotng przyjmuje postac:

Z
(I

7 F(0)]= f () == [F(w)sinoxde
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Transformata sinusowa Fouriera - przyktad

Obliczymy transformate sinusowg Fouriera z funkgii:

" 1 dla0<x<?
10 dla x>2
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Transformata sinusowa Fouriera - przyktad

0 2 0 2
A= f(x)sina)xdx:jlsina)xdx+j0sinmxdx:-icosa)x +0=
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Transformata sinusowa Fouriera - przyktad

Transformata odwrotna:
I)

7 [F(a))]:% [ 1_C2)32a)sina)xda) = (x)
0

2“1 -cos2m .

Obliczenie numeryczne catki — sinawxd o
T

0 w




Transformata kosinusowa Fouriera

Transformate kosinusowg Fouriera definiujemy podobnie:

7 |f(x)]=F(w) :T f (X)cosm X d X

Podobnie tez wyglada wzor na transformate do niej odwrotng

7 Flo)l= (=

2 F(w)cosow xdw
I
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Transformata kosinusowa Fouriera - przykitad

Obliczmy transformate kosinusowg Fouriera dla tej samej funkcji, dla ktore
liczyliSmy transformate sinusowa;

f(x)=+

\

1 dla 0<x<2
0 dla x>?2

10



Transformata kosinusowa Fouriera - przyktad
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Transformata kosinusowa Fouriera - przykitad

Transformata odwrotna;

2 Omax

Obliczenie numeryczne catki  —

T %

0]

Sin2w
®

7 [F]:%j In2o coswxd e
0

cosaoxdw
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Transformata zespolona Fouriera

Zespolong transformate Fouriera definiujemy nastepujaco:

7 |f]=F(0)= ]Of(x)e-i“dx

—00

| wzor na transformate odwrotna;

7 F]= f(x):% [Fl@)e do
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Interpretacja widmowa zespolone)
transformaty Fouriera

Niech  F(w)=.7 [f(x)]= j f(x)e“* d x

Funkcja F(@) ma wartosci zespolone (na ogot), mozemy jg zatem przedstawic
w postaci wyktadniczej, tzn.:

F(w) = ‘F(a))‘ej‘”(“’)
|F(w)| - widmo amplitudowe funkgji f(x)

o(w) = Arg(F(w)) - widmo fazowe funkgji f(x)
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Analiza harmoniczna funkcji nieokresowe]

przyktad
Obliczymy widmo amplitudowe i fazowe dla funkcij:
0 dla x<0
f(x)=41 dla 0<x<?2
0 dlax>2
1
3
3 2 1 o 1 2 3 4 5




Analiza harmoniczna funkcji nieokresowe]
przyktad

Obliczamy transformate zespolong Fouriera
0 0

2 0
F(o)=7 [F()]= [ f()e? dx= [0e dx+ [1e7 dx+ [0e " dx=
— -0 0 2

2

0 0, o o

:O+i_e“'“’X
_Ja)

0

Obliczamy widmo amplitudowe, czyli modut F(w) :

sin20) (cos20—-1)"  |sin?2w+cos? 20—2c0s2w+1  2—2¢0s 20
‘F(a))‘: - + - = =

a)2 w

Obliczamy widmo fazowe:

cos2mw—-1
ImF(w) o cos2m-1 :
t = = — = =atan 2(cos2w -1, sin?2
99(e) ReF(w)  SIN2w sin 2@ > o) [c0s20 0)

a
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Analiza harmoniczna funkcji nieokresowej

przyktad
. . \2-2c0s2
Widmo amplitudowe ~ |F(e)|= " =
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Widmo fazowe  ¢(w) =atan 2(cos 2w -1, sin 20)
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Wiasnosci zespolonej transformaty Fouriera

Jezeli F(w)=./ [f(X)] to:

1. Rdwnos¢ Parsevgola (twierdzenie energetyczne Rayleigha)

ﬂf(x)fdx:z—lnﬂF(a))\zdw

—00 —00

Podstawiajac w=2nv (w przypadku analizy przebiegéw czasowych v oznacza
czestotliwos€) mozemy tez te rownos¢ zapisac nieco prosciey:

o0 o0

[IF] dx= [[FO)| dv

—00 —00

2. Transformata N-tej pochodnej ./ [f (n) (X)]: (j a))n F(a))

3. Transformata catki S ]‘. f (’[)dt = i F (a))
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Wiasnosci zespolonej transformaty Fouriera

4. Przesuniecie argumentu oryginatu v :f (X — X, ) =g )0 F(a))

:eja)OX f (X) — F(a)— Cf)o)

5. Przesuniecie argumentu transformaty

,,ﬁ X
6. Przeskalowanie argumentu oryginatu L { f (—ﬂ = \a\ F (aa))

def %

7. Transformata splotu funkcji ~ f (X)@ g(x) = J f (t)g (X —’[)dt

—0o0

s [t)@glal= [f (- o]

19



