Y‘
WYDZIAL
;’4 ;‘Z’é;;gw:;:“ ELEKTROTECHNIKI
[ X (o ronaceeo tukasiEwicze I INFORMATYKI

EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

Metody Obliczeniowe
w Elektrotechnice

Stanistaw Pawtowski
Zaktad Elektrodynamiki i Systemow Elektromaszynowych

Kontakt:

Budynek B pokoj 301
Mail: spawlo@prz.edu.pl
Tel.: 17 865 1305



Szeregl funkcji ortogonalnych

Szereqi Fouriera



Szeregl funkcji ortogonalnych

Rozpatrzmy nieskonczony zbidr funkcji: {sinkx} = {sinx, sin2x, sin3x,...}, gdzie x<[0, n].
Udowodnimy, ze na tym przedziale ortogonalne sg kazde dwie funkcje z tego zbioru.
W tym celu musimy obliczy¢ iloczyn skalarny:

T

0n] [sin(kx)sin(nx)dx, k=n
0
Korzystamy ze wzoru na iloczyn sinusow:

sinasin B = %(cos(a — B)—cos(a + B))

(sin(kx)[sin(nx))

Oznaczajac o =kx, f=nx mamy

_[sin kxsin nxdx:%j(cos(kx—nx) cos(kx + nx)) Jcos (k —n)x—cos(k +n)x)dx =
0 0
_l(sin(k—n)x _sin(k+n)xj :l(sm(k—n)n _sin(k+n)r —sin0+sin0j _o
2\ k-n k+n ), 20 k-n K+n

Zatem dla k#n: <Sin kx‘sin nx>[0 0= 0 . Zbiér funkcji ortogonalnych na jakims
przedziale nazywany jest bazg ortogonalng na tym przedziale, czyli zbior {sinkx} jest

przyktadem takiej bazy na przedziale [0, mt]. 3



Szeregi funkcji ortogonalnych

Policzmy tez normy wszystkich funkcji ze zbioru {sinkx} na przedziale [0, x]. Obliczenia
przebiegajg analogicznie jak w przyktadzie 2. w punkcie 5.1.

T

fsinkx|; = [sin’kedx, k=12,3,.. sin? k= — (1 cos 2kx)

[01“] s 2
f . 175 1 f f 1 T 1 . T 1 1,. . T
'([smzkxdx=E£(1—c032kx)dx=E(£dx—£c032kxdx]:5(x\o—Esm2kx0j:E(n—ﬁ(stkn-smO)j:E

Czyli ostatecznie: _
[sinkx

_ |t
o] Y\ 2

Baza ortonormalna w przestrzeni funkcyjnej na przedziale [0, t]:

{\Fsin kx} k=123..
T

Baze w przestrzeni funkcyjnej nazywamy zupetng, gdy nie istniejg inne funkcje, ktore bytyby
ortogonalne do wszystkich funkciji tej bazy. Mozna dowiez¢, ze powyzsza baza ortonormalna

jest tez zupetna. .



Szeregi funkcji ortogonalnych

Zapis wektora 3D za pomocg wersordw bazy kartezjanskiej: Vv :fo +V, j +VZI2

Ten sam wektor w innej ortonormalnej bazie 6,6, &} V =V,é, +V,6, +V,,
A
kombinacja liniowa

wektoréw bazowych

Niech {ul(x), u,(X), u3(x),...} jest dowolng bazg ortogonalng (niekoniecznie ortonormalng)
funkcji na przedziale [a, b], a f(x) — dowolng funkcjg catkowalng okreslong na tym samym

przedziale. Przez analogie mozemy napisac:

f(X) =a,u,(X)+a,u,(X)+asu,(X) +...

lub inaczej: [ f(x):iakuk(x) ]

T

Szereg funkcji ortogonalnych




Szeregi funkcji ortogonalnych

Wyprowadzenie wzoru na wspétczynniki szeregu funkcji ortogonalnych

Mnozymy obie strony ostatniego =
WZOru przez u,(x) = T(X)= Zak 2 (%)
0 b
Obustronnie catkujemy — f(x)u,(x)= Zakuk(x)un(x) / j...dx
b k=1 Y a
jf dx:j > au, (x)u x)j
a a \k=1
Zamieniamy kolejnos¢ catki i sumy b ©
(catka sumy jest suma catek) — I F{u, () dx = - akj Uy (X
a = a
o d_f/ ; d_/_o dla k#n
auwazamy, ze: ! (x)u, (x)dx=(f|u,) !uk X)u. (X) x_<ukun>i WP da k=n
CO po podstawieniu daje: <f ‘u > T f(x)u, (x)dx Tu rl;orzyst?myf |
z ortogonalnosci
<f‘un>:anHunH2 czyli &= [ =% : funkcji bazowych
n j ‘un(x)‘ dx



Szeregi funkcji ortogonalnych

Podsumowanie

Jezeli dana jest baza ortogonalna zupetna funkcji {u,(x)} na przedziale [a, b] , to kazdg
catkowalng funkcje na tym przedziale mozna rozwing¢ w szereg funkcji bazowych:

f(x)= 22U, (x)
k=1
ktorego wspdtczynniki wyrazajg sie wzorem:

(flug)

o

K

gazie <f\uk>:if(x)uk(x)dx

a
‘ 2

b
HukH2 =”uk(x) dx



Szeregi funkcji ortogonalnych
Przykfad

Niech f(x) =1 na przedziale [0, =] i {u,(x)}= {sinkx}. Wczesniej wykazaliSmy, ze

(sinkx|sinnx),, =0 dia k#n | Jsinkx|, , =+/7/2
Zatem
s T k
a, _ {fsinko gjl sinkxdx = - Zcosky| = —i(cos kn —€0s0) = 2h-0')
Hsm ka T m K o TK v v nk
=(-Dx =1
czyli

f(x)=) a,sinkx= i 2(1_(k_1)k )sin kx =

4 . 4 4 4
=—SINX+—SIN3X+—SIN5X+—SIN7X+...
T 3 5n T



Szeregi funkcji ortogonalnych

1. harmoniczna

1. przyblizenie

Przyktad
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Szereqi Fouriera

Szereg sinusowy Fouriera

Niech u, (x) = sin(kax), x<|0,1]
Postulujemy, abydla k=1, x=I1: kox=n1 = a):ll
czyli uk(x):sinkl—nx, XE[O,l]

Analogicznie jak w punkcie 5.2. mozna wykaza¢, ze zbidr tych funkcji tworzy baze
ortogonalng i obliczy¢ ich norme:

<. kmt
Slnl—X

Sinusowy szereg Fouriera dla funkcji f(x) okreslonych na przedziale [O, ]

[ f(x):iaksinkl—”x ] [ak =|2|jf(x)sink|“xdx]

)] 12

. kn
SIN—X

sinﬁx> =0 dla k=#n
o

10



Szereqi Fouriera

Szereg kosinusowy Fouriera

Niech uk(x):coskl—nx, xel0, 1] k=01.2,.

coskl—nx> =0 dla k=#n

T
Analogicznie jak w punkcie 5.2. mozna wykazac, ze <COST X
o]

2
Dla k = 0: uy(x)=cos0=1, zatem: HlH[O” =

2

kn
Dlak=#0: [COS—X| =

!
o) 2

Kosinusowy szereg Fouriera dla funkciji f(x) okreslonych na przedziale [0, I]

[ f(x):iak cos%x ]

%ij(x)dx J [ak :Iglf(x)coslj—nxdx]

0

.

11



Szeregi Fouriera

Szereg trygonometryczny Fouriera

a, & 2k ( 2kx
f(x)=- a, Cos| —— X |+b, sin| —— x
Y 2+k§(k (T j” (T D

1

ak:—j f(x)cos(—nxjdx, k=0,1 2, ..
A 2kn
bk=?j f(x)sm[Tx]dx, k=1,2,3,.

X0

12



Szeregi Fouriera
Analiza harmoniczna

Inna postac szeregu trygonometrycznego Fouriera

[ f(x)=A0+iAksin(a)kx+gok) ] a)k52$—7z

Rozpisujemy wyrazenie pod symbolem sumy korzystajac ze wzoru na sinus sumy
A sin(w x+¢, )= A sing, cosm, X+ A _Cosg, sina, X

Poréwnujemy to z wyrazeniem pod symbolem sumy w zapisie z poprzedniego slajdu
A, sing, cosm, X+ A, Cosp, Sinm, X = a, CoSw, X+ b, Sin m, X

czyli: a, =Asing, b, =ACosSp,

| stad otrzymujemy dla k > O:
(
a
A =ya’+b?, tge, =b—k = ¢ =atan2(a,,b,) ]
\ k

7

oraz A,

L

_%
2

] <—— skfadowa stafa
13




Szereqi Fouriera

Analiza harmoniczna - przyktad

Niech f(x)=¢" da xe[0,2) : ) ) ) ]

. ; / / / /

i f(X)=f(x+2) dla xeR. j / / / /
Y Y4 / / /

Z zapisu tego wynika, ze f(x) jest 7. / / /

funkcja okresowa o okresie T=2. e

-4 -3 2 1

Obliczamy wspotczynniki a,, b, szeregu Fouriera przyjmujac x,=0
2 Xo+T 2

aoz?j f(x)dx:gjexdx:ex

2
|
0

Xo 0

2
a, = [e*cos(knx)dx b, = [e*sin(knx)d x
0

O ey N

Zauwazmy, ze:

C = [e*e*™dx =[ e*(cos(knx)+ jsin(knx))d x = e* cos(knx)d x-+ j " sin(knx)d X

czyli a, =ReC|., b, =ImC|

14



Szeregi Fouriera

Analiza harmoniczna - przyktad

Obliczamy catke C (pomijamy statgq catkowania) i rozpisujemy jg na czesc¢
rzeczywistg i urojong

C = [e*elmd x = (1+jkn)xd _ 1 (1 je)x _ 1- Jkn X~ jkax
Jeretdx= [edx 1+ jkr L+ hn )i k)
11+_(i:7;2 (cos(knx) + jsin(knx))e* =
- 1+‘an)2 (cos(kx)+ ksin)) + j— o (sin(knx) - kx cos(knx))
Zatem )
a, =ReCl[ = X (cos(knx )+ kasin(kax)) = e -1
o1+ (kn)2 , 1t (kn)2
2 " : kn(ez—l)
b, =ImC| = In(kmx )— km cos(k =—
k . Ty (sin(knx) -k cos( nx))‘o e (o]

15



Szeregi Fouriera

Analiza harmoniczna - przyktad
Obliczamy sktadowg statg i amplitudy sktadowych harmonicznych (widmo amplitudowe)

=—= ~ 3,1945
% 2 2

R 5

1+(k 1+ (kn ) 1+ (kn ) 14 (kn )’

Obliczamy fazy poczatkowe sktadowych harmonicznych (widmo fazowe)
e’-1
tgp, = a _ 1+(k7t)2 _ 1
b, ~ knle?~1) —kn
1+ (kn )’

Po obliczeniach i podstawieniu do szeregu otrzymujemy:

£ = A+ A sin(o,x+ g, )=

= ¢, =atan2(l,—kn)=n- arctg(%j

=3,19+1,937sin(nx + 2,83) + 1,004 sin(2nx + 2,98) + 0,674 sin(3nx + 3,04) + 0,507 sin(wx + 3,06) +...

16



Szereqi Fouriera

Analiza harmoniczna - przyktad

Widmo amplitudowe

2,0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

k

17



Szereqi Fouriera
Analiza harmoniczna - przyktad
f(x)=A+Y Asin(ox+g, )=

k=1
=3195+1,937sin(nx + 2,83) +1,004sin(27x + 2,98) + 0,674 5in(37x + 3,04) + 0,507 sin(7x + 3,06) + ..

8 g

7E

4.

przyblizenie

E . pe
E-— 2. przyotizen

E_ ., Il H
E | PIZyDliZertl
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Szereqi Fouriera

Zespolona postac szeregu Fouriera

N
_ joyX
f(x)= ) Ce o = 27
k=—o0 T
Y,
N
1x0+T ;
S -JogX —
Cy == onf(x)e dx, k=0, +1, +2, ..
Y,

Zwigzki wspotczynnikow C, ze wspotczynnikami szeregu Fouriera w poprzednich zapisach

)
Ck:%(ak_jbk) a0:C0 AO_ 2
.= a,=C,+C_ =2ReC, A =2[C,|
C.=Z(a +jb,) -
T g VK Jk/ bk:J(Ck_C—k):_ZIka gpszrng—E

19



Szereqi Fouriera

Niektore wlasnosci szeregu Fouriera

1. Dla funkgji parzystych ( f(x) = f(-x)): b,=0 (zeruje sie czes¢ sinusowa szeregu) .

2. Dla funkcji nieparzystych ( f(x) = -f(-x)): a,=0 (zeruje sie czes¢ kosinusowa szeregu).

3. W punktach nieciggtosci funkciji X, szereg Fouriera jest zbiezny wartosci:

f, = 1(Ilm f(x)+ lim f(x)j

X—>Xp X—)XO

czyli do Sredniej arytmetycznej z lewo- i prawo-stronnej granicy f(x).

4. Jezeli funkcja jest rozwijalna w szereg Fouriera, to  lima, =0, limb, =0

k—o0 k—o0

5. Rownos¢ Parsevala (wartos¢ srednia kwadratu funkcji):

jfz(x)dx:%o+%g(ak+b) A2y ZAk

;
Np. $rednia moc wydzielana w obwodzie elektrycznym w czasie T: P = IRi2 (t)dt
0

1
=

20



Szereqi Fouriera

Przyktady na animacjach

—0 o Q o Q
o ] o ] o
N=0

By Lucas Vieira - Praca wlasna, CC BY-SA 3.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=468471

21



Szereqi Fouriera

Przyktady na animacjach

e

By Lucas Vieira - Praca wlasna, CC BY-SA 3.0,

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=468471
22



Szeregi Fouriera

Przyktady na animacjach

By Lucas Vieira - Praca wlasna, CC BY-SA 3.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=468471
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Szereqi Fouriera

Przyktady do samodzielnego rozwigzania

Rozwing¢ w szereg Fouriera oraz obliczy¢ widmo amplitudowe i fazowe funkgii:

1. f({)=6-2t dlaO<t<3i ft+3)="1(1)

2. f()=

53in£t‘
3

3. ft)=3e" da -1<t<1 i ft+2)="f(t)

24



