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Wyktad 3

Szereg Taylora



Rézniczka funkcii

Definicja rozniczki funkcji y=f (x) w punkcie X,: d'y = f'(X,) - AX

gdzie AX=X-— Xy Jjest dowolnym przyrostem argumentu funkcji .

Dla funkcji y = X mamy: f’(X) =1, zatem: dy = dx = AX, stad:
dy=f'(x)-dx

Poniewaz f'(X,)=1tg« ,

(%)

f(Xo)

yA

wiec

e

dy=tga-dx

Dla nieduzych AX :

dy=Ay = f'(x,)- AX

a stad mamy:

F(X) = F (%) + /(%) (X—%,)

(5)



Przykiad 1. Przyblizenie exponenty funkcia liniowg

Niech f (x) =e* i x,=0.

Oczywiscie f (x,) = e°=1, a poniewaz f ’(x) =e*, to réwniez 1~ (x,) = e°=1.

Korzystajac z (5) policzmy przyblizone wartosci funkcji €* dla x = 0,1; 0,2; 0,3.

Najpierw wyprowadzmy wzdr ogolny na przyblizong wartos¢ funkcji  f (x) = e*
f(X)= f(x,)+ (X)) (X—%,)=1+1-(x—-0) =1+x

czyli: € =1+ X (dla X bliskich 0).

Zatem: €7 ~11; e =1,2; e™® ~1,3;

Poréwnajmy to z wartosciami doktadnymi obliczonymi na kalkulatorze:
=110517; e”%=1,22140; e"° =1,34986;

Doktadno$¢ przyblizenia przyrostu funkcji jej rézniczkg mozna ocenic obliczajac ich wzgledne

Ay—-dy

btedy procentowe ze wzoru: Sy (X) = ‘ ‘ .100%

Po obliczeniu otrzymuije sie:

5,,(0)=49%  5,(02)=97%; J,(0,3)=143%;



Przyblizenie funkcji f (x) = e* funkcjq liniowg




Przyblizenie funkcjg kwadratowa

Wprowadzamy oznaczenie: f~1(x) = T(x,)+ /(%) - (Xx=%,) (6)
czyli wzor (5) mozemy zapisaé jako: T (X) = f;(X)

Dla x=x; F.(x))=F(x) 1 T (x)="F"(x) 7)

Przyblizenie 2-go rzedu: f,(X) =2y +a,(X—X,)+a,(X—X,)* (8)

~ I

Postulujemy: 1. i?2 (%) = f(XO), 2. i;‘2 (%) = f,(xo), 3. f, (%) = 17"(x) (9)

1 ()= (%) = a8y = T(x,) (10)
2. FZ'(X):a1+2a2(x—x0):> FZ (X;)=4a,, czyli &, = f'(xo) (11)
3. Fz (X) =2a, , czyli a, :% F"(Xy) (12)

Zatem: Fz(xo) = f(X,)+ f’(xo)(x—xo)+%f(xo)”(x—xo)2 (13)



Przyktad 2. Przyblizenie exponenty funkcja kwadratowa

Niech f (X) = e* i X, = 0. Podobnie jak poprzednio obliczymy przyblizone wartosci te]
funkcjidlax = 0,1; 0,2; 0,3, ale tym razem bedziemy korzysta¢ ze wzoru (13). Poniewaz
pierwsze dwa wyrazy tego przyblizenia sg identyczne jak poprzednio, wystarczy obliczy¢ trzeci.
Oczywiscie f”(x) = e*, czyli f” (X,) = €°=1. Po skorzystaniu (13) i podstawieniu x, = 0
otrzymujemy: 1
e 1+ x+=x°
2
a po podstawieniu kolejnych wartosci za x:

e” ~1,105; e”? ~1,220; e”® ~1,345
Przypomnijmy wartosci doktadne:
e” =110517;  e%*=122140;  e°°=1,34986
| policzmy btedy procentowe tych przyblizen

5,(01)=016%  6,(02)=063%  J,(0,3)=14%



Przyblizenie funkcji f (x) = e* funkcjg liniowa i kwadratowg
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Przyblizenie wielomianem n-tego stopnia

Niech: T (X)=a, +a,(X—X,)+8,(X—X,)% +.cta (X—X,)" (14)

Poszukujemy ogolnego wzoru na wspotczynniki ,, tak aby wielomian (14) i wszystkie jego
pochodne do rzedu n byty rowne odpowiednim pochodnym funkcji f (X) w punkcie X =X, :

f ®(x,)=f9(x,), k=01..n (15)

Potrzebujemy w tym celu obliczy¢ ogdlnie K -tg pochodng z funkcji (14). Latwo zauwazy¢, ze
pochodne pierwszych k-1 wyrazéw w (14) bedg sie zerowaty . Wyraz o numerze Kk przyjmie

wartosc statg;
! a (x=x) ) =, -k-(k-1)-...1=Kla,

Dla wyrazéw o numerze m > K mamy:

(16)

(k) _
(am(x_xo)m) =a, KI(X—X,)" ‘ (17)
ale dla X = X, (patrz (15)) te wyrazy tez sie zeruja. Zatem: ﬂ(k) (X,) =kla, (18)
co wobec (19) oznacza, ze: f (k) (X,)
a, = 2

k! (19)
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Przyblizenie wielomianem n-tego stopnia i szereq Taylora

Podstawiajac (19) do (14) otrzymujemy ostatecznie

y : (%) ™ (X,) n
Fa(X) = T(X) + (X )(X=X,) + ol 2 (X=Xp) et > == (X=Xp) (20)
Uzywajac symbolu sumy mozemy to zapisac w bardziej zwartej postaci:
~ nf (K (X )
_ 0 _ k
fn (X) T kz_(; k' (X XO) (21)

Powyzszy wzor umozliwia przyblizanie dowolnej funkcji n-krotnie rézniczkowalne;
wielomianem N-tego stopnia.

Co wiecej, mozna udowodni¢, ze w granicy przy N dazacym do nieskonczonosci funkcja
okreslona wzorem (21) zmierza do doktadnej wartosci funkcji f (x) . Mozemy wiec napisac
juz bez przyblizenia, ze

f)=Y

k=0

e (XO) (X —Xo)" (22)

Szereg po prawej stronie (22) nazywany jest szeregiem Taylora (lub rzadziej — Newtona). 0



Przykiad 3. Rozwiniecie eksponenty w szereq Taylora

Podobnie jak w poprzednich przyktadach f (X) =e* i X,=0.

Kazda pochodna z €* jestrowna €, czyli dla kazdego n:
f( (x,) = e°=1.

Podstawiajac to do (22) mamy:

=14+ X+—+—+—+—+—+——+...
20 3t 4 5 6l T (23)

Wykres na nastgpnym slajdzie pokazuje pie¢ pierwszych przyblizen eksponenty

obliczonych wedtug powyzszego wzoru.

11



Przykiad 3. Rozwiniecie eksponenty w szereq Taylora

8
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Przykiad 4. Rozwiniecie funkciji sinus w szereg Taylora

f (x) =sinx, Xx,=0.
Pierwszy staty wyraz szeregu Taylora to f (X,) .Oczywiscie f (X,) =sin0 =0

Obliczamy kolejne pochodne funkciji sinus i ich wartosci w zerze:

4

(sinx) =cosx; cos0 =1
(sinx) =(cosx) =-sinx; —sin0=0
(sinx)® = (=sinx) =—cosx; —cos0=—1
(sinx)® = (~cosx) =sinx; sin0=0

Jak widzimy, czwarta pochodna sinusa to tez sinus, czyli pigta bedzie taka jak pierwsza,
szosta taka jak druga itd. Zwalnia nas to od dalszego liczenia, bo jest oczywiste, ze ten cykl
bedzie sie powtarzat w nieskonczono$¢. Podstawiajgc do (22) otrzymujemy wiec:
3 5 7
) 4

- X X
SINX=X——+———"-+...
CIE U . 1)k 24)
co mozna tez zapisac jako: SINX = 2k+1
k=0 (2k -l—l)'
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Przykiad 5. Rozwiniecie funkciji kosinus w szereg Taylora

f (x) = cosx, X,=0.
Pierwszy staty wyraz szeregu Taylora to f (X,) .Oczywiscie f (X,) =cos0 =1

Obliczamy kolejne pochodne funkcji kosinus i ich wartosci w zerze:

/

(cosx) =—sinx; —sin0=0
(cosx) =(-sinx) =—cosx;  —cos0=—1
(cosx)® =(~cosx) =sinx: sin0 =0
(cosx)® = (sinx) =cosx; cos0=1

| znéw po czterech zrdzniczkowaniach wracamy do funkcji wyjsciowej, czyli nie ma potrzeby
dalej liczy€. Podstawiajgc do (22) otrzymujemy:

x> x* x°
cosx=1-—+———+...

21 41 ol (25)
Co mozna tez zapisac jako: COSX = Z )

= )
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Wzor Eulera

Podstawiajac w rozwinieciu funkcji exponent (por. wzor(23)) w miejsce X liczbe czysto urojong
JX mamy:

% 1+ jx+ (J‘x')z L)) G ) ()

3! 4 5! 6! I
Pamigtajac, ze j?= -1 otrzymujemy:
2 X3 4 5 6 X7
e" =1+ jx— 2|_j t—t | —+...=

x> x* x® x2 x> X’
:Kl— +—— +...j+j(x— +—— +]
21 41 ol A 57l

ale (wzory (24), (25)):

X i
cosx:1—2+ — + ... SINX=X——+—— +...

wiec o o
e” =cosx+ jsin x
15



Podsumowanie

Wzory do zapamietania

Rézniczka:  dy = f'(x)-dx

Liniowe przyblizenie funkcji f (X) w otoczeniu punktu x,:
f(X) = f(x)+ (%) (X=%,)

Szereg Taylora:

f (Xo)

(X_Xo)k

t(x)= Z

Uwaga

W praktyce oczywiscie nie jest mozliwe obliczenie sumy nieskonczonej, wiec obliczajgc
rozwiniecia funkcji musimy sie zawsze ograniczy¢ do sum skonczonych, czyli w tym wypadku
do wielomiandw rzedu n (patrz przyktady 1, 2). Pojawia sie wiec problem doktadnosci takiego
przyblizenia. W ksigzkach do analizy matematycznej i poradnikach matematycznych mozna
znalez¢ wiele informacji i wzoréw dotyczacych oszacowania btedu przyblizenia sumg
skonczong (21) (zagadnienie obliczania tzw. reszty Peana szeregu Taylora).
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Zadanie 1.

2
Obliczy¢ pierwszych pie¢ wyrazow szeregu Taylora funkcji  f(X)=€™™  dla X, =0

1t(k)(xo) ‘ 0, 2, 0, 12 ,
f(x)= kZ; . (X—X,) =1+ix X X X
:1—x2+1x4+...
2 2
f(x,)=f(0)=e" =1
f'(x) = (e ) = 2xe ™" f'(x,)=-2-0e =0

f'(x) = (e‘x2 )" = (— 2xe ™" )’ = —2(1e‘X2 + x(— 2xe ™" )): —2(1— 2X° )e‘x2

£(x,) =—21-2.02)e® =2

f"'(x) = ( (1 2x° ) ), :—2(— 4xe‘x2+(1—2x2X— 2xe ™ )):—2(— 6x+4x3)e‘X
f""(x,)=0
£ (x) =12 (7)
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Zadanie 2.

Obliczy¢ pierwszych pie¢ wyrazow szeregu Taylora funkcji

f(x)=|n7x

dla

X =1

18



Zadanie 1.

Obliczy¢ pierwszych pieé wyrazow szeregu Taylora funkeji T (X) =€ dia
SARMCY « 4.0 , 0, 108 ,
F00 = 2,7 () = b g g X s
=1-3x* +% x* +
24

f(x,)=f(0)=e3" =1
f'(x) = (e‘BXZ) —e ¥ (— 3x2) = —6xe
£(x,) = F'(0)=—6-0-e*% =0

f"(x) = (e‘?’X2 ) = (— 6xe ) = —6(1- e _px2e ¥ ): —6(1— 6x2)e‘3X2
£7(%,) =—6(1—6-02)e > =6

!

F7(x) = (e‘“z )S) = (— 6(1—6x2)e‘3xz) = —6(—12x e ¥ 4 (1—6x2)(— 6xe > )):
—6(-18x+36x° Je ¥ =108(x—2x° e ¥

£77(x,) =108(0—-2-0%Je*** =0
f ) (x,)=108(?)

19



Zadanie 1.

Obliczy¢ pierwszych pie¢ wyrazéw szeregu Taylora funkcji  f (X) = e_3x2 dla Xy =

1.5 T T L

£(x)

PO(x) T TN
Pl(x) |
P2(x)
_P3-(X)

PA® ) o




Zadanie 2.

Obliczy¢ pierwszych pie¢ wyrazow szeregu Taylora funkcji

f(xo)_f(l)_lnl—O
1
' " —x—-Inx .,
£10x) = (Inxj:(lnx)fgxlnx:x - :1XI2nx
f(xo)_f(l)_lllnl 1

" ! 1

1 3 2
(X— %) _O+l(x 1) _E(X_l) +

f(x)_ln—x dia

~(x-1)-2(x-1f +

£7(x) = ('nxj :(1—Inxj _XXZ_Z(l_InX)X:—1—2(1—Inx)_—3+lnx

3 - 3

X2

3+In1

X4

f(x,) = f"(1) = -3

X

X =1



Zadanie 3.

X
Obliczy¢ pierwszych pie¢ wyrazéw szeregu Taylora funkgji f(x)= dla
y ych piec wy gu fay J m
(k)
f(x) = Zf (Xo)( X)) =04 X+
k=0
0

f(X,) = -0

AJ0+1

Xo =

22



Przyktad

1
Obliczy¢ pierwszych pie¢ wyrazow szeregu Taylora funkcji T (X) = da X, =
f (k)( ) AV X+1
X
f(X) Z : (X_Xo)k
£(0) = 1 ~1
0+1
4 , 1 1
f’(x):( 1 j:_ 1 1,1 f(XO):z( - 1)325
X+1 (xeif 2x+1 o(x+if +
| ' 3, 5 3
3 5 f" =——(0+1) 2 =——
£1(0) = | —— ::l@x+gzj::_§@+¢)z () == (0+1)2 =
2(\/x+1 2 4
" = —E _g :E _% " :_ ! 15
f (x)—( 4(x+1) ] 8(x+1) £7(%,) (0+1) 2
f(x)z1+£x—i 2, 10y 105 4
2 4.21 8-3 16-4!

F(x) 14 x-S x2 4 223 105
27 8" 48 384
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