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Wyktad 2.

Liczby zespolone | ich zastosowanie

w elektrotechnice



Liczby zespolone

Liczba zespolona:

Z=X+)y
gdzie X, Ye R, j:«/z - jednostka urojona

X — cze$¢ rzeczywista liczby Z X = Re(g )

Y — cze$¢ urojona liczby Z y = Im(g )



Geometryczna interpretacja liczby zespolone

Ptaszczyzna zespolona (Arganda, Gaussa):

A

Jy

IN

Im (z)

Y

Re (2)




Modut | argument liczby zespolonej

im @) Z| =yx* +y’

IN

argz =g

x=|z|cosp, y=|z|sing

y
modut /2\4’\/ Trygonometryczna postac
,— argument liczby zespolone;
- - J
S >
Re (2) z =|z|(cos @ + jsin )

Wyktadnicza postac liczby zespolonej] —> L=

Jezeli @ jest argumentem liczby Z to jest nim rowniez liczba

7 ejqo

@ +2km .

Argument zawierajacy sie w przedziale (-, =] nazywamy argumentem gtownym

liczby z ioznaczamy Argz. Czyli

argz=Argz+2kn, k=0, £1, £2, ...



Obliczanie argumentu liczby zespolone)

- A
ly argz=g¢
Z
Im (z 3
@ N tggpzl = go:arctgl
Y X X
modut — | /
— argument
i . tylkodla X > 0!
Re (2) X
Ogolnie:
(arctg(y/x) dlax >0

arctg(y/x)+n  dlax<0i y>0
arctg(y/x)-n  dlax<0i y<0
/2 dlax=0iy>0
— /2 dlax=01i y<0
 nieokreslone dlax=01y=0

@ =atan 2(y, X) =4




Dziatania na liczbach zespolonych

Dodawanie i odejmowanie

(Xl + Xz)"' j(Yl + Y2)

LH+Z,= (Xl + jY1)+(X2 + jyz)

(Xl = Xz)"‘ j(Y1 ~ Y2)

£1-4,= (Xl + jyl)_(x2 + jY2)

Mnozenie

£,°L, = (Xl + jY1)’(X2 + jY2): XX, + X Y, + Y, X, + j2Y1Y2 =
= (X1X2 ~ y1Y2)+ j(xlyZ + X, Y1)

£,°Ly, = ‘Zl‘ej%‘zz‘ej(pg = ‘Zluzz‘ej((/’ﬁ(ﬂz)



Dziatania na liczbach zespolonych

Dzielenie
L _ X5t A _ (Xl + jyl)'(xz — jY2) _ (X1X2 + Y1y2)+ j(XZyl — X1Y2)
Z, X, + jY2 (Xz + jY2)°(X2 — jyz) Xz2 + Y22
_ XX T Yy, i X Y1 — XY,
X +Y; X; +Y;
Z; Zl‘em ‘Z ‘e i(e1-02)

2, |z,]e” |z

Sprzezenie liczby zespolonej
Jesli Z=X+]Y to Z*=X—]Y nazywamy liczbg sprzezong do z.

Wiasnosci sprzezenia:



Dziatania na liczbach zespolonych

Potegowanie

2" = (ge”)" = |4

Pierwiastkowanie A
iy ,
jgp+2kn y
S1
Sy
k=0,12,..,n-1 > .
S3

/ -

Sy

jgo+2k7t
Sk = ‘i/E = E{/Ee °




2. Przebiegi sinusoidalnie zmienne
(harmoniczne )

Wiele wielkosci fizycznych ma charakter funkcji sinusoidalnych (zwykle
wzgledem czasu, ale nie tylko). Typowe przyktady to ruch wahadta (przy
matych wychyleniach), drgania ciat sprezystych (np. struny instrumentéw
muzycznych), napiecie generowane Ww pradnicach synchronicznych |
transmitowane w sieciach energetycznych, oscylacje elektrycznych obwodow
rezonansowych,  wszelkiego  rodzaju  fale  (np.  akustyczne,
elektromagnetyczne, grawitacyjne, kwantowe fale materii). Okazuje sie, ze do

opisu takich przebiegow bardzo pomocne sg liczby zespolone.
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Przez przebieg (sygnat) sinusoidalnie zmienny rozumiemy wielkoS¢ fizyczng
opisang funkcja;

faza
f(t)=F,sin(et+¢) @ a)z% )
amplituda
pulsacja  faza poczatkowa okres
A
f
AN
>

T
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Z funkcjg (1) mozemy jednoznacznie powigzac funkcje zespolona;
. joot
i (t)=F_e 3)
amplituda zespolona

gdzie: Fm = Fm el? (4)

Podstawiajac (4) do (3) otrzymujemy:

Tu korzystamy ze wzoru Eulera
f(t)=F, e’ =F e/ =F (cos(at+p)+jsin(et +p))
= F_ cos(at + @)+ jF,_ sin(ot + @) (5)

A to jest doktadnie rowne funkcji (1)
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Whioski:
. f@=mm(f@) e

Funkcja przebiegu sinusoidalnego jest rdwna czesci urojonej funkcji zespolone;.

(7)

Amplituda przebiegu sinusoidalnego jest rowna modutowi amplitudy zespolone;.

3 Q= Arg(Fm) 8)

Faza poczatkowa przebiegu sinusoidalnego jest rowna argumentowi amplitudy
zespolone;.

4.  Z 2.1 3. wynika, ze amplituda zespolona zawiera petng informacje o przebiegu

sinusoidalnym. Czyli, jezeli znamy amplitude zespolona, to nie ma potrzeby korzysta¢ z 1.
13



3. Zastosowanie w teorii obwodow liniowych pradow

sinusoidalnie zmiennych

Liniowe elementy pasywne obwodow
R

Rezystor —'»L:I_— u(t) = Ri(t)

CoL
Cewka —~~ y(t)=L—

Kondensator *I—| — I(t)=C dt

(9)

(10)

(11)
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Zatozenie

Na kazdym elemencie obwodu napiecie i natezenie pradu sg przebiegami sinusoidalnymi o

- zadanej, statej czestotliwosci.

u(t) =U_ sin(et+¢,) (12)
1I(t) =1 sin(et + @) (13)

Zatozenie to jest spetnione, gdy wszystkie zrodta napieciowe i pradowe w obwodzie majg
rowniez charakter przebiegow sinusoidalnych o tej samej czestotliwosci, wszystkie elementy
obwodu sg liniowe (tzn. spetnione sg zaleznosci (8) - (10)) i obwdd znajduje sie w stanie
pracy ustalonej (tzn. mineto troche czasu od jego zataczenia, zwykle dzieje sie to w czasie

nieprzekraczajgcym kilka okresoéw T przebiegu).
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Zespolone funkcje napiecia i pradu

W celu utatwienia rozwigzywania takich obwoddw (tzn. obliczenia amplitud |
przesunie¢ fazowych wszystkich napie¢ i natezen pragdéw w obwodzie) wprowadzamy

zespolone funkcje napigcia i pradu:

. - . J t
ut)=u,e" (14) it)=1,e" (15)
gdzie:
_ io _ ioi
U_m—Ume u (16) I_m—lme ' (17)
Zespolona amplituda napiecia Zespolona amplituda pradu
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Zalezno$ci miedzy zespolonymi amplitudami napiecia i pradu

Postulujemy, aby zespolone funkcje napiecia i pradu spetniaty takie same
zaleznosci jak rzeczywiste, tzn..

i R . .
Rezystor ~ —T—F+— u(t)=Ri(t) = U_e =RI_el* =
- =|U_=RI_ (18)
i - dl jot jot
Cewka -~ yt)=L— = U ¢ =L—(ImeJ ) =

dt
= U_ e =joLl e =|U_ =joLl |

T dt

e
Kondensator ——|}— i(t):c(:l_% =N |meiwt:c%(umeiwt) =
Tu B _

= | e =jeCU,_e” = [I_=joCU_ | @
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Zaleznosci miedzy zespolonymi amplitudami napiecia i pradu

Nalezy zauwazyC, ze spetnienie postulowanych zaleznosci dla zespolonych funkcji
napiecia i pragdu gwarantuje spetnienie takich samych zaleznosci dla zwyktych funkcji
przebiegdw sinusoidalnych (patrz (9), (10), (11)), poniewaz rownos¢ dwoch wielkosci
zespolonych oznacza, ze w szczegolnosci rowne musza byc¢ tez ich czesci urojone:

u(t)=Ri(t) = Re(u)+jim(u)=R(Re(i)+jim(i)) =
= Re(u)=RRe(i) i Im(u)=RIm(i) = u(t) =Ri(t) (1)
U =L = Re(u)+ jim(u)= L (Reli)+ jim(i) =
= Relu)+ jim(u)= L (Re(i) + JL £ (Im() =
= Relu)=Loo(Reli) 1 Imlu)=Lo-(m()) = v -LS
Analogicznie mozna wykaza¢ rownowaznos¢ (11) i (20). Oznacza to, ze spetnienie

zaleznosci (18), (19), (20) wigzacych amplitudy zespolone napiecia i pradu jest
rownowazne spetnieniu zaleznosci (9), (10), (11).
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Nalezy tez zwrociC uwage, ze w zalezno$ciach (18), (19), (20) nie wystepuje
czas, oraz majq one posta¢ matematyczng analogiczng do zwyktego prawa Ohma,
-~ w ktorym w miejsce rezystancji nalezy wstawic:

»  dlarezystora — zwykig rezystancie R

> dla cewki — wielkos¢ jal

»  dla kondensatora — wielkos¢ 1/jaoC= —j/aC

Pozwala to traktowaC wszystkie elementy obwodu liniowego w sposob formalnie
analogiczny jak rezystory w obwodach pradu statego. W tym celu wprowadza sie
nastepujace wielkosci:

X L X L

= (23) c = (24)
- wC
reaktancja indukcyjna reaktancja pojemnosciowa
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Prawa Kirchhoffa dla amplitud zespolonych

Podobne rozumowanie jak dla zaleznosci obowigzujacych na pasywnych elementach
obwodu mozna przeprowadzi¢ dla pierwszego i drugiego prawa Kirchhoffa:

Z 1, (t)=0 (25) Zuk (t)=0 (26)

k k
Postulujemy, ze zespolone napiecia i natezenia pradu spetniajg takie same prawa:

Zl_k(t) =0 (26) Zu_k(t) =0 27)

Korzystajac z (14) i (15) mamy:

ZUmk e =0 = ZUmk =0 (28)
K K

Zlmkew:O = Zlmk:O (29)
K T

czyli amplitudy zespolone napiec i natezen pradow spetniajg prawa Kirchhoffa.
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Whiosek

Dzieki zastosowaniu algebry liczb zespolonych rozwigzywanie obwodow pradu
sinusoidalnie zmiennego mozna wykonywa¢ w sposob analogiczny jak dla
obwoddow pradu statego. W tym celu, wszystkie napiecia i prady w obwodzie,
nalezy zastgpi¢ ich amplitudami zespolonymi, a elementom pasywnym obwodu
przypisa¢ odpowiednie wielkosci zespolone:

R
—~[C3— Z=R -rezstanca (30)

A 7 = jX — Ja)L — impedancja indukcyjna (31)

»'_”7 ; — _jxc — _Ji — impedancja pojemnosciowa (3

Oznacza to rowniez, ze dla obwodu pradu sinusoidalnie zmiennego lub jego czesci
mozna wyznacza¢ impedancje zastepczg wedtug tych samych regut jakie
obowigzujg w przypadku obwodow pradu statego.
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Przykiad

Obliczy¢ natezenia pradoéw i napiecia na elementach przedstawionego
obwodu (stan ustalony). Zapisa¢ jawnie posta¢ czasowg obliczanych
wielkosci.

i, L

"~ |

Dane;

) R T
" Up=100V
— o f =50 Hz
UR IC
—>—||—‘ R=600Q
TR L=01H
C=40uF
O (o]

u=U,sinat

22



. . iL .
Rozwigzanie - — Dane:
[ U U.,=100V
Pulsacja: o B "
_ 2 _onf — 250 ~ 314 " b ey o
@T T A T ARSI e | — R=600
Amplituda zespolona napigcia zasilajgcego: U . L=01H
U, =U,_e!" =100e” =100V . | C=40pF
L ) u=U,sinat
Impedancje elementow obwodu:  Zg =R =600
: . : 1 : 1 :
Z =joL =j-314-0,1=j31,4Q Z.=—]— =-j ~—j79,6 Q
= . J R I T R

Impedancja zastepcza obwodu:

Zole g, 0314-(-j796)

Z=7Z.+ : _ =60+ j51,9=79,3¢" O
=7, +Z, j31,4- 79,6
. U, -
Amplituda zespolona pradui: | === 100_ — =1,26e" A
— Z 793¢

Amplituda zespolona napiecia Ug: U, = Rl = 60-1,26e™" =757e7 Vv

Amplitudy zespolona napie¢ U, , U

U, =Ug, =U, U, =100-757e™" =100- 75,7(cos 41° — jsindl’ ): 42,9+ j49,7 = 65,5/ Vv
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i
Rozwigzanie — N Dane:
. : i R UL U,=100 V
Amplituda zespolona pradu i, : —___1—1¢
- . C f =50 Hz
. amO - 100 R C
| o 655" 855e™ ) ook p —— R=60Q
— L BLA 3146 U L=01H
: . . C=40pF
Amplituda zespolona pradu I : o =0 st
Uen j49° j49° .
. cm _ 65,.58 _ 65,56_ 0,823 A
— Zem 71796 79601
Posta¢ czasowa pradow i napie¢ (stopnie przeliczmy na radiany):
i(t) =1,265in(314t —0,716) A u(t) =100sin(314t)V
i, (t) =2,09sin(314t—0,716) A U (t) = 75,7sin(314t —0,716) V
i (t) = 0,823sin(314t + 2,43) A u, (t) = ug (t) = 65,5sin(314t + 0,855) V
Uwagi

1. Stopnie sg przeliczone na radiany, bo jednostki argumentéw sinuséw muszg sie

zgadzac, a pulsacja jest w radianach na sekunde (wazne!).

2. W obliczeniach inzynierskich zamiast amplitud (zwyktych i zespolonych) napiec |

pradéw stosuje sie zwykle ich wartoéci skuteczne, tzn. pomniejszone /2 razy.
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Zadanie do samodzielnego rozwigzania

Obliczy¢ natezenia pradoéw i napiecia na elementach przedstawionego
obwodu (stan ustalony). Zapisa¢ jawnie posta¢ czasowg obliczanych
wielkosci.

i, R Dane:
—

_ Som— U, =300 V
o . " f =100
— =100 Hz

T U i. © R =2000Q
I I R=50Q
u
¢ L=02H
Q= o C = 10 HF

u=U,sinat
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