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Wyktad 1

Pochodne






1. Definicja i interpretacja pochodnej

Co to jest pochodna funkcji?

Pochodna funkcji jest miarg szybkosci jej narastania. Dla jednych argumentow
funkcja moze narastaC szybciej, dla innych wolniej, dla innych moze w ogdle nie
narastaC (tam pochodna jest rowna zeru), a dla jeszcze innych male¢ (tam
pochodna jest ujemna). Czyli pochodna funkcji tez jest funkcja, bo moze
przyjmowac rézne wartosci dla réznych argumentow funkciji.

Tu funkcja nie rosnie i nie
maleje czyli pochodna jest
réowna zeru

Tu funkcja rosnie
szybciej, czyli
pochodna jest duza

Tu funkcja rosnie
wolno, czyli
pochodna jest mata
(ale dodatnia).

Tu funkcja maleje,
czyli pochodna jest
ujemna X




Definicja

Pochodna funkcji Y = f (X) w punkcie X, nazywamy granice jej ilorazu
roznicowego przy zmierzajacym do zera przyroscie jej argumentu:

f'(x,) = Iimﬂ )

x—>Xyg AX

iloraz roznicowy

gdzie:
AX'=X—X, - przyrost argumentu funkcji

Ay = f(X)—T(X,) - przyrost wartosci funkcj

Symbol stosowany w mechanice
Ro6zne sposoby oznaczania pochodne;: dla pochodnych wzgledem czasu

RO N R N R .



Interpretacja geometryczna pochodne;

. A
£/(x,) = lim 22
A Xx=>Xo AX
y
/Pochodna funkcji w punkcie X, jest
f(x) rowna tangensowi kata nachylenia
stycznej do wykresu funkcji liczonego
Ay Ay -0 od osi OX przeciwnie do wskazowek
zegara
(& wre 9
/
f'(x,) =tg
a\l >
L / Xo AX X X



Uwaqga

W definicji pochodnej nie zaktada sie, ze X > X, , a granica w (1) liczona przy takim
zatozeniu (prawostronna) niekoniecznie musi by¢ rowna granicy liczonej przy zatozeniu
przeciwnym: X < X, (lewostronnej). Zgodnie z definicjg granicy oznacza to, ze granica
lorazu réznicowego w takim punkcie nie istnieje (bo nie da sie jej jednoznacznie
okresli¢), czyli pochodna w tym punkcie réwniez nie ma zadnej wartosci. Mowimy wtedy,
ze funkcja jest nierdzniczkowalna w punkcie X, (cho¢ moze by¢ w nim ciggta). Punkty
takie nazywamy punktami osobliwymi lub osobliwosciami funkcji (sg tez inne rodzaje
osobliwosci). Przyktady takich punktow ilustrujg ponizsze rysunki. Nalezy zauwazy¢, ze
w punkcie X, nie da si¢ tez jednoznacznie poprowadzi¢ linii stycznej do wykresu funkcji.

A A
y y
f(xo) f(Xo)
- > - >
/ Xg X Xo X
Funkcja nieciggta i nierézniczkowalna Funkcja ciggta, ale nierézniczkowalna

w punkcie X w punkcie X 7



2. Reguty rozniczkowania

Na podstawie definicji (1) mozna udowodni¢ przedstawione nizej wiasciwosci
pochodnej, nazywane regutami rézniczkowania.

1. Pochodna sumy funkcji jest sumg pochodnych (addytywnosc¢):
(FO) +9(0) = F'(0+9'(%) @

2. Pochodna iloczynu statej przez funkcje jest rowna iloczynowi tej statej przez
pochodng funkcji (inaczej mowigc — statg mozna wycigga¢ przed znak
pochodne)).

(af (x) ) = af'(x) @

3. Pochodna iloczynu funkgji

(F(x) -g(¥) = £/(9)-g(x)+ f (x)-g'(x) 5



2. Reguty rézniczkowania

4. Pochodna ilorazu funkgj
E@j: £ 90— F(9)-9'()
g(x) (g(x))°

(6)

5. Pochodna funkcji ztozonej
[f(g0))] = F'(9)-9'() 0

Ten sam wzor przy zastosowaniu innej notacji (notacja z primem moze budzi¢
watpliwosci, czy pochodna po lewej stronie ma by¢ liczona wzgledem zmiennej g,
czy wzgledem zmiennej X )

df dg

dg dx ?

d
Iy f(g(x))=



2. Reguly rozniczkowania

UWAGI

1. Te wzory sg bardzo czesto uzywane i trzeba je zna¢ na pamigc!

2. Wszelkie operacje na funkcjach, wektorach, macierzach i jakichkolwiek
obiektach posiadajgce wifasciwosci 1. | 2. nazywa sie operacjami liniowymi.
Obliczanie pochodnej jest wiec operacjg liniowa.

3. Pochodna z funkgji pochodnej funkcji f to druga pochodna funkcji f. Pochodna
rzedu N to pochodna z pochodnej rzedu n-1. Przez pochodng rzedu 0 rozumiemy
sama funkcje f. Najczesciej stosowane oznaczenia pochodnej rzedu n to:

d" f

dx"

4. Czesto popetniane btedy przy obliczaniu pochodnych polegajg na tym, ze
pochodng iloczynu funkcji probuje sie liczy¢ jako iloczyn pochodnych, a pochodng
ilorazu funkcji jako iloraz pochodnych. Tego nie wolno robic! (patrz wzory (5), (6)).

f (n) (X) ’

9. Innym czesto popetnianym btedem jest nieprawidtowe obliczanie pochodnej
funkcji ztozonej, np. tylko z funkcji zewnetrznej bez przemnozenia przez pochodng
funkcji wewnetrznej, lub rézniczkowanie tylko funkcji wewnetrznej.

10



3. Pochodne funkcji elementarnych

Przedstawione w tym punkcie wzory wyprowadzi¢ mozna tylko wprost z definicji
pochodnej, czyli praktycznie tez trzeba je zna¢ na pamigc.

1. Pochodna funkcji statej ( f(x)= a= const)

4

(@) =0 ©
2. Pochodna funkcji potegowe;
(X P ) = px"* (10)

Uwaga: p jest tu catkowicie dowolng liczbg rzeczywistg (a moze by¢ nawet zespolong).
Czyli wzor ten umozliwia tez obliczanie pochodnych funkciji typu:

f(x)= Yx (p=-D, f(x)= ¥x* (p=-2). f(x)=Vx (p=1/2), f(x)= Y¥x* (p=-2/3)
3. Pochodne funkcji wyktadniczych
(ex) =g (11)

Uwaga: Z tego wzoru nietrudno wyprowadzi¢ wzor ogolniejszy: (ax) =a’Ina

11



3. Pochodne funkc)i elementarnych

4. Pochodne funkciji logarytmicznych

1
(In X) = — (12)
X
Uwaga: Z tego wzoru nietrudno wyprowadzi¢ wzoér ogélniejszy: (log, x), =7
xlna
9. Pochodne funkcji trygonometrycznych
(sinx) =cosx (cosx) =—sinx (13), (14)

Uwaga: na podstawie tych wzordow i wzoru (6) tatwo wyprowadzi¢ wzory na
pochodne pozostatych funkcji trygonometrycznych.

6. Pochodne funkcji cyklometrycznych

(arcsinx) = = (arccos x) = = (15), (16)
1-x° 1-x°
' 1 / 1
(arctgx) = — (arcctgx) = — — 7). 19)

12



3. Pachodne funkcji elementarnych

UWAGI

: 1 1
1. Poza wymienionymi warto pamieta¢ wzory na pochodne: (—j =—— (19

z pierwiastka: (\/;

-

S (20)
24/x

z funkcji hiperbolicznych: (Sinh X) = cosh X, (Cosh X) =sinh X 1), (22)

Wzory (19) i (20) to szczegolne przypadki wzoru (10), a (21) i (22) mozna tatwo
wyprowadzi¢ z (11), ale powyzsze wzory nietrudno zapamietac, a przydajg sie czesto.

2. Wzory na pochodne funkcji cyklometrycznych (15) — (18) s rzadziej stosowane, ale
tez warto o nich pamietac (przydajq sie np. do rozwigzywania niektorych catek).

3. Stosujgc wymienione w tym punkcie wzory facznie z przedstawionymi w punkcie
poprzednim regutami rézniczkowania mozna obliczy¢ pochodng z dowolne] funkcji
elementarne;.



4. Podsumowanie

W ponizszych tabelach zestawiono najwazniejsze wzory stosowane przy obliczaniu
pochodnych (pominigto pochodne funkcji cyklometrycznych (15 - (18)).

Reguly rézniczkowania

f(x) f(x)
Suma '
o] (f(0 +9(0) = F'(0+g'(¥) a (stata) 0
X P px P-1
lloczyn statej , 5
przez funkcje (af (X)) = af '(x) 1/x —1/x
lloczyn ’ \/; —1/2\/;
funke (FO) 9(0) = F(9g()+ (x)g'(x) o X o x
||oraz" ij _ f'(xX)-g(x)— f(x)-g'(x) In x 1/x
(HIAC 9(x) (900 sin x COS X
Ztozenie ' , , COS X _sin x
funkgii [f (g (X))] = 1'(9)-9'(x)
sinh x cosh X
cosh X sinh x
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5. Przykiady

1. Pochodna z wielomianu (korzystamy z 1. i 2. reguty rézniczkowania (wzory(3), (4)) i
wzoru na pochodng funkcji potegowej (10))

(2x5 +3x* —5X® + X* + Tx—4) = 10x* +12x° —15x* +7

2. Pochodna z iloczynu funkcji (korzystamy z 3. reguty rozniczkowania (wzor (5)) oraz
wzorow (12) i (15).

: 1 .
(Inx-sinx) ==sinx +Inx-cosx
X

3. Pochodne z ilorazu funkcji (korzystamy z 4. reguty rézniczkowania (wzor (6)).

(2x+1j' _2(x*-3)-(2x+1)-2x _ 2x*+2x+6
3.1 % _3 (x2 _3)2 (x2 _3)2

4

(t )' _(sinx) cosx-cosx—sinx-(-sinx) cos®x+sinx 1
(cos x)* cos’ X cos’ X

3.2.
COS X

15



5. Przykiady

4. Pochodne z funkcji zZtozonych (korzystamy z 5. reguty rézniczkowania (wzér (7)).

41, %(3x2 —5x+2f = 5(3x* —5x+2)' - (6x—5)

4.2. isin(x2 —5): 2X cos(x2 —5)

d x
4.3. i\/x2+4: L o= X
dx 24 x% +4 Vx2+4
d . 1 . sin(In5x)
44 Hcos(ln5x)_ sin(In5x) - 5= -
eV

15 9 46V _ 4o

1
- _.3=
d x 2@ @




6. Przykiady zastosowan pochodnych

1. W mechanice

Niech funkcje x = x(t), y = y(t), z = z(t) opisujgq wspoétrzedne punkiu
materialnego w zalezno$ci od czasu (réwnanie toru ruchu).
Sktadowe wektora predkosci definiuje sie jako:

d dz

Vx(t):%, Vy('[):ﬁ, Vz(t)_E

a sktadowe wektora przyspieszenia:

dv dv dv
a,(t)=—2=, a,(t)=—2>, a,(t)=—"
d® x d’y d* z
i a M) =—- a/()=—2, a,()= i
czyli:  a,(t) e y () e (t) e (drugie pochodne)

17



6. Przyktady zastosowan pochodnych

2. W teorii obwodow elektrycznych

Definicja natezenia pradu (warto$¢ chwilowa):

i(t):?j—?

Zaleznosci wigzace chwilowe wartosci napiecia i natezenia pradu na cewce |
kondensatorze:

18



6. Przyktady zastosowan pochodnych

3. W teorii pola elektromagnetycznego

Prawo indukcji elektromagnetycznej Faradaya

\°] o

do

() =——
dt
& —indukowana sita elektromotoryczna

@ - strumiefh magnetyczny

19



