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Metoda najmniejszych kwadratów

W metodzie najmniejszych kwadratów, raz 
ustalone wagi pozostają nie zmienione do 
końca rozwiązania układu równań. 

Oznacza to, że odchyleniom standardowym, na 
podstawie których wagi są wyznaczane, przypisywane 
jest 100 procentowe prawdopodobieństwo. 

Wynik rozwiązania układu jest bardzo mocno związany 
z doborem wag, stąd na etapie ustalania ich wartości 
nie można popełnić błędów. 



Zasady estymacji mocnej

W praktyce, odchylenia standardowe są 
szacowane, stąd uzasadnione jest 
dopuszczenie do zmiany ich wartości, na 
przykład w zakresie odpowiadającym 
przedziałowi ufności na określonym poziomie 
istotności. 

Tego typu rozwiązanie stosowane jest 

w estymacji mocnej. 



Zasady estymacji mocnej

Podstawą estymacji mocnej jest funkcja, 
która zmienia wagi obserwacji (odchylenia 
standardowe). 

W literaturze, podanej na końcu prezentacji,  
można spotkać wiele funkcji stosowanych w 
estymacji mocnej.



Jaka funkcja?

Dobra funkcja powinna spełniać kryteria: 

• Przyjmować wartości dodatnie (bo waga nie może 
być ujemna) 

• Być parzystą (symetryczna względem osi wartości 
funkcji) 

• Osiągać jedno i tylko jedno maximum dla 
parametru równego 0 (dla odchyłki równej 0 waga 
będzie największa) 

• Pochodna funkcji musi mieć charakter skokowy 
(stworzy to „próg” dla błędów grubych) 

• Wypukła w otoczeniu maximum (druga pochodna 
jest mniejsza od 0). 



Jaka funkcja?

Funkcja gęstości rozkładu normalnego 
spełnia oczywiście te warunki. 

Niestety wpływ bardzo dużych błędów maleje 
w jej przypadku bardzo wolno. 

Inne krzywe to funkcje gęstości rozkładów 
opracowane przez takich autorów jak: 
Cauchy, Welsch, Tukey, Huber czy Andrew. 



Przykładowe funkcje - Cauchy
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c=1; k=0;

for i=0:0.1:10

    k=k+1;

    x(k)=i;

    y(k)=(c^2*log(1+(x(k)/c)^2))/2;

end;



Przykładowe funkcje - Welsch
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c=1; k=0;

for i=0:0.1:10

    k=k+1;

    x(k)=i;

y(k)=(c^2*(1-exp(-(x(k)/c)^2)))/2;

end;



Przykładowe funkcje - Tukey
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c=1; k=0;

for i=0:0.1:5

    k=k+1;

    x(k)=i;

y(k)=(c^2*(1-(1-(x(k)/c)^2)^3))/6;

    if x(k)>c 

        y(k)=0;

    end;

end;



Przykładowe funkcje - Huber
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c=1; k=1; n=0;

for i=0:0.1:5

    n=n+1;

    x(n)=i;

    if x(n)<= c 

        y(n)=x(n)^2/2;

    else

        y(n)=k*(x(n)-(k/2));

    end;

end;



Metoda Duńska

Metoda opiera się na założeniu, że duża poprawka 

do obserwacji może wskazywać na jej obciążenie 

błędem grubym. Wyrównanie przebiega iteracyjnie. 

Wagi w kolejnej (n+1) iteracji wyznacza się według zasady:
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f   – funkcja tłumienia, 

 k – parametr sterującym, który określa dopuszczalny 

        przedział wartości odchyłek v.



Metoda Duńska

Po n-tej iteracji dla każdej obserwacji weryfikuje się kryterium:
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iv̂ - poprawka i-tej obserwacji w n-tej iteracji

n

0 - odchylenie standardowe w n-tej iteracji

n

ip - waga i-tej obserwacji z poprzedniej iteracji

    (w pierwszej iteracji ustalona jest a’priori).



Metoda Duńska

W kolejnych iteracjach, jeśli kryterium jest spełnione, waga 

obserwacji pozostaje bez zmian, w przeciwnym wypadku:
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c - stała z przedziału 13, w pewnym sensie symbolizująca 

przyjmowany poziom prawdopodobieństwa.



Metoda Duńska – wagi w kolejnej iteracji



Metoda Duńska – przykład liczbowy 1

Obliczenia należy przeprowadzić iteracyjnie, do czasu 

uzyskania różnicy pomiędzy wartością oczekiwaną 

z dwóch ostatnich iteracji nie przekraczającą wartości 

0,01.

Dane są wyniki obserwacji zmiennej losowej jednowymiarowej:

1,0 1

3,0 1

1,5 1

2,5 1

2,0 1

3,5 1

20,0 1

40,0 1

100,0 1

i ix p

x̂
Obliczyć wartość oczekiwaną 

i odchylenie standardowe wartości oczekiwanej 

x̂

Zastosować Metodę Duńską, 
przyjmując parametr c = 2



Metoda Duńska – przykład liczbowy 1



Metoda Duńska – przykład liczbowy 1



Metoda Duńska – przykład liczbowy 1



Metoda Duńska – przykład liczbowy 1



Metoda Duńska – przykład liczbowy 1

Wnioski:

Proszę porównać iterację 3 i 6.

W iteracji 6, tylko 2 spośród 9 wartości 

zachowały wagę ustaloną na wstępie. 

O czym może to świadczyć ?

Proszę obliczyć średnią i błąd średniej ważonej 

z iteracji 3, po wyeliminowaniu 3 ostatnich wartości,

a następnie porównać z wynikami uzyskanymi po 

6 iteracjach.



Metoda Duńska – przykład liczbowy 2

Dane są wyniki obserwacji zmiennej losowej jednowymiarowej:

1 2

1 1

1 2

3 4

4 1

i ix p

Obliczenia należy przeprowadzić iteracyjnie, do czasu 

uzyskania różnicy pomiędzy wartością oczekiwaną 

z dwóch ostatnich iteracji nie przekraczającą wartości 

0,01.

x̂
Obliczyć wartość oczekiwaną 

i odchylenie standardowe wartości oczekiwanej 

x̂

Zastosować Metodę Duńską, 
przyjmując parametr c = 1



Metoda Duńska – przykład liczbowy 2



Metoda Duńska – przykład liczbowy 2



Metoda Duńska – przykład liczbowy 2

Wnioski:

Po pierwszej iteracji zmianie uległy wszystkie wagi.

Proszę zastanowić się, o czym może to świadczyć.

Proszę przeprowadzić obliczenia dla parametru c = 2 

oraz c = 3.



Autorska metoda wykrywania błędów 
grubych w sieciach kątowo - liniowych



Autorska metoda wykrywania błędów 
grubych w sieciach kątowo - liniowych

Proponowane rozwiązanie polega na 

analizowaniu wpływu eliminacji poszczególnych 

obserwacji na długość przedziału ufności dla 

wariancji resztowej, która ma niesymetryczny 

rozkład     .
2

Czynnikiem decydującym o zakończeniu 

procesu iteracyjnego jest weryfikacja hipotezy 

dotyczącej ilorazu długości przedziałów ufności 

dla wariancji resztowych z dwóch kolejnych 

iteracji.



Iteracja 1                                  m0 = 6,61



Iteracja 2                                 m0 = 2,75

Eliminacja obserwacji kątowej (357-350-353)



Iteracja 3                                  m0 = 1,99

Eliminacja obserwacji kątowych (357-350-353) 

i (356-350-357)



Iteracja 4                                  m0 = 1,99

Itd..

Eliminacja obserwacji kątowych (357-350-353) 

i (356-350-357) oraz długości (240-250)

Itd..



Iteracja 7                                  m0 = 1,05
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Dziękuję za uwagę

Dyskusja
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