
Podstawy  

Elektromagnetyzmu 

 
Stanisław Pawłowski 

Zakład Elektrodynamiki i Systemów Elektromaszynowych 

 

Kontakt:  

Budynek B pokój 301 

Mail: spawlo@prz.edu.pl 

Tel.: 17 865 1305 

1 



POLA HARMONICZNE 

Definicja 

Polem harmonicznym nazywamy pole sinusoidalnie zmienne 

w czasie, tzn. każda z jego składowych ma postać funkcji: 
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Pola harmoniczne w elektrodynamice 
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- gęstość ładunku 

- gęstość natężenia       

prądu 

- natężenie pola 

elektrycznego 

- indukcja elektryczna 
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- natężenie pola 
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- indukcja magnetyczna 



Pola zespolone 

Każdej składowej pola harmonicznego przyporządkowujemy funkcję zespoloną: 
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Wnioski: 

1. 

2.    Do  pełnego określenia rzeczywistej funkcji pola 

        wystarcza znajomość samej amplitudy zespolonej     
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Pola zespolone w elektrodynamice 

- gęstość ładunku 

- gęstość natężenia prądu 

- natężenie pola elektrycznego 

- indukcja elektryczna 

- natężenie pola magnetycznego 

- indukcja magnetyczna 
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Równania Maxwella w postaci zespolonej 

Prawo Ampère'a – Maxwella w postaci rzeczywistej: 

Wyprowadzenie 

Postulujemy aby: 
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Analogicznie dla pozostałych równań Maxwella. 

t

D
JH









rot

  ttt rDrJrH   j

m

j

m

j

m
e)(je)(e)(rot




mmm
jrot DJH






8 

 

Prawo 

 

Postać całkowa 

 

Postać różniczkowa 

 

Ampère'a - 

Maxwella 

 

Faradaya 

Gaussa  

dla pola 

magnetycznego  

Gaussa  

dla pola 

elektrycznego  
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Równania Maxwella w postaci zespolonej 
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Równania konstytutywne  
(materiałowe)  
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Uwaga: Zespolone wartości parametrów materiałowych pozwalają 

uwzględnić ewentualne przesunięcia fazowe między wektorami pola 

elektromagnetycznego 

W ośrodkach jednorodnych, izotropowych i liniowych parametry materiałowe 

są wielkościami stałymi.     
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Potencjały zespolone 

Potencjały elektrodynamiczne A, V 

rotAB 

mm Vj gradAE  

Potencjały zespolone 

t
mt j  e)(),( rArA 

t
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Zatem: 
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V
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A
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
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Równania dla potencjałów zespolonych 

Z prawa Ampèra – Maxwella                                            mamy:  mmm DJHrot j

const   ,,Założenie:  

mmm EJBrot  j

  mmmmm VgradAJAAgrad  jΔdiv   2

   mmmm VgradAJArotrot   jj

mm Vjdiv A

Korzystając ze swobody cechowania zakładamy:  

(warunek Lorenza dla pól zespolonych) 

i stąd ostatecznie: 

mmm JAA   2Δ
równanie falowe dla zespolonego 

potencjału wektorowego 
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Z prawa Gaussa                         mamy:  

const   ,,Założenie:  

Ddiv




1
div E   




1
 div 

mm
Vj gradA

Korzystając z tożsamości 
mm

VV Δ div grad

mm Vjdiv Aoraz cechowania Lorenza 

otrzymujemy ostatecznie 
mmm VV 




12 Δ

Uwaga: po rozwiązaniu równania dla A (poprzedni slajd) potencjał V  

można obliczyć bezpośrednio z warunku cechowania Lorentza 

Równania dla potencjałów zespolonych 
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Pola quasi-stacjonarne 
(wolnozmienne) 

Definicja 

 Harmoniczne pole elektromagnetyczne w danym obszarze nazywamy quasi-
stacjonarnym (wolnozmiennym) gdy najmniejszy rozmiar tego obszaru l jest 
znacznie mniejszy od długości l fali elektromagnetycznej charakterystycznej 
dla częstotliwości f  pola. 

Ponieważ               , warunek   ten   oznacza, że                     (                       ).  

 

Uwagi  

 Dla pól quasi-stacjonarnych prądy przesunięcia Maxwella i efekty falowe w 
obszarach dielektrycznych są zaniedbywalne. 

 W dobrych przewodnikach (metalach) prądy przesunięcia Maxwella są 
zawsze znikomo małe w porównaniu do prądów omowych 

 

Wniosek 

 Dla pól o częstotliwości 50 Hz długość fali w powietrzu wynosi ok. 6000 km. 
Oznacza to, że pola układów elektromaszynowych można praktycznie zawsze 
traktować jako quasi-stacjonarne i w ich analizie pomijać prądy przesunięcia.     

 

fcl fcl m/s8103c
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Prawo 

 

Postać całkowa 

 

Postać różniczkowa 

 

Ampère'a - 

Maxwella 

 

Faradaya 

Gaussa  

dla pola 

magnetycznego  

Gaussa  

dla pola 

elektrycznego  

m

L

m I dlH

 

S

m

L

m j dsBdlE 

0
S

m dsB 0div mB

m
S

m Q dsD
mm Ddiv

mm JHrot 

mm j BErot 

Równania Maxwella dla pól quasi-stacjonarnych 
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Równania dla potencjałów w polach quasi-stacjonarnych 

Z prawa Ampère'a                           mamy:                                    i stąd:  mm JHrot 

const   ,,Założenia:                                 , oraz dodatkowo   = 0 

  mmm JAAgrad Δdiv

mm JArotrot 

0mAdivKorzystając ze swobody cechowania przyjmujemy                           (warunek Coulomba), 

oraz V = 0, zatem: 

W obszarach przewodzących                      ,  a ponieważ                        ,      otrzymujemy 

ostatecznie:  

                                                                                       - równanie Helmholtza 

 

 gdzie:                        - stała propagacji przewodnika 

mm JA Δ

mm EJ  AE jm 

mm AA
2Δ

 j2

W obszarach dielektrycznych:                     (równanie Laplace’a) 0mAΔ



Harmoniczne pole elektromagnetyczne 

w ośrodkach  dielektrycznych  

• Założenia 

• Równania pola 

• Rozwiązanie 

• Interpretacja 

• Uogólnienie 

• Wnioski 

 



Założenia 

1. Ośrodek dielektryczny jednorodny, izotropowy i liniowy: 

  

 

Harmoniczne pole elektromagnetyczne w ośrodkach  dielektrycznych  

const       ,,0

2. Brak źródeł:  

 

4. Pole zależne tylko od jednej zmiennej kartezjańskiej  z  

 

)(),,(

)(),,(
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zzyx

mm

mm

BB

EE





3. Pole harmoniczne o pulsacji  

 

0     J,0



Równania pola 

Harmoniczne pole elektromagnetyczne w ośrodkach  dielektrycznych  

Zespolone równania Maxwella 

 
mm DHrot j

mm BErot j

0div mB 0div mD

Uwzględniając równania materiałowe 

 mm ED 
mm HB 

mamy: 

mm EBrot j mm BErot j

0div mB 0div mE



Harmoniczne pole elektromagnetyczne w ośrodkach  dielektrycznych  

const           


















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zzyx E
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E
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E

y

E

x

E
00div E

mEE 

Uwaga  

Dla uproszczenia zapisów, w symbolach amplitud zespolonych 

będziemy dalej opuszczać podkreślenie oraz indeks „m”  

(np.:                 itp.).               

Przyjmujemy             , oraz dodatkowo              , czyli:              0zE 0yE

 00),(zExE

Z prawa Gaussa dla pola elektrycznego mamy:              

Rozwiązanie 



Rozwiązanie 

Harmoniczne pole elektromagnetyczne w ośrodkach  dielektrycznych  

Zatem:             0)(,0 zByB
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
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E
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1
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Zauważmy, że             0div B
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           j rotEBBrotE
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 Z prawa Faradaya:              



Rozwiązanie 

Harmoniczne pole elektromagnetyczne w ośrodkach  dielektrycznych  

 
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












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rotB

     j ErotB Z prawa Ampera-Maxwella:              

Zatem:                              , a ponieważ                               , więc 

 

                        , gdzie                (liczba falowa),             

x
y
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B
 
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
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E
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Rozwiązanie 
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Impedancja falowa dielektryka:  

 

 

 

Dla próżni (powietrza):  
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Harmoniczne pole elektromagnetyczne w ośrodkach  dielektrycznych  

czyli:                                       , gdzie                     ,               
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Rozwiązanie 

Harmoniczne pole elektromagnetyczne w ośrodkach  dielektrycznych  

Rozwiązanie dla amplitud zespolonych 

 00),(zExE  0)(,0 zByB

kz
m

kz
mx eEeEE jj  
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m
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my eBeBB jj  

ck / 1c c
B

E
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m
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m

m 
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





gdzie 

Pole elektryczne Pole magnetyczne 



Rozwiązanie 

Harmoniczne pole elektromagnetyczne w ośrodkach  dielektrycznych  

Sprowadzenie do postaci rzeczywistej 

 

 

 

 

 

Analogicznie 
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


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

)sin()sin(),( kztBkztBtzB mmy   



Interpretacja  

Harmoniczne pole elektromagnetyczne w ośrodkach  dielektrycznych  

Długość fali 

 

Prędkość fali 

 






l 1

2

2
 c

kkT
v

k

π2
l

)sin()sin(),( kztEkztEtxE mmx   

fala biegnąca  

w kierunku osi OZ  

)sin()sin(),( kztBkztBtzB mmy   

Płaska fala monochromatyczna liniowo spolaryzowana  

fala biegnąca przeciwnie 

do  osi OZ  



Interpretacja  

Harmoniczne pole elektromagnetyczne w ośrodkach  dielektrycznych  

Płaska fala monochromatyczna liniowo spolaryzowana  

z 

y 

x 
E 

B 

k 



Uogólnienie  

Harmoniczne pole elektromagnetyczne w ośrodkach  dielektrycznych  

Płaska fala monochromatyczna liniowo spolaryzowana biegnąca 

w kierunku wektora k  

)sin(),( rkEE  ttx m  )sin(),( rkBB  ttx m 

         BEkBkE  ,,

k – wektor falowy,                 , , r =[x, y, z] 

 

c
B

E

m

m 

 mzmymxm EEE ,,E  mzmymxm BBB ,,B

lπ2k



Wnioski 

 Harmoniczne pole elektromagnetyczne w ośrodkach  dielektrycznych  

 Wektory E i B  są prostopadłe do kierunku rozchodzenia się 

fali (fala elektromagnetyczna jest falą poprzeczną) 

 Wektory E i B są wzajemnie prostopadłe i mają tę samą fazę 

 Prędkość fali elektromagnetycznej w dielektryku zależy tylko 

od jego przenikalności elektrycznej i magnetycznej:  

 Stosunek amplitud wektorów E i B w polu płaskiej fali 

elektromagnetycznej równy jest jej prędkości 

1c



 Harmoniczne pole 

elektromagnetyczne w ośrodkach  

przewodzących  

• Założenia 

• Równania pola 

• Rozwiązanie 

• Interpretacja (zjawisko naskórkowości) 

• Padanie fali płaskiej na półprzestrzeń przewodzącą  

 

 



Założenia 

1. Ośrodek przewodzący jednorodny, izotropowy i liniowy: 
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Równania pola 
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Zespolone równania Maxwella 
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Rozwiązanie 

Zatem:             0)(,0 zH yH

 

























 0,,0

00
z

E

zE
zyx

x

x

 

kji

rotE

gdzie: 
z

E
zH x

y





j

1
)(

Zauważmy, że             0div H

 
j

1
           j rotEHHrotE


 Z prawa Faradaya:              

Harmoniczne pole elektromagnetyczne w ośrodkach przewodzących  



Rozwiązanie 

 


























 0,0,

00
z

H

zH
zyx

y

y

 

kji

rotH

Zatem:                       , a ponieważ                                     , więc             x

y
E

z

H







z

E
zH x

y





j

1
)(

Z prawa Ampera:              

x
x E

z

E
j




2

2

Stąd:                                      , gdzie   
z

m
z

mx eEeEE     j

Harmoniczne pole elektromagnetyczne w ośrodkach przewodzących  

ErotH  



Rozwiązanie 

Harmoniczne pole elektromagnetyczne w ośrodkach przewodzących  

oraz:               

   z
m

z
m

z
m

z
m

z
m

z
m

x
y

eEeEeEeE

eEeE
z

E
zH































jj

j

jj

1
)(

zatem:              z
m

z
my eHeHzH   )(

gdzie:              
  mm EH





j

  mm EH




j

Impedancja falowa przewodnika:  

   


j










m

m

m

m

H

E

H

E
Z



Rozwiązanie 

Rozwiązanie dla amplitud zespolonych 
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Rozwiązanie 

Sprowadzenie do postaci rzeczywistej 

 

 

 

 

 

Analogicznie: 
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Interpretacja  

Długość fali: 

 

 

Zastępcza głębokość 

wnikania pola: 

 

 

 

Prędkość fali: 
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Fala tłumiona (zjawisko naskórkowości) 
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Dla Cu przy częstotliwości 50 Hz: 

l = 59 mm,  = 9,4 mm, v = 2,95 m/s 



Padanie fali płaskiej na półprzestrzeń 

przewodzącą  
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Padanie fali płaskiej na półprzestrzeń 

przewodzącą  
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Warunki brzegowe (z = 0) 
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5. Ekranowanie pola 

elektromagnetycznego 

5. Ekranowanie pola elektromagnetycznego 

Ekran płaski 
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5. Ekranowanie pola elektromagnetycznego 

Warunki brzegowe 
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Warunki brzegowe 
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Macierz przejścia 

   

        



















































1

1

11

11

22

3

11

11

112

1

0 3232

3232

E

E

ee

eeE
dd

dd





 



                 

          

          dd

dd

dddd

eep

eep

eepeep

3232

3232

32323232

2212122

212121

11121111

1111
2

1

1111
2

1

11
2

1
11

2

1

























,

  , 

 Macierz przejścia 





























1

1

2221

12113

0 E

E

pp

ppE stąd: 

gdzie: 











2221

1211

pp

pp
P



5. Ekranowanie pola 

elektromagnetycznego 

5. Ekranowanie pola elektromagnetycznego 

Rozwiązanie 
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6. Pole prostoliniowego przewodu o przekroju kołowym 

Założenia 
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6.1. Sformułowanie problemu 

6. Pole quasi-stacjonarne prostoliniowego 
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6.1. Sformułowanie problemu 
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6. Pole prostoliniowego przewodu o przekroju kołowym 

6.2. Rozwiązanie dla r > R 

Laplasjan we współrzędnych cylindrycznych:   
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6. Pole prostoliniowego przewodu o przekroju kołowym 

6.2. Rozwiązanie dla r > R 

Obliczenie stałej C 
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zmodyfikowane funkcja Bessela I-go rodzaju dla argumentu zespolonego (1+j)x 
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Obliczenie stałej  F 
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Obliczenie stałej D 
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Pole elektryczne 
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7.1. Analizowany układ 
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7.2. Pole elektryczne w układzie ruchomym 

Prawo Ampera-Maxwella: 
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7.2. Pole elektryczne w układzie ruchomym 

Z tożsamości wektorowej 
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7.3. Pole magnetyczne w układzie ruchomym 

Prawo Faradaya: 
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7.4. Transformacje Lorentza dla pola 

elektromagnetycznego 
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7.5. Równania Maxwella w układzie ruchomym 
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