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POLA HARMONICZNE

Definicja
Polem harmonicznym nazywamy pole sinusoidalnie zmienne
w czasie, tzn. kazda z jego sktadowych ma postac funkcji:

faza

A
[ \

f(F,t) = f_(F)sin(at + (7))

L e Foi X

wektor wodzacy amplituda pulsacja faza
punktu w=2nf =const poczatkowa

=[x, vy, zZ]



Pola harmoniczne w elektrodynamice

p(F,t) = p._ (F)sin(wt + @(F)) - gestosé tadunku
j(F, t) — jm (F) Siﬂ(a)t 1 gp(r)) - gestos¢ natezenia
pradu

E(F,t) = E,, (F)sin(wt + o(7)) - ot

H(r,t) = H_(F)sin(awt + o(T)) ﬁ?ﬁfﬁ;ﬁﬂiﬁo

D(r,t) = [Sm (r) Sin(a)t + qD(F)) - indukcja elektryczna

|§(F, t) = |§m (r) Sin(a)t 3 ¢(F)) - indukcja magnetyczna



Pola zespolone

Kazdej sktadowej pola harmonicznego przyporzadkowujemy funkcj¢ zespolona:

gdzie: fm (F) = fm (F) e””m

amplituda zespolona

coylic o (F) =|f0(P).  o(7) =arglf,, (P))



Zwigzek T(r,t) z f(r,t)

LA e Pt e el

= f_(F)(cos(at + o(F) )+ jsin(at + ¢(F))) =

= f,,(F) cos(at + (7)) + jf , (F)sin(et + (7))

Whioski:

1. f(F,t) = Im( f(F,t))

2. Do petego okreslenia rzeczywistej funkcji pola f(r,t)
wystarcza znajomo$¢ samej amplitudy zespolonej f_ (T)



Pola zespolone w elektrodynamice

/_)(F’ t) = p,.(F) el - gesto$¢ tadunku

i (r,t) = :(F) gl - gestos¢ nat¢zenia pradu
E(F, t) = E_m (r)e feex - natezenie pola elektrycznego
H(F, t) :Em (r)el - natgzenie pola magnetycznego
Q(F, t) = [i(l_") plot - indukcja elektryczna
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- Indukcja magnetyczna



Rownania Maxwella w postaci zespolone;

WYyprowadzenie

Prawo Ampcére'a — Maxwella w postaci rzeczywistej: rotH = J + b

ot

O\

Postulujemy aby:  rotH = J + £

D

t

Zatem: rT)t(ﬂm<F>e"‘“)=im@)e""’t%@m(f)ejw‘)
Stqd; E’E(ﬂm(f’))ejaﬁ < im(r)eja)t_l_ ja)ém(l—;)ejwt

| ostatecznie: rotﬂm = im + ja)ﬁm

Analogicznie dla pozostatych rownan Maxwella.



Réwnania Maxwella w postaci zespolonej

n Postac¢ catkowa Postac rézniczkowa

—_—

Ampére'a - §Hm-d|:lm+jw j@m-ds E’Eﬂm:im+ja)ém
L

Maxwella

Faradaya §Em -dl = _JC‘)HEm d_é EJEEm = _ja)Em
L

Gaussa

dla pola ﬁém -d_§=0 diVEm =0
S

magnetycznego

Gaussa

dapoa  ffD, -ds=Q divD, = p
S

elekirycznego "



Rownania konstytutywne
(materiatlowe)

—

D —¢E

——mM

Losh
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<M T =

Na ogo6t (w osrodkach anizotropowych):
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W osrodkach jednorodnych, 1zotropowych 1 liniowych parametry materiatowe
sg wielkosciami statymi.

Uwaga: Zespolone wartosci parametréw materialowych pozwalaja
uwzgledni¢ ewentualne przesuniecia fazowe miedzy wektorami pola
elektromagnetycznego
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Potencjaly zespolone

Potencjaty elektrodynamiczne A, V

B=rotA E-= —%—gradv

ot
Potencjaty zespolone
Ar,)=A_ (e V(rt)=V _ (r)e'
Zatem:

B, =rotA_ E., =—J]JoA—-gradv .
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Rownania dla potencjalow zespolonych

Zatozenie: &€, i, y = const

Z prawa Ampera — Maxwella  rotH_, =J_ +jwD,, mamy:
rotB,, = ,u_Jm +jouckE,
rot(rotA,, ) = udy, + jous(- joA, —grady, )
grad(divA, )-AA,, = ud, + o ueA,, - jous grady

Korzystajac ze swobody cechowania zaktadamy:

divA,, =—joueV (warunek Lorenza dla p6l zespolonych)

| stad ostatecznie:
rownanie falowe dla zespolonego

2 -
AA +o ueAy =—pd, potencjatu wektorowego 1



Rownania dla potencjalow zespolonych

Zatozenie: &, i, y = const

Z prawa Gaussa div D=p mamy:

divE==p diV(—jwém—grad\imFlp
N E—

Korzystajac z tozsamosci  divgradV =AV

oraz cechowania Lorenza divA_ =—joueV

otrzymujemy ostatecznie AV + o° uev = —% P

Uwaga: po rozwigzaniu rownania dla A (poprzedni slajd) potencjat V
mozna obliczy¢ bezposrednio z warunku cechowania Lorentza



Pola quasi-stacjonarne

(wolnozmienne)
Definicja
» Harmoniczne pole elektromagnetyczne w danym obszarze nazywamy quasi-
stacjonarnym (wolnozmiennym) gdy najmniejszy rozmiar tego obszaru | jest

znacznie mniejszy od dtugosci A fali elektromagnetycznej charakterystyczne;
dla czestotliwosci f pola.

Poniewaz 4 = ¢/ f, warunek ten oznacza,ze | <<c/f (C~= 3-108m/s).

Uwaqi

» Dla pdl quasi-stacjonarnych prady przesuniecia Maxwella i efekty falowe w
obszarach dielektrycznych sg zaniedbywalne.

» W dobrych przewodnikach (metalach) prady przesuniecia Maxwella sg
zawsze znikomo mate w porownaniu do pradow omowych

Whniosek
» Dla pdl o czestotliwosci 50 Hz diugosc¢ fali w powietrzu wynosi ok. 6000 km.

Oznacza to, ze pola uktadow elektromaszynowych mozna praktycznie zawsze

traktowac jako quasi-stacjonarne i w ich analizie pomijac prady przesunigcia.
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Réwnania Maxwella dla pél quasi-stacjonarnych

n Posta¢ catkowa Postac rézniczkowa

Ampére'a - §ﬂm dl=1_ rotH =J

Maxwella L -

Gaussa

dla pola ﬁ;B -ds=0 divB_ =0

magnetycznego

Gaussa
dla pola ﬁ D_-ds= divD_=p
elektrycznego
14



Roéwnania dla potencjaldéw w polach quasi-stacjonarnych

Zatozenia: &, U, ¥ = consforaz dodatkowo p=0

Z prawa Ampere'a rotH  =J _mamy: rotrotA = uJ_ istad:

grad(divA,, )-AA,, = ud,,

Korzystajac ze swobody cechowania przyjmujemy divA_ =0 (warunek Coulomba),
oraz V = 0, zatem:

AAm o —,Ugm
W obszarach przewodzacych J.. =yE_. aponiewaz E  =—JwA otrzymujemy
ostatecznie:
AA_ = aZAm - rownanie Helmholtza

gdzie: a’ = Jjoyu - stata propagacji przewodnika

W obszarach dielektrycznych: AA . =0 (réwnanie Laplace’a)
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Harmoniczne pole elektromagnetyczne
w osrodkach dielektrycznych

e Zalozenia
 Rownania pola
 Rozwigzanie
 |Interpretacja
* Uogolnienie

« Whnioski



Harmoniczne pole elektromagnetyczne w osrodkach diclektrycznych

Z.alozenia

1. Osrodek dielektryczny jednorodny, izotropowy i liniowy:
y =0, &, u=const

2. Brak zrodet:
W= S Pz

3. Pole harmoniczne o pulsacji w

4. Pole zalezne tylko od jednej zmiennej kartezjanskiej Z

E. (% Y.2) = E, (2)
B, (X Y.2) =B, (2)



Harmoniczne pole elektromagnetyczne w osrodkach diclektrycznych

Rownania pola

Zespolone rownania Maxwella
rotH . =joD_ rotE,  =—joB,,
divB, =0 divD, =0

Uwzgledniajac rOwnania materialowe
Em 3 Il'lﬂm Dm = gEm

mamy: .
rotB,, = joucE otk =—jwB

divB,, =0 divE,, =0



Harmoniczne pole elektromagnetyczne w osrodkach diclektrycznych

Rozwiazanie

Uwaga
Dla uproszczenia zapiséw, w symbolach amplitud zespolonych

bedziemy dalej opuszczac podkreslenie oraz indeks ,,m”

(np.: E=E, itp.).

Z prawa Gaussa dla pola elektrycznego mamy:

ok
8EX+ y+aEZ :5Ez :O — EZ:COHSt
OX oy 0z 0z

dvE=0 =

PrzyjmujemyE, =0, oraz dodatkowo E, =0, czyli:

E=[E,(2), 0 0]



Harmoniczne pole elektromagnetyczne w osrodkach diclektrycznych

Rozwigzanie
Z prawa Faradaya: rtE=-joB = B=rotE
0,
| J k
oXx oy oz 0z
E.(z) 0 O

Zatem: B:[O, B, (2) O]

1 oE
dzie: B,(z)=———%
gdzie y(2) o o

Zauwazmy, ze OdivB =0



Harmoniczne pole elektromagnetyczne w osrodkach diclektrycznych

Rozwiazanie

Z prawa Ampera-Maxwella: rotB = jouc E

i j K
oB
R e O O LS )
ox oy oz 0z
0 B,(z) O

abn & 1 oE
Zatem:—— = jous E,, a poniewaz B,(z) =—— X wiec

0z Jo 0z

2
5@ sz = —k%E, gdzie K = w/ c(liczba falowa), C =1/\/E
Z

Stad: E = El&r]e_jkZ + Er;ejkZ



Harmoniczne pole elektromagnetyczne w osrodkach dielektrycznych

Rozwigzanie
1 aE K k — ik 1 —jk o ¢
B, (2) = Ere ! _E-el®)=Z|Efe ™ —E el
@)= Zx = el )= clEre e —ggel)
- +,—Jkz L - = 1+ —_1—
czyli: B, =Bpe '™ +Be'gdzie B :E’Em B, = —EEm
AUt
Zatem: —r=-—"=C
BEeat

Impedancja falowa dielektryka:

2E <1 ,
Hm

Dla prozni (powietrza):  Zy =377€)




Harmoniczne pole elektromagnetyczne w osrodkach diclektrycznych

Rozwiazanie

Rozwiazanie dla amplitud zespolonych

Pole elektryczne Pole magnetyczne

E=[E,(2), 0 O] B=[o, B,(z) 0
E, =Ere FerErele B, =Bre ) + B el
gdzie

2 alc se il s el B



Harmoniczne pole elektromagnetyczne w osrodkach diclektrycznych

Rozwiazanie

Sprowadzenie do postacl rzeczywiste|

EX(X,t) L Im((Er;e‘j"Z 8 Er;ejkzkjwt): |m(Er;ej(a)t—kz) ¢ Er?]ej(a)t+kz)):
~ Im(E}: (cos(wt — kz) + jsin(t — kz))+ E; (cos(et + kz) + jsin(at + kz))
= E,, sin(at —kz) + E, sin(at + kz)

Analogicznie

B, (z,t) = By, sin(at —kz) + By, sin(at +kz)



Harmoniczne pole elektromagnetyczne w osrodkach diclektrycznych

Interpretacja

Plaska fala monochromatyczna liniowo spolaryzowana

E. (x,t) = EZ sin(at —kz) + E sin(at + kz)

i

fala biegnaca fala biegnaca przeciwnie
w kierunku osi OZ do osi OZ

l i

B, (z,t) = By, sin(awt —kz) + B, sin(at + kz)

: 2T
Dhugos¢ fali A = T
Prodkodé fali Vv A 2n o o . 1
redkos¢ fali C T 7 e s e e 4~



Harmoniczne pole elektromagnetyczne w osrodkach diclektrycznych

Interpretacja

Plaska fala monochromatyczna liniowo spolaryzowana

% 4l 4l




Harmoniczne pole elektromagnetyczne w osrodkach diclektrycznych

Uogolnienie

Plaska fala monochromatyczna liniowo spolaryzowana biegnaca
w kierunku wektora K

E(x,t)=E,sin(et-k-r) B(x,t)=Bsin(ewt—-k-r)
Bk Bilik. LB LB
K — wektor falowy, ‘k‘ =2n// ,r =[xy, 7]

Em:[Emw Emy1 En; Bm:[Bmx’ Bmy’ Bmz]



Harmoniczne pole elektromagnetyczne w osrodkach dielektrycznych

Wnioski

» Wektory E | B sg prostopadte do kierunku rozchodzenia sie
fali (fala elektromagnetyczna jest falg poprzeczna)

» Wektory E | B sq wzajemnie prostopadte i majq te sama faze

> Predkosc fali elektromagnetycznej w dielektryku zalezy tylko
od jego przenikalnosci elektrycznej i magnetycznej: ¢ =1/ us

» Stosunek amplitud wektoréw E i B w polu ptaskiej fali
elektromagnetycznej rowny jest jej predkosci



Harmoniczne pole
elektromagnetyczne w osrodkach
przewodzacych

Zatozenia

Rownania pola

Rozwigzanie

Interpretacja (zjawisko naskorkowosci)

Padanie fali ptaskiej na potprzestrzen przewodzaca



Harmoniczne pole elektromagnetyczne w osrodkach przewodzacych

Z.alozenia

1. Osrodek przewodzacy jednorodny, izotropowy 1 liniowy:
v, &, 1 = const

2. Brak niezréwnowazonych tadunkow: 0 =0
3. Pole harmoniczne o pulsacji w

4. Pole zalezne tylko od jednej zmiennej kartezjanskiej Z

E,(r)=E.,(2)
B, (r)=B(2)



Harmoniczne pole elektromagnetyczne w osrodkach przewodzacych

Rownania pola
Zespolone rownania Maxwella
rotH = J rotE = —jwB
divB=0 divD =0
Uwzgledniajac rownania materiatowe

mamy: :
rotH=y E rotE = —jouH

divH =0 divE=0



Harmoniczne pole elektromagnetyczne w osrodkach przewodzacych

Rozwiazanie

Z prawa Gaussa dla pola elektrycznego mamy:

ok
aEX i y I aEZ — aEZ :O > EZ = const
OX oy oz oz

divE=0 =
PrzyjmujemyE, =0, oraz dodatkowo E, =0, czyli:

E=[E (z), 0 O]



Harmoniczne pole elektromagnetyczne w osrodkach przewodzacych

Rozwiazanie
Z prawa Faradaya: rotE=—-jouH = H:—;rotE
JOU
| ] k
el 2 2 S0 & o
oXx oy oz 0z
E.(z) 0 O

Zatem: H=[O, H,(2) O]

1L2e)=)
jou oz

gdzie: H,(z)=-

Zauwazmy, ze dIVH =0



Harmoniczne pole elektromagnetyczne w osrodkach przewodzacych

Rozwiazanie

Z prawa Ampera: rotH=yE

Pc ARl e
rotH = 4 g % :{—aH—y, 0, O}
ox oy 0z 0z
0 H,(z) 0
oH 1 OE
Zatem: —— = JE, , a poniewaz H y(2)=—- X wiec
: 0z Jou oz
orEs )
=—jw
e YUE

Stad: E, =Efe ™ +E 6% gdzie a=.+jonu



Harmoniczne pole elektromagnetyczne w osrodkach przewodzacych

Rozwiazanie

oraz:  H(z)=- L5y IR (Er;e_“z—Er;e“Z):
Jou oz jou

Jom (croa_gga) [ 7 (grea_g-ga)

Jou Jou

zatem:  H, (z)=Hpe * -H;e“
4l H-I— o }/ E+ H— o LE_
gdzie: m \/—ja),u m m jou m

B b jo
Impedancja falowa przewodnika: e s
H: H y




Harmoniczne pole elektromagnetyczne w osrodkach przewodzacych

Rozwiazanie

Rozwiagzanie dla amplitud zespolonych

Pole elektryczne Pole magnetyczne

=[Ex(2), 0 0] H=[0, H,(2), o
E e Eer e B = H e e
gdzie

SHRae ) i jou
Jiop =@+ ik R T i



Harmoniczne pole elektromagnetyczne w osrodkach przewodzacych

Rozwiazanie

Sprowadzenie do postaci rzeczywiste]

ES(x,t) = |m(ErJrrle—azeja)t): Im(ErJrrle—(Hj)kzeja)t): Im(Er;e—kzej(wt—kz))

- Im(E;-e 7 (cos(at —kz) + jsin(et —kz)))=

= E"e ™ sin(wt —kz)

Analogicznie:  E, (z,t) = Ee* sin(at +kz)
oraz: H (z2,t) = Hpe ™ sin(at — kz)

H; (z,t) = Hpe sin(at +kz)



Harmoniczne pole elektromagnetyczne w osrodkach przewodzacych

Interpretacja

Fala thumiona (zjawisko naskorkowosci)

exp(-kz) DhlgOéé fali:
- exp(-kz) 2
— wt=32n T
— ot=0 ﬂ/ = 27[5
ot=mn/2 k
> — ool=T7 rr
T . : Zastepcza gleboko$¢
S whnikania pola:
+ X
S
1 2
5 ==  ——
] ] ] ] ] k (07//1
03 18 28 38 48
z Predkosc¢ fali:
o A o |20
Dla Cu przy czestotliwosci 50 Hz: T K it

A=59mm, =94 mm,V =295 m/s



Padanie fal1 ptaskiej na potprzestrzen
przewodzaca

dielektryk x| przewodnik

E~| K™ fala przechodzaca

N H ]
\ z

fala padajaca

kK
fala odbita



Padanie fali ptaskiej na potprzestrzen
przewodzaca

Rozwigzania ogdlne

E-[E,(2, 0 0] H=p H,@) 0

W dielektryku (z < 0) W przewodniku (z > 0)
E, (z)=Ete 1 +E el E-(z)=E e ™
H,(2) = He 1 + H el Hy(z)=Hgne™
Ef=Z4H' E,=-Z4H. En=2ZHn

| /J'aw
Ly = Ha L, = :
gd 7/C



Padanie fali ptaskiej na potprzestrzen

przewodzaca
Warunki brzegowe (z = 0)
E,(0)=E, (0) H,(0)=H, (0)
E;+E,;=En] Hr;+Hn]=Hr;

Hy — Hp= H/
ZMHm+ZgHy =Z4H;

Rozwiazanie

Wspotczynnik odbicia
H =-RH/ E. =RE} R:ZC_Zd
Hr =(1-R)H/ E- =(@1+R)E} Z¥ T




5. Ekranowanie pola elektromagnetycznego

5. Ekranowanie pola

elektromagnetycznego
Ekran ptaski
fala padajaca dieIektrka A ekran obszar ekranowany

Ep K K
fala
&\ H> przechodzaca
ANVANYA

\ VvV VUV /7
y

*_\ j E d
fala odbita

A\




5. Ekranowanie pola elektromagnetycznego

5. Ekranowanie pola
elektromagnetycznego

Rozwiazania ogolne

daz<0 dla 0 <z <d (ekran) daz>0
E(z)=E/e " +E[e'" EX(z)=Eje " +E e'? EM(z)=Efe™
- - +
Hi(z):E—fe‘rlz— Ei o H?(z):E—;e‘FZZ— Es o1 Hin(z):E—?’e‘F32
Zy Zy Zy Zy Zy

:[Ex(z)1 0 0] H:[O’ Hy(2) 0] Fk:\/jwﬂk(Vkangk)



5. Ekranowanie pola elektromagnetycznego

5. Ekranowanie pola
elektromagnetycznego

Warunki brzegowe

daz=0 daz=d

+,—13d +.—1d -1
E +E; =E; +E, Eje " =Ee 7 +Epe

6oL e oDt



5. Ekranowanie pola elektromagnetycznego

5. Ekranowanie pola
elektromagnetycznego

Warunki brzegowe

. / 6& = Zk+1
zapis macierzowy o

{1 1} E; _{1 1 } E;} £ e (R} (nen) TEx
1 -1|E; & —& | Ef = a 6cze—(fz+13)d _éze(F2+F3)d E;

|:E;j|:£|:l+§l 1_51:||:E1+:| E; 3 e—(F2+F3)d e(F2+F3)d E;
E, | 2[1-& 1+& | Ef 0| |@-&k 3l (1yg)eln 3l | g




5. Ekranowanie pola elektromagnetycznego

5. Ekranowanie pola
elektromagnetycznego

Macierz przejscia
Ex|_1f e ~(ry+13)d o2 +13)d {1+ & 1_51} E;
0 | 2[@-&e =N @+g)el= N 1-4 144 ] E

stad: |:E;}:|:pll p12:| E; P:{pﬂ p12:| SR A T
0 Por P2 || Ef P21 P22 TS

gdzie:

+ - 1 —(5+ +
P15 (l+§1)e LaPE: +(1_§1)e(1"z Fg’)d]» P12 :_[(1_51)9 s 4‘(14‘51)‘9(F2 Q)d]

o =2+ E)1-& e T (1 g )1+ £, el 20 ]

P2 =

N | = I\JIH I\J||—‘

_(1‘51)( 52) (72473 X (1+§1)(1+§2)§29(F2+F3)d]



5. Ekranowanie pola elektromagnetycznego

5. Ekranowanie pola

elektromagnetycznego
Rozwigzanie
Amplituda fali odbitej Amplituda fali przechodzacej
E{:—ﬁEf E3+=detPE1+
P22 P22
Wspoitczynnik odbicia Wspotczynnik transmis;i
o P T - detP

P22 P22



6. Pole prostoliniowego przewodu o przekroju kotowym

6. Pole quasi-stacjonarne prostoliniowego
przewodu o przekroju kolowym

6.1. Sformutowanie problemu

y A ’ Zatozenia

Ho
L, ¥ = const

y=0 J :
% i=1e
R X
w i=[o, 0, J()]




6. Pole prostoliniowego przewodu o przekroju kotowym

6. Pole quasi-stacjonarne prostoliniowego
przewodu o przekroju kotowym

6.1. Sformutowanie problemu

Rownania;

AA'=0, r>R
AAY = a?AY. r<R

Warunki brzegowe:
E!(R)=E(R)

S S

H{(R)=H.(R)

S S

przy czym:

E=—joA  H=lrotA
u



6. Pole prostoliniowego przewodu o przekroju kotowym

6. Pole quasi-stacjonarne prostoliniowego
przewodu o przekroju kotowym

6.2. Rozwigzanie dlar > R
Laplasjan we wspotrzednych cylindrycznych:

106( 0o 1Y %% >
I o L e M SRR
ror\ or r< o6 oz

I
AA'N=0 = 1d(rdAJ:o

rdr dr

)| 1
stad: Pl e NSy
dr dr r

Al =CInDr
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6.2. Rozwigzanie dlar > R

Obliczenie statej C

O 1T
Prawo Ampere’ r r o
rawo Ampere’a oL a1 85 859 ai _ _iaai _| -
Lo Hy |or Z Hy or
H-dl = | 0o o A | o ||
L

L — okrag o promieniu r > R

C C C 27
H-dl=¢H,dl=¢| ——— |dl=——¢dl=——2ntr =——C
R e L
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6.2. Rozwigzanie dlar <R

II
AN =a?Al = 1O AR e
rdr dr

2 all 1T
d A; JLAAT o Zmodyfikowane
dr r dr rownanie Bessela

Rozwigzanie ogodine:

A(r)=FI,(ar)+G K, (ar)

&

zmodyfikowana funkcja zmodyfikowana funkcja
Bessela I-go rodzaju Bessela IlI-go rodzaju
(funkcja McDonalda)
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zmodyfikowane funkcja Bessela I-go rodzaju

19 limKy(ar)=0c = G=0

Fr—o0

In(x)
o = N w IS ol (@)} ~ (0] ((o]
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w1l 2

zmodyfikowane funkcja Bessela I-go rodzaju dla argumentu zespolonego (1+j)x

To[(1+))x]

20

15 |

10 -

e Re(Io)
— Im(Iy)
— Il

Arg{Io[(1+))x]}

180

135 [

45 [
90 [
135 |

-180 L

90 |
45 F

Y
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6.2. Rozwigzanie dlar <R

Obliczenie stalej F

Na podstawie warunku brzegowego: 14 I(R) —H H(R)

S

mamy:  OA|  _ 4 A
g Bnale
: H 7
- FajloR)=—— =
Sad:  Falp(aR)=2 2 = 21aR1}(oR)
Zatem: AH(r)— A Io(ar)

= 2naR1y(oR)
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6.2. Rozwigzanie dlar <R

Obliczenie stalej D

Na podstawie warunku brzegowego:

A'(R)= A"(R)
mamy:

o S Ih(eR) = Dz—lexp i lo(oR)
2n DR 2maRly(oR) 2naRTy(oR)
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6.2. Rozwigzanie dlar <R
Pole elektryczne E_ =-JoA, = E_ = [O, 0, E ]

—m

| InR
EL(r)= Ja)ﬂolm I
=m (r) 27’[10 (aR) O(ar)

Rozklad gestosci pradu
- Jopgy ], INR

Pole magnetyczne




7. Rownania elektrodynamiki w uktadach poruszajacych si¢

7. Rownania elektrodynamiki dla ciat
poruszajacych sie

7.1. Analizowany uktad

y’ Zalozenie:
y Y
v<<C(C
E
s
&l :
sources % >
Z B




7. Rownania elektrodynamiki w uktadach poruszajacych si¢

7. Rownania elektrodynamiki dla ciat
poruszajacych sie

7.2. Pole elektryczne w uktadzie ruchomym

Prawo Ampera-Maxwella:  rotH =J+ 8_D

ot
D=D(x,Y,z,t)

Ale w uktadzie ruchomym:  x=x(t), y=y(t), x=y(t)

aD_)dD oD d x aDdy oD dz 8D
ot dt ox dt aydt 0z dt ot

V{dx’ dy’ dz} 2= e =0
di wdEss idi ox oy oz

zatem: dD _ (V-V)D +8_D
dt ot
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7. RoOwnania elektrodynamiki dla ciat
poruszajacych sie

7.2. Pole elektryczne w uktadzie ruchomym

Z tozsamosci wektorowe;
Vx(axb)=a(V-b)-b(V-a)+(b-V)a—(a-V)b
mamy:
(v-V)D=v(V-D)-Vx(vxD)-D(V-v)+(D-V)v

ale: V-D=p, V-v=0, avzavzavzo
OX oy oz
czyli ostatecznie:
R oh + pv+rot(Dx V)

dt ot
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7. RoOwnania elektrodynamiki dla ciat
poruszajacych sie

7.3. Pole magnetyczne w uktadzie ruchomym

Prawo Faradaya:  rotE = _8_B

ot
B=B(x,y,z,t), Xx=x(t), y=y), x=y()

Postepujac analogicznie jak dla pola
elektrycznego otrzymujemy:

el +rot(Bxv)
dt ot
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7. RoOwnania elektrodynamiki dla ciat
poruszajacych sie

7.4. Transformacje Lorentza dla pola
elektromagnetyczneqo

1

E|'|:E” El=7/(EL+VXB) Yo T
B/ =B Bl B S
1= Py s w21 2

Dla v<1: y~=I
E|’|:E” El:EJ_‘FVXB
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7. RoOwnania elektrodynamiki dla ciat
poruszajacych sie

7.5. Rownania Maxwella w ukladzie ruchomym

rotH :7E’+2—?+7vx8+pv+rot(va)

rote’ = _B

ot
divB =0

divD=p




