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1. Matematyczny aparat teorii pola

1.4. Zwigzki miedzy rozniczkowymi
| catkowymi operacjami na polach



1.4.1. Catkowa definicja dywergencji

ﬁv-ds
def

divi = lim =2
V>0 V

S, sa powierzchniami
zamknietymi!

-\

ds jest skierowany na zewnatrz
powierzchni S,

Mozna udowodnic, ze
aVx &¢ 8\/)’ W aVz

divVi =V .V =

ox oy 0z



1.4.2. Catkowa definicja rotacji

§v-d|
def

o) s = lim &
( e T O

Mozna udowodnic, ze

rotv =Vxv = = —
ox oy 0z oz  OX




1.4.3. Twierdzenie o gradiencie

Siacabaa 2005 = Vacal 00 901D 260
Przypomnienie: gradep =V ¢ = : :
Twierdzenie: 4t el L’ix oy az}
| aradp-di - p(B)- 0(A)
LAB dY(D

Catka liniowa z gradientu dowolnego
pola skalarnego jest réwna roznicy
wartosci tego pola na koncach lini.

Whioski:

1. Catka liniowa z gradientu nie
zalezy od ksztattu krzywej, tylko od
pofozenia jej koncow.

2. Cyrkulacja gradientu zawsze jest
rowna zeru LAl
§grad¢ di=0
L




1.4.4. Twierdzenie Stokesa

HHN&:WJ
S L

Strumien rotacji dowolnego pola
wektorowego  przez  dowolng
powierzchnie S  jest  rowny
cyrkulacji tego pola po krzywej
ograniczajacej te powierzchnie.




1.4.5. Twierdzenie Gaussa

” divvdV :ﬁ\7cT§
Vv S

d_é jest skierowany na zewnatrz
powierzchni S,

Catka objetosciowa po obszarze V
z dywergencji dowolnego pola
wektorowego jest rowna
strumieniowi tego pola przez
powierzchnie (zamknieta!)

ograniczajacqg ten obszar.



Zadanie 1. (twierdzenie Stokesa)

Dane jest pole wektorowe:

oraz obszar S przedstawiony na rysunku:

»
L

~

dl
) 5~ dr S
a X
. i
R=5 a=60°

\7:[2xz+y2, 3X° +yz, 4xy|n(z+1)]

Obliczy¢ (niezaleznie) catki:

A §\70Ti
L

B H(Htv) ds
S



V= [2xz +y°, 3 +yz, 4dxyln(z +1)]

I/\
_,_> by » 8
rotv=Vxv= —

0

_d S_

2XZ+y°

3X°+yz 4xyIn(z+1)

%|Q)l—->

-0 o &3]

|Q_)?\_)

0z

[ 4AxIn(z+D-y || 0
2x—4yIn(z+1) || 0 =”(6x—2y)ds:
S

CAxIn(z+1) -y |
2x—4yIn(z+1)
6X—2Y

el e VAT a A e o
Zmieniamy zmienne z kartezjanskich na biegunowe ;
% dl 0<r<R
Z 0 ds=drdl s 1
X =T COS r dl=rd@ S:i0<f<=m
y—rsiné’ ds=rdrdé z—03

Il Ot | 3
H
O'—.w\

R 3R
I 6rcos€—2rsin9)rdrd9=” (6cos@—2sin@y?drdé =
0 00

(6cos—2sin 9)% R®do :%R3(6sin0+20050}g :%R{ﬁsin§+2cos3—(6sin0+2coso)] =

TR(3V3+1-2) %(3\/5—1)R3



Zmiana zmiennych w catce podwaojnej

X = x(u,1) X = I COS 6
et CY y=rsing
Jakobian
5 5 OX OX
A a L ~ ~nl |cos@ -—rsin@
au ot J(r,0) = or 06| _ " —rcos’@+rsin‘f=r
J(u,t) = & oy o 9| |sin@ rcosd
YA ST or 00
ou ot

ds=|J(ut)|dudt
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Przyktady

2xz+y?+1 |
1. Dane jest pole wektorowe: V=] x°+3yz-2
4xyIn(z+1)+3

oraz obszar S przedstawiony na rysunku:

R Obliczy¢ (niezaleznie) catki:
y
L A $Vdl
L
A B. ”(rotﬁ)-ds
S
> >
2 X
Z




vl R 5
A 4
y V=| x°+3yz-2
AxyIn(z+1)+3
L, i |
3 <
$-dl =
L, )
L \'" S %L
3 X:2 _dX_
ot T
S S [rées i dl, =|dy
L 2 X £ dz
. ! 0<t<3 B
PG
dl, =|dt|=|1|dt
W) AR A T (96 2 7 o MR
\7-d|1:_[ X°+3yz—2 |-|dt|= 2°+3t-0-2
“4xyIn(z+1)+3( | 0

[V-dl,+ [-dl, + [V-dl, + [V-dI,
Ly L, L lef

dx=x'(t)dt=0dt=0
dy=y'(t)dt =1dt =dt
dz=z'(t)dt=0dt=0

3
{dt|=[(t?-0+2dt+3-0)=[2dt=21 =6
4-2tIn(0+1)+3| | O h g
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vl R 5
yA V=| x°+3yz-2
AxyIn(z+1)+3
L, i \
3 <
5 §> =jvd|+jvd|+jvd|+jvd|
L \'" S %L L 1
3 ERET L
R dX| gx=x(@t)dt=—
— > Ly o _,  dhk={dy) dy-y@dt=0
X '
’ L, _2<t<0 dz| dz=7'(t)dt=0dt=0
(B2 5 g 0]
dl,=| 0 |=| 0 |dt
2xz+y*+1 | [—dt 2-(=t)-0+3°+1 | [=dt
j =j x2+3yz-2 || O =j (D)Ee 373, 02 2% S50 j( 1o)dt——1ojdt——10t| —20
-2 Y2l 4xyIn(z+1)+3|| O L2l 4.(-t)-3In(0+1)+3|| O L2
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vl R 5
yA V=| x°+3yz-2
AxyIn(z+1)+3
3 v ? e
’ fv =jvd|+jvd|+jvd|+jvd|
LY o »
3 ( XZO o 3
T dX| gx=x(t)dt=0
— > Ly gl GhElaY Cdy=yi@dts -
L X dz| dz=z'(t)dt=0dt=0
: 4 —-3<t<0 ) ®)
T o
dl, =| —dt |=|-1|dt

Lo

2XZ+Yy° +1 0 (-t)°+1 0
[v-dly=[| x*+8yz-2 |-|-dt|=[| -2 [|-dt _jzdt_zjdt_2t|
Ll 4xyIn(z+1)+3|| O Y2l +3 0
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vl R 5
V=| Xx°+3yz-2
. AxyIn(z+1)+3
, | 1
) §v-di = [V-dl, + [V-dl, + [V-dl, + [V.dl,
S A L L Ly 5 Ls 5
L A | e
R dX | gx=x(t)dt=dt
— > Lty T Gl=]dy | dy=y(@®dt=0
L, X 0<t<2 dz| dz=z/(t)dt=0dt=0
sl
0l=l0ldt 2xz+y°+1 | [dt 1 o,
0 0 j\7-d_l4>= X3 E3YZT =2 #l: :jt2—2- 0 :_[dt:t|§=2
= La bl dxyIn(z+1)+3|| 0| ‘2 3 Ml

V-dl=6-20+6+2=-6
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w
N

Y

(4yIn(z+1)—3y|
H 2X—4ylIn(z +1)
S 2X—2Y

|l
O =y W
O ) N

<l

rotv =

oxz+y?+1 |
X* +3yz-2 3
4xyIn(z +1)+3

f j k
0 0 0

x oy o

(2x—2y)xdy =...=

2xz+y°+1 x*+3yz-2 4xyln(z+1)+3 {

—67

[ (rotv) -ds

4yIn(z+1) -3y
2Xx—-4ylIn(z+1)
2X—2Y
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oxz+y>+1 |

$v-dl = [V-dl,+ [V-dl, + [V-dl,+ [V-dI,
L Ly L, L L4

di, =[dx, dy, dz]=[0, -dt, o]=[0, -1 Ot

A !
y V=| x°+3yz-2
AxyIn(z+1)+3
L2 L =
3 <
L3 Y 2 1 Ll Xx=0
L
e
WP
> > =0
L4 2
-3<t<0
Z \
[ 2xz+y?+1 | [dx]  [(=tP+1]T 0 ]
\7-d|2=J x> +3yz—2 |-|dy j —2
L3 sl 4xyIn(z+1)+3| |dz| 3 3 | 0

0
| -dt0 = [2dt =2’ =6
S8
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vl R 5
A £
y V=| x°+3yz-2
AxyIn(z+1)+3
L2 L =
3 <€ —_ —_— —_— —_— )  ——
$v-dl = [V-dl,+ [V-dl, + [V-dl, + [V.dI,
L £ L, ey |
L3 Y 2 1 Ll =1
L
=t
a2 y
> 5 > 2=0
- X 0<t<2
Z \
di, =[dx, dy, dz]=[dt, 0, 0]=[L O, Ot
L By g s B L st ] ;
[v-dl,=[| x*+3yz-2 |-{dy|=[|t*~2|-| 0 |=[dt=t] =2
L2 “lAxyIn(z+1)+3| |dz| "2 3 |[0] °

§VHT:6—20+6+2=—6
L
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A
y
3 <
\/ S AL
> >
2 X
Z
s
ds=| 0
ds

4x|n(z +1) -3y
2Xx—4yIn(z+1)

2X -2y

x —2xy

dy

o

Hy S

(22 - ay )y =(ay -2y

:
iz

rotv

<
Il

[ (rotv) -ds

S

2XZ+y +1

X° +3yz-2

4xyIn(z +1) +3

] j
9 9
OX oy

k
0

a
2x2+ Y2 +1 X +3yz—2 4xyIn(z+1)+3

4xIn(z +1) -3y

=[2x-4yIn(z +1)

2X—2Y

~[[(2x2y)is = [ 2x-2y)oxcy [ (2 2y)inay =

22












4xyIn(z+1) +3

<l
I_q—'

dx=0-dt=0
dy=1-dt=dt
dz=0.-dt=0

2xz+y’+1 |
X* +3yz—2

§v di = [v.di,+ [v.dl,
A L Ly L, L
y X=2 A
L d x
2 —
3 < (ZiE ! qr
LT
0<t<3 7|
LSW S N Ll ¥ 3 x s
; g
\ dl, =|dt|[=|1]dt 7=
/‘ L, 2 X 0
! Rk A
2xz+y2+1 | [dx] [o0+t2+1] 0] ;
V-dl,=[| x*+8yz-2 ||dy|=[|2°+0-2|-|1|dt=[(0+2+0)dt=2[dt=2t| =6
4xyIn(z+1)+3| |dz| " 0+3 | |0] ”
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L

N~

2Xz + y* +1
x* +3yz—2

4xyIn(z+1)+3

.

0

| 0 dt=((

Lo

<!

AxyIn(z+1)+3

dy=0-dt=0
dz=0-dt=0

2xz+y +1 |
X% +3yz—2

0
~9+0+0)dt=-9[dt=-0t, =-18
)
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L,

N~

2xz +y* +1
x* +3yz—2

4xyIn(z+1)+3

[0+ (=t)% +1]

0+0-2

<<l

AxyIn(z+1)+3

0+3

e

dx=-0-dt=0
dy=-1-dt =—dt

dz=0-dt=0

oxz+y?+1 |
X*+3yz -2

—1dt—j@+2+0dt_2jdt-m\
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<<l

- e
<l
o

-2
L s AL,
L 2
P DR e
jv.d_l?: X2 +3yz—2

dl =6-18+6+2=—-4

0+0+1

t?+0-2 .| 0|dt=[1dt==

4xyIn(z+1)+3

e

dx=1.dt=dt
dy=0-dt=0
dz=0-dt=0
[ 2xz+yiel
X*+3yz -2
AxyIn(z+1)+3

b2
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—»_) B — 2 3l
”(FO'[V)-dS 2xz+Yy° +1
: V=" %54+ 8y1=2
AxyIn(z+1)+3

AL

PR E e
dsJZ| rotv = = 5 =~
- > 2x2+y° +1 x°+3yz—2 4xyIn(z+1)+3
L, 2 X 4xIn(z +1) -3y 0
=|2x—-4ylIn(z+1) ds=| o
2X—2Y Hs

[ 4xIn(z +1) -3y
[} 2x- 4y|n(z+1)][ } [[(0+0+(2x—2y)ds)= [[(2x-2y)dxd y =

S| 2x-2y : :
3(2 3 g
:U (2x—2y dxj = jx —2yx I4 4y)dy = (4y—2y2102
0\ 0 0
=12-18=-6 (?)
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1.4.6. Przykiad

Dane jest pole wektorowe: V= [sz +y°, X*+3yz, 4xyIn(z +1)]

oraz obszar S przedstawiony na rysunku:

\ Obliczy¢ (niezaleznie) catki:
p PVl
L




1.4.6. Przyklad

Dane jest pole wektorowe: V= [sz +y°, X*+3yz, 4xyIn(z +1)]

oraz obszar S przedstawiony na rysunku:

/ y1 \ Obliczy¢ (niezaleznie) catki:

6
L p PVl
L, |
L
S —_ E
" B H(rotv) ds
3 7—3 6 S







Zadanie do samodzielnego rozwigzania

Dane jest pole wektorowe: Vv = [3x+ 2y —17, 2X+y-vyz, yz° +3x2]

oraz obszar S przedstawiony na rysunku:

Obliczy¢ (niezaleznie) cafki:

e

A. §\7-d|

5. [ (rotv) - ds



1.4.6. Przyklad

Dane jest pole wektorowe: V= [sz +y°, X*+3yz, 4xyIn(z +1)]

oraz obszar S przedstawiony na rysunku:

/ y1 \ Obliczy¢ (niezaleznie) catki:

6
L p PVl
L, |
L
S —_ E
" B H(rotv) ds
3 7—3 6 S




A. Obliczanie cyrkulaciji

Poniewaz krzywa L skfada sie z trzech odcinkow, rozbijamy te catke na trzy osobne catki:

L

§\7.ﬁ=jv.d_il+ jv.d_lé+j\7-d73
L, L, Ly

Zapisujemy parametryczne rownania odcinkow krzywej L zwracajac szczegolng uwage na

to, zeby parametr T rost zgodnie z jej kierunkiem: l '
; x=t X=t X= —
=2t =—2t+12 =
J€ %5255 . L2 =5 : REvalR y=4
1 z=0 z=0 IR 7=0




Obliczamy wspotrzedne wektora di:

di=[dx, dy, dz] dx=x'(t)dt, dy=y'(t)dt, dz=2z'(t)dt
DlaL,; dx=1dt, dy=2dt, dz=0, czylidl.=[dt, 2dt, 0]=[1, 2 O0]dt
DlaL,: dx=1dt, dy=-2dt, dz=0, czyli di,=[dt, —2dt, 0]=[, -2, 0]dt

DlaLy dx=-1dt, dy=0, dz=0 czyli dis=[-dt, 0, 0]=[-1 0, o0]dt

PodstawiamyV i d1; do pierwszej catki i obliczmy ja;

oxz+y? |[dx] | 2t-0+(2t? |1
\7-d|1=j x“+3yz |-|dy :j t°+3.2t-0 |-|2|dt
4xyIn(z+1) | |dz| "|4-t-2t-In(0+1)| |0

—
[N
—
[N

3

1

3
(a2 + 2t° + 0)dt =j6t2dt :6-§t3 =2.3° =54
0

0

Il
O ey W



Analogicznie obliczamy pozostate catki:

i 2 e bl T (-2t +12) 6
IV-dIZ:j x> +3yz |-|dy :j t2 1y, dtzj 4t —48t+144—2t2+0)dt=
L, L 4xyIn(z+1) | |dz | L, 4-t-(—2t+12)-|n(0+1) 3

6
— (144 -864 +864)— (18 — 216+ 432) = —90

(2t2 — 48t +144)dt = @ﬁ —24t° + 144tj
3

I
OJ'—-.O

[ 2xz+y? | [dx 0 £1 :
J\7-dT£zj X*+3yz |-|dy|=[|(-t] | O |dt=[0dt=0
b3 S 4xyIn(z+1) | |dz| Y O 0 :

| ostatecznie;

§ V-dl =54—90+0=—36
L



B. Obliczanie strumienia rotacji

Obliczamy rotacje A -
P E
4 e A h/ £(4xyln(z+1))—g(x2+3yz) . )
SRS el g\)/ oz oy 0z 4xIn(z +1) — 3y
NI i A e s € i(2xz+y2)—i(4xyln(z+1)) =| 2x—4yIn(z +1)
oXx oy oz oz  OX 0z OX A
Ve Vy V| DYy By —(x2+3yz)—g(2xz+y2) ? 3
| ox oy | | OX oy i
Okreslamy granice catki powierzchniowe;
6 (
1 1
—y < X< —Yy+6
7 ! 2 2
/ : S 9 0<y<6
; z =0
20 | 1) X,(y) 6 X
1 1
Lity=2Xx= X =5V L2:y:—2x+12:>x2:—§y+6



Okreslamy wspotrzedna wektora ds
ds= [dydz, dzdx, dxdy] alenapowierzchniS:z = 0, czyli dz=0, zatem:

ds=[0, 0, dxdy] (nalezy zwréci¢ uwage, ze ds 1S bo jest skierowany
rownolegle do osi OZ)

Obliczamy catke powierzchniowg

SRk 4xIn(z +1) -3y 0 Vol %o ()
”(rotV)-dsJ‘I{Zx4yln(z+1)}-{ 0 }”‘(ZXZy)-dxdyJ‘[ j(Zny)dx}dy
y

S S 2X—2Y dxd S yi\ xa(Y)

6
= 2(72-162+108) = 36

6 6
= ZJ(ly2—3y+l8+£y2—6y—ly2+£y2jdy: Zj(y2—9y+18)dy: 2(1y3—9y2+18yj
I\ 2 BiEas O Gy ?



Odpowiedz

§v -di =36 [[ (rotv)-ds =36
L S

Komentarz

Jak widac catki te nie sg rowne, co moze sie wydawac sprzeczne z twierdzeniem Stokesa.
Nalezy jednak zwrdcic uwage, ze obliczaliSmy te catki niezaleznie i nie zwracalismy uwagi
na zgodnos¢ wektorow dl | ds z regutg korkociagu. Zauwazmy, ze obracajac korkociag
zgodnie z kierunkiem krzywej L (patrz rysunek) bedzie sie on przesuwat przeciwnie do 0si
0Z, a wektor ds jest skierowany zgodnie z nig (ma dodatnig wspotrzedng Z-owg, bo
rozniczki dx, dy sg z definicji dodatnie). Chcac otrzymac petng zgodnos¢ z twierdzeniem
Stokesa nalezato wiec odwrotnie zorientowac powierzchnie S, tzn. przy obliczaniu drugiej

catki przyjac ds=[0, 0, —dxdy]

To oczywiscie zmienitoby znak strumienia rotacji | wynik bytby taki sam jak dla cyrkulacji.



Zadanie do samodzielnego rozwigzania

Dane jest pole wektorowe: Vv = [3x+ 2y —17, 2X+y-vyz, yz° +3x2]

oraz obszar S przedstawiony na rysunku:

Obliczy¢ (niezaleznie) cafki:

e

A. §\7-d|

5. [ (rotv) - ds



