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1. Matematyczny aparat teorii pola 

 

1.3. Operacje całkowe na polach 
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1.3.1. Całka krzywoliniowa z pola skalarnego 
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Geometryczna interpretacja w 2D ( = (x, y) ) 

Pole powierzchni nad krzywą L i pod wykresem funkcji 
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Geometryczna interpretacja w 2D ( = (x, y) ) 

Pole powierzchni nad krzywą L i pod wykresem funkcji 

Źródło: https://en.wikipedia.org/wiki/Line_integral 



Całka krzywoliniowa z pola skalarnego – obliczanie analityczne 
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Parametryczne równania linii 

x 

z 

y 

dx 

dz 

dy 

dl 

L 

        

2

1

d)()()()(),(),(d),,(
222

L

t

t

ttztytxtztytxlzyx 

      ttztytx

zyxl

d)()()(

)(d)(d)(dd

222

222





ttzz

ttyy

ttxx

d)(d

d)(d

d)(d







t1 

t2 



6 

 

 

l

F
L 

 Ważne: 

 

        jest styczny do L ! ld

 

 












L

10

d     

     

),,(lim

lF

lzyxFW

N

k

kkkk

l
N

k





1.3.2. Całka krzywoliniowa z pola wektorowego 

Przykład - praca:  
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Całka krzywoliniowa z pola wektorowego – interpretacja (praca) 

Źródło: https://en.wikipedia.org/wiki/Line_integral 
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Cyrkulacja 
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L jest krzywą zamkniętą 
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Całka krzywoliniowa z pola wektorowego  – obliczanie analityczne 

Parametryczne równania linii 
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Geometryczna interpretacja w 2D (  = (x, y) ) 

Objętość obszaru nad powierzchnią  S  i pod wykresem funkcji 
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1.3.3. Całka powierzchniowa z pola skalarnego 
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Całka powierzchniowa z pola skalarnego  – obliczanie analityczne 
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1.3.4. Całka powierzchniowa z pola wektorowego 

(strumień ) 
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1.3.4. Całka powierzchniowa z pola wektorowego 

(strumień ) 
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Wprowadzamy wektor: 
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1.3.4. Całka powierzchniowa z pola wektorowego 

(strumień ) 
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Całka powierzchniowa z pola wektorowego  – obliczanie analityczne 
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Fizyczne interpretacje 

 

1. Masa ciała o gęstości masowej rm(x,y,z) 

 

 

 

 

2. Ładunek elektryczny zgromadzony w 

obszarze V o gęstości re (x,y,z) 
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1.3.5. Całka objętościowa z pola skalarnego 
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1.3.6. Całki z funkcji skalarnych  stałych  
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Całka krzywoliniowa z pola skalarnego – przykład 1 

Obliczyć całkę krzywoliniową z funkcji (pola skalarnego) 

po paraboli                                  dla   
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Całka krzywoliniowa z pola skalarnego – przykład 

Obliczyć całkę krzywoliniową z funkcji (pola skalarnego): 

po półokręgu o promieniu R = 2  i środku leżącym w początku układu współrzędnych.  
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Obliczyć cyrkulację  z funkcji wektorowej (pola wektorowego): 

 

po okręgu o promieniu R = 2  i środku leżącym w początku układu współrzędnych.  
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Zadanie 1 - całka powierzchniowa z pola skalarnego po obszarze prostokątnym    
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  22 32, yxyxyx 
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Zdanie 2 - całka powierzchniowa z pola skalarnego po obszarze trójkątnym    
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Zadanie 3 – obliczanie strumienia pola wektorowego przez powierzchnię prostokąta 
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Zadanie 4 – obliczanie strumienia pola wektorowego przez powierzchnię koła 
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Całka powierzchniowa z pola skalarnego  – przykład 
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Całka powierzchniowa z pola skalarnego  – przykład 
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Całka powierzchniowa z pola skalarnego  – przykład 
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Całka powierzchniowa z pola skalarnego  – przykład 
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Całka powierzchniowa z pola skalarnego  – przykład 
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Całka powierzchniowa z pola wektorowego  – przykład 
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