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1. Matematyczny aparat teorii pola

1.3. Operacje catkowe na polach



1.3.1. Catka krzywoliniowa z pola skalarnego

Definicje Geometryczna interpretacjaw 2D (p=¢ (X, y) )
Pole powierzchni nad krzywg L i pod wykresem funkcji
2D oA
j pOxy)dl = lim Zco(xk Vi )(A), P (4 V) —> —
(Al)k——>0 k=1
3D
j o(xy,2)dI = )
L y
N
= lim > o(x, Yy, 2)(A1);
(Al), —0 k=1




Geometryczna interpretacjaw 2D (p=¢ (X, y) )
Pole powierzchni nad krzywg L i pod wykresem funkcji

Zrodto: https://en.wikipedia.org/wiki/Line_integral



Catka krzywoliniowa z pola skalarnego - obliczanie analityczne

Parametryczne rownania linii ’
Z

[ x = x(t) dx = x'(t)dt di

Ll Y=Y = dy=y'(t)dt
z=12(t) dz = z'(t)dt L
sy ek

g t1°'//

dl :\/(d X)2+(d y)2+(d 2)2 ul dX/ ’

= JXOP +(y' O + (Z®) dt

t
[ o0y, 01 = [ p(x®), y©, 2ON O +(y©) + @ ©) dt
L t,




1.3.2. Catka krzywoliniowa z pola wektorowego

Przyktad - praca:
N
W = lim Zlf(xk,yk,zk)-(Al)K -

N —o0
(A1) —0 k=1

:jﬁ.d‘i
L

Wazne:

dl jeststycznydo L !



Catka krzywoliniowa z pola wektorowego — interpretacja (praca)
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Zrodto: https://en.wikipedia.org/wiki/Line_integral
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Catka krzywoliniowa z pola wektorowego - obliczanie analityczne

Parametryczne rownania linii ’
Z

[ X =X(t) dx = x'(t)dt 2T

Fo y=y(t) —= dy=y'(t)dt /
| z=2z(t) / L

dz = z'(t)dt
i, <t<t
! 2 / / dy

di=[dx, dy, dz] = tlg/ P
X
=[x®. y®, 2®] dt g

ﬁ:[FX(x,y,z), F, (XY, 2), Fz(x,y,Z)]

t,
[[£-d = [ (B 00, 0,200+ F, (0, Y. 200}y ) + F, (100, ¥ 20) @)
L t;



1.3.3. Catka powierzchniowa z pola skalarnego

Geometryczna interpretacjaw 2D ( o=@ (X, y) )
Definicje Objetos¢ obszaru nad powierzchnig S i pod wykresem funkgji

2D ®
I o(X,y)ds = @ (X Yi) —

i (AS)y




Catka powierzchniowa z pola skalarnego - obliczanie analityczne

2D

[[ol. y)ds:yf(“f;(x, J)ix

Y1 \ X (Y)

Jos

YA

Y,

Y1

T

N

X;(Y) X5(Y)

X
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1.3.4. Catka powierzchniowa z pola wektorowego
(strumien )

(




1.3.4. Catka powierzchniowa z pola wektorowego
(strumien )
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1.3.4. Catka powierzchniowa z pola wektorowego
(strumien )

N ks
®= lim Z_:v(xk Ve Zo)- (As)K

(As) —>0 k=1
® = ([v.ds \7k
S / //(Zé
dsLS // —
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Catka powierzchniowa z pola wektorowego - obliczanie analityczne

—_—

ds

dydz, dzdx, dxdy]

—_—

_[If-ds:

(90}

_U(Fx(x, y,z)dydz+F (xy,z)dzdx+F,(x,Yy,z)dxd y)

S
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1.3.5. Catka objetosciowa z pola skalarnego

[[{otxy. 20V = lim Zw(xk,yk,zo(AV)
V

ZA
AV
Fizyczne interpretacje (AV)y

1. Masa ciata o gestosci masowej p(X,Y,2)

mzjjjpm(x, y,z)dV

2. tadunek elektryczny zgromadzony w X
obszarze V o gestosci p, (X,Y,2)

Q= [[|pe(xy,2)dV




1.3.6. Catki z funkcji skalarnych statych

Niech @(X,y,z)=1,

Wowczas:

j dl = L <—— diugosc krzywej L

L

Hd s=S <«—— pole powierzchni S
S

Hj dV =V «— objeto$¢ obszaru V
V
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Catka krzywoliniowa z pola skalarnego - przyktad 1

Obliczy¢ catke krzywoliniowg z funkcji (pola skalarnego) @(X, Y,z) = 4X +3yz

poparaboli y=x°, z=0dla 0<x<1

[ x=t dx=x'(t)dt =1dt=dt gy J(dxP +(dy) +(dz)? =(dt)} +(2tdt)? +0? =
_ {2 TR ) X
bl gy orsetdt = J(dt} +4t?(dt)? =+ 4at?(dt)? =+1+4t2 dt
=0 dz=2'(t)dt=0dt=0
o<t<1

i 1l
[o(xy.2)dl = [(4x+3yz)d1 = [ (4t +3t> -ON1+ 4t dt = [ 4ty/1+ 4t dt =
L

L= 0 0

U =+/1+4t? 5 i
4t T il = 1
=(du= dt:4_[—u du==u == \/E -1
V1+4t? 1 4 3 L 3
B g
u
tdtzludu
4
t=0=u=1

t=1:>u=\/§




Catka krzywoliniowa z pola skalarnego - przyktad

Obliczy¢ catkg krzywoliniowa z funkcji (pola skalarnego): ¢(x, y,z) = 2x+3y -5z + 4

po potokregu o promieniu R = 2 i srodku lezacym w poczatku uktadu wspotrzednych.

N

L
R
C

A 4




Obliczy¢ cyrkulacje z funkcji wektorowej (pola wektorowego):
F=[2xy+z, 3x—4yz, zsinxy]

po okregu o promieniu R = 2 i srodku lezacym w poczatku uktadu wspotrzednych.

N
y -
X = Rcos@ dx=x'(0)d0 =—-Rsingdo

y L: YEERIAE dy=y'(#)dé =Rcos6do
. = dz=0
© £ —nt<O<Tm

\/ e di =[-Rsin@do, Rcos@dd, O]
ﬁ-cTi=_[[2xy+z, 3x—4yz, zsinxy]-[-Rsin@dd, Rcosfdo, 0]=
L L

:I[Zchosé?sinH, 3Rcosa, 0]-[—Rsin9d9, Rcos@d@, 0]=
L

I -2R3sin? @ cos @ + 3R? cos? 6’)d<9

B Y7 _[coszedez
u=siné@
du=cos@dao

J'sinz 6cosfdo =

S A e i PR
= Ju Qu=2u"+C=28iN"0+C 0529 = cos? @—sin? 6 = 2cos? -1

cos’ 6 = %(1+ c0s20)
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Zadanie 1 - catka powierzchniowa z pola skalarnego po obszarze prostokatnym

o(x,y)=2x* +3xy - y* e
<"y =43
yA 3/ 2
”gp(x,y)ds:j(j(sz+3xy—y2)dedy:
S 0\O
; Al anEe :
= —X3+—X2y—Xy2j dy:
o\3 2 0
> I S
1 P s el TR L i s Y
y 1132 7 y—-2y° |dy
2 X 3016 16 R
X X = || =+6y—-2y* |[dy=| —y+3y*—=y° | =
1 : !(3 y yjy(:gy y BVJO
16

=?3+3-32 —%-33 =16+27-18=25
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Zdanie 2 - catka powierzchniowa z pola skalarnego po obszarze tréjkatnym

o(x, y)=2x* +3xy — y°

s 5 y=ax+Db
oS 3
g-J0=x< 3y+2 y =~ x+3
0<y<3 3
- —x=3-y
2
X =§(3— y)=—2y+2

HQKKstI(aj@x2+$wy2ﬁx]dy

0 0

3
=I(gx3+§ﬁy—xfj dy=

0 3 2 0

2( 2 - 2 3 2
=2 -Zy+2| +=|-Zy+2| y—-|-=y+2 |y’ [dy=
!{3(33/ ) 2(3y jy(sy jy !
t=—§y+2

0 2
- dt——gdy —e31 2300 3t g) o L2t 43) [di=
33 2713 2
dy=-—dt
K3




Zadanie 3 — obliczanie strumienia pola wektorowego przez powierzchnie prostokata

3

N
w

N
<
N
o
<
Il
l
<
Il
H
oo

0 e e (0<x<2 aH
e xz(y—zilz 8:403)3(’33 ds=[0, 0, ds]=[0, 0, dxdy]
3xz+y° Z sl
. : B an e
JIVd_ézjj x>-2yz|{ 0 |=
y1 3 *|3xz+y’ ||dxdy|
:_”((xy—z)-0+(x2 —2yz)-0+(3xz+y2)-dxd y)z
3 352 32 8 5
:”(3x-0+y2)dxdy:”yzdxdyzjyzx‘ dy =
S 00 00 0 ¢
3
J
0

w

o
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Zadanie 4 - obliczanie strumienia pola wektorowego przez powierzchnie kofa

Xy — Z
V =| x%-2yz
| 3xz+Yy? |

yA

(A
%




Catka powierzchniowa z pola skalarnego - przyktad

o(X,y)=2x+4y—xy
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Catka powierzchniowa z pola skalarnego - przyktad

o(X,y)=2x+4y—xy

y:ax+b:—gx+3

(2]

X, XoY)




Catka powierzchniowa z pola skalarnego - przykiad

px y)=2x* +3xy — y? .. [0sxs2
|0<y<3

vt ”§D(X, y)dS=ﬂ(2x2+3xy—y2)ds=

wm
Il

3 3

=( E+6y—2y2Jd)’=[E)’+3y2——yg)
L3 3
%3 3 32—2 3°-0+0-0=16+27-18=25

0
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Catka powierzchniowa z pola skalarnego - przyktad

o(X,y)=2x+4y—xy
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Catka powierzchniowa z pola skalarnego - przykfad

3
LLEN » 3:
¢(X1 y): 2%° +3xy— y2 £ X+3=y
3
S:<OSXS—§y+2 —Ex:y_3
yi 0<y<3 X:_§y+2
X 2 ”(p(x’y)d5=”(2xz+3xy_y2)dS:
S / :j_ _3J.(2X2+3Xy_y2)dx B
O et
y - —Ey+2
Xy 2 X > :.; §X3+gyX2—y2on dy=

3D g 2 - 2
e e Vit = ST Rty & p N T W Bl B
b3(3yj2y(3y)y(3)/jy
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Catka powierzchniowa z pola wektorowego - przykiad

R X 7 0<x<2
V =| x?-2yz Sl =
3xz+Y? | Lz
y1 [[V-ds
S
3 ds=[0, 0, ds]
i xy z
S ” x° —2yz [O 0, ds] ”(O+O+(3xz+y )ds) ”yzds_
*|3xz+y’
> =3.[jy2dx}dy=j(y2jdx}dy:
2 X o\ 0 0 0
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