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1. Matematyczny aparat teorii pola 

 

1.2. Operacje różniczkowe na polach 
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1.2.1. Pole skalarne 
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1.2.2 Pole wektorowe 
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1.2.3. Pochodne kierunkowe i cząstkowe 

Pochodna kierunkowa 
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1.2.4. Różniczka pola skalarnego  

Wektorowy przyrost 
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1.2.5. Gradient 


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Właściwości 

 
• gradient wskazuje kierunek 

najszybszego wzrostu pola 

 

• wartość gradientu jest miarą szybkości 

narastania pola 

 

• gradient jest prostopadły do powierzchni 

 = const  (powierzchnie ekwiskalarne) 

      Dowód: 
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1.2.6. Operator nabla (Hamiltona)  
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Działanie operatora nabla na pole skalarne 
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Analogia do mnożenia wektora przez skalar, ale: 

                                                                             ! 

„Mnożenie” operatora przez funkcję nie jest przemienne! 
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1.2.7. Działanie operatora nabla na pola wektorowe 

Mnożenie skalarne – dywergencja (źródłowość, rozbieżność) 
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Przykłady 

1. Obliczyć gradient  pola skalarnego  
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Przykłady 

2. Obliczyć dywergencję pola wektorowego    
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3. Obliczyć rotację pola wektorowego    
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Przykłady 
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Przykłady 

4. Wykazać, że dla dowolnych pól           zachodzi tożsamość: 
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Przykłady 

2. Obliczyć dywergencję pola wektorowego 
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3. Obliczyć rotację pola wektorowego 
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1.2.8. Operacje różniczkowe drugiego rzędu 

laplasjan 

 
                                                      (operator skalarny!)  
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Dywergencja z gradientu (laplasjan) 
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Laplasjan pola wektorowego 
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v

v

v

zzz

yyy

xxx

z

y

x


Analogicznnie do mnożenia skalara przez wektor 

1.2.8. Operacje różniczkowe drugiego rzędu 
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   

0

0

0

0
ˆˆˆ

  ,  ,  ,  ,gradrot

22

22

22





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















































































































































































































xyyx

zxxz

yzzy

xyyx

zxxz

yzzy

zyx

zyx

kji

zyxzyx


















Rotacja z gradientu 

1.2.8. Operacje różniczkowe drugiego rzędu 



19 

   
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
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
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

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

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


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


















yz

v

xz

v

xy

v

zy

v

zx

v

yx

v

y

v

x

v

zx

v

z

v

yz

v

y

v

x

y

v

x

v
x

v

z

v

z

v

y

v

zyx

vvv

zyx

kji

zyx
vv

xyzxyz

xyzxyz

xy

zx

yz

zyx



1.2.8. Operacje różniczkowe drugiego rzędu 

Dywergencja z rotacji 
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   

    vvv

vvv







 divgradrotrot

Rotacja z rotacji 

1.2.8. Operacje różniczkowe drugiego rzędu 
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Operacje różniczkowe na polach - podsumowanie 























zyx
  ,  ,

Operacje I rzędu 

 


grad

vv


div

vv


rot

Operacje II rzędu 

   graddiv

     Operator 

 
            nabla: 

 

 

 

 

          laplasjan: 

2

2

2

2

2

2

zyx 














  0gradrot 

  0rotdiv v


    vvv


 divgradrotrot
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Przykłady 

1. Obliczyć gradient  pola skalarnego  












































zyxzyx


   ,  ,  ,  ,grad



zy

zx
zyx






3

2

4

32
),,(

Rozwiązanie 

zyzy

z

zy

x

xzy

zx

xx 



































33

2

33

2

4

2

4

3

4

2

4

32

 
2

23

2

3

2

12
4

32

4

32
y

zy

zx

zy

zx

yy

































   
   23

32

23

23

3

2

4

2432

4

32146

4

32

zy

zyzx

zy

zxzyz

zy

zx

zz 



































Odpowiedź 

    

























23

32

23

2
2

3
4

2432
  ,

4

32
12  ,

4

2
grad

zy

zyzx

zy

zx
y

zy

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Przykłady 

2. Obliczyć dywergencję pola wektorowego 

Rozwiązanie 

z

y

z

xy

xx

Vx 44











Odpowiedź 

   







  xzyyxe

z

xy
V yz 5ln2,2cos3,

4

z

V

y

V

x

V
VV zyx

















div

         

        yyzxeyxeyxze

yxeyzxeyxe
yy

V

yzyzyz

yzyzyzy

2sin22cos32sin62cos3

22sin32cos32cos3

















  
z

y
x

xz

y
xzy

zz

Vz 2
5

5

2
5ln2 










    yyzxe
z

y
V yz 2sin22cos3

6
div  


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3. Obliczyć rotację pola wektorowego 

Rozwiązanie 

   







  xzyyxe

z

xy
V yz 5ln2,2cos3,

4

 


































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
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
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








y

V

x

V
x

V

z

V

z

V

y

V

VVV

zyx

kji

VVV
zyx

VV

xy

zx

yz

zyx

zyx

ˆˆˆ

,,,,rot


   xzxzy
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Vz 5ln25ln2 









   yxyeyxe
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V
yzyzy

2cos32cos3  









2

44

z

xy

z

xy

zz

Vx 









 
z

y

xz

x
yxzy

xx

Vz 2

5

5
25ln2 










   yyeyxe
xx

V
yzyzy

2cos32cos3  









z

x

z

xy

yy

Vx 44











   

 


































z

x
yye

z

y

z

xy

yxyexz

V

yz

yz

4
2cos3

24

2cos35ln2

rot
2


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Przykłady 

4. Wykazać, że dla dowolnych pól           zachodzi tożsamość: 

Rozwiązanie 

  VVV


div graddiv  

V


 ,

         

z

V
V

zy

V
V

yx

V
V

x

V
z

V
y

V
x

VVVV

z
z

y

y
x

x

zyxzyx
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
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


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
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
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







                         

,,divL


Rozpisujemy lewą stronę: 

Rozpisujemy prawą stronę: 

 

z

V

y

V

x

V

z
V

y
V

x
V

z

V
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x

V

zyx
VVVVV
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









































                         

,,,,div gradP


Stwierdzamy, że L = P 

Tu korzystamy ze wzoru na pochodną iloczynu 

( nie jest stałą, więc nie można prosto 

wyciągać przed znak pochodnej!) 
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Zadania do samodzielnego przerobienia 

V


 ,

 yzxy
zy

xz
2ln3

4
2

3





























y

z
x

y

zx
xV yz

2
sin4,

3

2
,e4 3

 

 

Dane są pola: 

 

skalarne 

 

 

i wektorowe 

 

 

1. Obliczyć gradient pola  

2. Obliczyć dywergencję pola  

3. Obliczyć rotację pola 

4.  Wykazać, że dla dowolnych pól           zachodzi tożsamość: 

 



V


V


  VVV


rot gradrot  


