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1. Matematyczny aparat teorii pola

1.2. Operacje rozniczkowe na polach



1.2.1. Pole skalarne

Pole skalarne

— funkcja odwzorowujgca pewien obszar przestrzenny € na zbior liczb rzeczywistych

(ewentualnie zespolonych - pole zespolone)

p=p(P), PeQ, @peR

We wspotrzednych kartezjanskich:

@ =@(X,Y,2)




1.2.2 Pole wektorowe

Pole wektorowe

— funkcja odwzorowujgca pewien obszar przestrzenny €2 na zbiér wektorow

V =V(P), PeQ

We wspotrzednych kartezjanskich: 7
Ve (x,y,2)] .
V =V(x,Yy,2) =|V,(X,Y,2) )
V(X% Y,2) | o




1.2.3. Pochodne kierunkowe | czastkowe

Pochodna kierunkowa

Pochodne czastkowe

AT O s = 9P 0P

or ox
RN g o e
or oy

i o San A

or o0z



1.2.4. Rozniczka pola skalarnego

do=22dx+2dy+ 224

OX oy 0Z
Gradient Wektorowy przyrost
argumentu
=i, 34 op O 6goﬂ s
rade = ; , s
grade {ax o GZJ dr=[dx,dy,dz]
czyli

op O¢@ O
dop = : : dx, dy, dz|=qgradep-dr
@ [8x ~ 62}[ y, dz]=grady



1.2.5. Gradient

— op O O
rade = , ,
g { OX oy oz }

Wilasciwosci

» gradient wskazuje kierunek
najszybszego wzrostu pola

» wartos¢ gradientu jest miarg szybkosSci
narastania pola

» gradient jest prostopadty do powierzchni
@ = const (powierzchnie ekwiskalarne)
Dowod:

dep =gradp-dr
p=const = de=0

gradgp-dr =0 = ﬁ¢id_F



1.2.6. Operator nabla (Hamiltona)

v o | o | o
oX oy 0z
Dziatanie operatora nabla na pole skalarne
3 G050 o o o op O O TS 1

oy o x oy &

Analogia do mnozenia wektora przez skalar, ale:

Vo=V |

,Mnozenie” operatora przez funkcje nie jest przemienne!



1.2.7. Dziatanie operatora nabla na pola wektorowe

Mnozenie skalarne — dywergencja (zrodiowos¢, rozbieznosé)

) avz_avy

I ]k oy oz

rOtV:ﬁxV:{a, 8’ a}<[VX vy Vz]: 6 0 0 _ Ny OV,
OX oy oz oXx oy oz oz  OX

Vx Vy vV, aV)/_avx

oX oy



Przyktady

2
1. Obliczy¢ gradient pola skalarnego (X, Y, z) = ZXJ,;BZ
4y~ + 2
gradwzﬁgp: a, 8, a gp: a_¢’ 8(0’ 5€0
ox oy 0L ox oy oz
O 0" 2% 3255 L 2x+322)— 2
OX Ox 4y°’+z Ay’ +17 0OX 4y° +7
op 0 2x+3z° oL 5 1 I s , 2X+3z°
= =2X+32° |— =12X+3z2° | — 4y° +17)=-12
oy Oy 4y’+1 ( )ay4y3+z ( { (4y3+z)2j5y( X ) : (4y3+z)2
3 8 2 2 a 3
a_¢:£2x+322 :(4y +z)az(2x+32 )_(2X+3Z )52(4y “LZ):6z(4y3+z)—1(2x+322):—2x+24y3z+322
oz 01 4y*+z (4y3+z)2 (4y3+z)2 (4y3+z)2
S 2X+3z°  —2x+24y°z+3z7°
gradp = | ———, -12y° ST ; : 2
4y" +1 (4y +z) (4y +z)
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Przyktady

2. Obliczyé dywergencje pola wektorowego V = {ﬂ, 3xe " cos(2y), 2y In(5xz)}
z
5V
divv =V -V = L7} b/ VAR B AT
ax OX ay 0z

oV, 0 4xy G
X OX Z Z
oV

R [ YR R
— =—3xe " cos(2y)=3x| cos(2y)—e ™ +e™* —cos 2yj:3x—zcos 2yle " —2e " sin(2y))=
= 2 3ve 7 cosl2y) -3 cos(zy) e e L cosf2y) | - zeos(zy 2y)

= —3xe " (zcos(2y)+2sin(2y))

oV 0 2y
L =—2vIn(bxz)=2 —5x——
0z 0z y ( ) y 5xz Z

divV = 6—Zy —3xe " (zcos(2y)+ 2sin(2y))
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Przyktady

- | 4X i
3. Obliczy¢ rotacje pola wektorowego  V = [Ty 3xe ™ cos(2y), 2y|n(5xz)}
v, &, |
A e oy oz
oV =i =2, 20 LN, vy, V| O O OV S U
oX oy oz oX oy oz oz  OX
Vo V, V| |9V v,
A =i2yln(5xz)=2In(5xz) O 7Y
oy
oV 0 . 4
—L = —3xe " cos(2y)=—3xye " cos(2 oV
oz Oz 2y) 2y) 2In(5xz)—a—y
oV, _ 04y 4xy oy
A A z° oV = 7 ox
oV
o =i2yln(5xz)=ﬂ 503
OX  OX X | X oy |
oV

Oy (50 _3g¥
= e cos(2y)=3e ™ cos(2y)

oV, 0 4xy 4x
oy oy z /4




Przyktady

4. Wykazac, ze dla dowolnych pdl go,\7 zachodzi tozsamos¢:

div(pV )=V - grade + ¢ divV

0 0

divigV )=diviplv,, Vv,, v,])=div(pv,. ov,. govz]):§(¢VX)+5(¢Vy)+§(¢VZ)=

13



Przyktady

2. Obliczyé dywergencije pola wektorowego  V = {ﬂ, 3xe " cos(2y), 2y In(5xz)}

Z

Rozwigzanie
o oV
divV:V-VzaVX A0
ox oy oz
oV, 0 4xy 4y

oX OX 1 Z

oV
Y i(Sxe‘yZ cos(2y))=3xe*(— z)cos(2y)+ 3xe " (—sin(2y))- 2 =

oy oy
— —3xze " cos(2y)-6xe ™ sin(2y) = —3xe **(z cos(2y)+ 2sin(2y))
VT VA

gk s (2yIn(5xz))= e

Odpowiedz

divV = 6_Zy —3xe*(zcos(2y)+ 2sin(2y))
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3. Obliczyé rotacje pola wektorowego V = {ﬂ, 3xe " cos(2y), 2y In(5xz)}

Z

Rozwiazanie oV, oV,
g A L D )
E{V:ﬁx\7= 0 ’ 0 , 0 v Vy, Vz]: 0 o0 0O 5Vx_8Vz
ox oy oz ox oy oz 0z  Ox
VX Vy VZ 8Vy S GVX
B g BX 2 9
=—2YyIn(5xz)= 2In(5xz k X
St (6xz)=2In(5xz)
oV 8 ]
6_V = a£3xe‘yZ cos(2y)=—3xye " cos(2y)
21 02 2 In(5xz)+ 3xye™” cos(Zy)
OV, 04xy  Axy ot/ ey
oz o1 2 z° s 3 z° _ Z
oV, 0o 2y
z _ Z oy 2y — =—
x X i y 5%z 54z —3ye™” COS(Zy)__
Mg i et e : _
OoX  OX
oV, el 4xy 4x .
oy 3)’ z 1z



1.2.8. Operacje rézniczkowe drugiego rzedu
Dywergencja z gradientu (laplasjan)

dlv(grad¢)= (qu) {a’ 0 aHaq)’ op. 8(0}:

OX oy oz oX oy 0z

_00p 00p 080p_ 82g0 azgo 0%
X OX ayay e ay2 e

laplasjan
2 2 2 2
A=V = 9 + 9 + 9 (operator skalarny!)
ox* oyt ozt

czyli: q iv(gr_ad'(p) — Ag
16



1.2.8. Operacje rézniczkowe drugiego rzedu

Laplasjan pola wektorowego

AV
AV
AV,

‘H i

2
0°V,

_|_

2
0°V,

_|_

2
0°V,

ox?
82vy

oy *
azvy

0z°
szy

OX?
o4V,

_|_

_|_

oy *
o4V,

_|_

_|_

oz°
o4V,

Ox?

oy *

0z°

Analogicznnie do mnozenia skalara przez wektor




1.2.8. Operacje roézniczkowe drugiego rzedu
Rotacja z gradientu

oiaradg) - x(Fo)-| 2. 2. 2|22 22, Jof
X Z X Z

(0 0p 00p| |0 09
oy 0z oz oy | |oyor 8y | g
0 O0p O O 0’p O°p

ox oy oz| |azox ox oz 010X X6z

op O O 0 Op 0O O¢ 0% 7 o0’ 0

OX o0y oz| | OXOy Oy OX| | Oxoy Oyox
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1.2.8. Operacje rozniczkowe drugiego rzedu
Dywergencja z rotacj|

Vol
1

<

k
oz OX oy 0z
Vy Vy v, o

i
_(%»Xv):a’a,a.a 0 :8 O 0 || 0V 0V
OX oy 0Oz||ox oYy

e 40 sz_avy +8 OVy 0V, +8 avy_c’?vx 5
ox\ oy oz oy\ 0z oX oz\ ox oy

& GO 0%V, A o°v, 8%V, s o°v, 0%, A
OX0y OXO0Z 0YyoZ ©OyoXx OIox 0zoy
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1.2.8. Operacje rézniczkowe drugiego rzedu

Rotacja z rotacl

E ———

roi(roiv): grad(divy)— AV

V<[V x7)= (7 .7)- v

20



Operacje rozniczkowe na polach - podsumowanie

Operacje | rzedu

Operacje Il rzedu

Operator
nabla:

v 8’ (’3’ o,
OX oy o0z
laplasjan:

2 2 2

A= < St Z St 2 5

oX°~ oy° oz

div(ﬁgo): A@
rot(grady)= 0
div{rotv )= 0

=

rotlrotv )= gradi(div¥)— AV

21



Przyktady

2
1. Obliczy¢ gradient pola skalarnego (X, Y,2) = 24XJ3T3Z
y® +2
Rozwigzanie
OX 0oy oz OX oy oz

dp 0 2x+3z° 0 2x 1 QZYe ) AP
ox oOx 4y*+z ox\4y’+z 4yP+z) 4yP+z

op 0 (2x+3z° 2X +32° .

oy oy\ 4y +z (4y3+z)

op 0 (2x+3z%) 62(4y3 +z)—1(2x+322) _ —2x+3z° +24y°z

e by +2f ' eef

Odpowiedz

, 2X+32° —2x+3z°+24y°z
s B )

—d TR y
grade 4y° +7 y (4y3+z)2 (4y3+z)2




Przyktady

2. Obliczyé dywergencije pola wektorowego  V = {ﬂ, 3xe " cos(2y), 2y In(5xz)}

Z

Rozwigzanie
o oV
divV:V-VzaVX A0
ox oy oz
oV, 0 4xy 4y

oX OX 1 Z

oV
Y i(Sxe‘yZ cos(2y))=3xe*(— z)cos(2y)+ 3xe " (—sin(2y))- 2 =

oy oy
— —3xze " cos(2y)-6xe ™ sin(2y) = —3xe **(z cos(2y)+ 2sin(2y))
VT VA

gk s (2yIn(5xz))= e

Odpowiedz

divV = 6_Zy —3xe*(zcos(2y)+ 2sin(2y))

23



3. Obliczyé rotacje pola wektorowego V = {ﬂ, 3xe " cos(2y), 2y In(5xz)}

Z

Rozwiazanie oV, oV,
g A L D )
E{V:ﬁx\7= 0 ’ 0 , 0 v Vy, Vz]: 0 o0 0O 5Vx_8Vz
ox oy oz ox oy oz 0z  Ox
VX Vy VZ 8Vy S GVX
B g BX 2 9
=—2YyIn(5xz)= 2In(5xz k X
St (6xz)=2In(5xz)
oV 8 ]
6_V = a£3xe‘yZ cos(2y)=—3xye " cos(2y)
21 02 2 In(5xz)+ 3xye™” cos(Zy)
OV, 04xy  Axy ot/ ey
oz o1 2 z° s 3 z° _ Z
oV, 0o 2y
z _ Z oy 2y — =—
x X i y 5%z 54z —3ye™” COS(Zy)__
Mg i et e : _
OoX  OX
oV, el 4xy 4x 5
oy 3)’ z 1z



Przykiady

4. Wykazac, ze dla dowolnych pol ¢, V zachodzi tozsamosc:

div(pV )=V - gradg + ¢ divV

Tu korzystamy ze wzoru na pochodng iloczynu

Rozwigzanie (¢ nie jest stafa, wiec nie mozna prosto
wyciggac przed znak pochodnej!)
Rozpisujemy lewa strone: l
L:div(q)\7)=§-[¢vx, oV, ¢VZ]:Q(¢VX)+£(¢V )+£(¢VZ):
X OX oy 7 oz
oV
a(DV 7% 6¢Vy+¢_y S a—(DVZ+¢6VZ
OX OX oy oy 0z 0z

Rozpisujemy prawg strone:
L a oV
P =V .gradp+pdiw =|,, V,, v]{ ®. 8(0}_{0[8%(_'_ y+avzj:

O A0y B2 oXx oy oz
oV
=Xl a¢+V a(D+V 9, + goavx+go y+(pavz
OX Yoy 0z OX oy 0z

Stwierdzamy, ze L =P 25



Zadania do samodzielnego przerobienia

Dane sg pola:

47 —x°
skalarne @ = ——3xyIn(2yz)
y +2

| wektorowe V =| 4xe®”?, X+22, 4xsin L
3y 2y

1. Obliczy¢ gradient pola ¢
2. Obliczyé dywergencje pola V
3. Obliczy¢ rotacje pola \/

4. Wykazac, ze dla dowolnych pol ¢,\72achodzi tozsamosc:

rot(V )= gradgp <V + ¢ rotv
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