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1. Matematyczny aparat teorii pola

1.1. Algebra wektorow



Do czego potrzebna jest nam algebra wektorow?

Fizyczne wielkosci mogg by¢ skalarami lub wektorami (sg tez inne typy
wielkosci fizycznych, ale nie bedziemy ich potrzebowac).

Wielkosci skalarne sg opisywane liczbg rzeczywistg (czasem zespolong).
Sg to np.. masa, energia, temperatura, cisnienie, tadunek elektryczny,
napiecie, natezenie pragdu, strumien magnetyczny.

Wielkosci wektorowe to takie, ktore wyrozniajg pewien kierunek w
przestrzeni. Sg to np.: predkosc¢, przyspieszenie, sita, ped, moment sity,
moment pedu.

Do opisu pola elektromagnetycznego niezbedne sg co najmnie] dwa
wektory: natezenie pola elektrycznego E iindukcja magnetycznaB .

Poza nimi stosuje sie tez wiele innych wektorow zwigzanych ze zjawiskami
elektromagnetycznymi.



1.1. Algebra wektorow

1.1.1. Podstawowe pojecia
Wektor

- jest to uporzadkowana para punktow (definicja geometryczna)

o B (koniec wekt '
(koniec wektora) Stosowane oznaczenia:

B ——

AB, a, a, a

A (punkt zaczepienia)

Cechy wektora:
wartosc, kierunek, zwrot, punkt zaczepienia



1.1. Algebra wektorow

1.1.1. Podstawowe pojecia 2]
Wspolrzedne kartezjanskie wektora F-
T
k-~ ::*"“'

(X e e st Vi B R Y ) : - < \x\\“x\
i J \*‘E\

Niech: & =AB ’ y
Wspotrzedne kartezjanskie wektora: Uktad wspotrzednych kartezjanskich
ad, = Xg — Xa, dy =Yg~ Ya, A, =Zg —Zp

Notacja: é:[x, a,, a] =a,l+a J+ak

gdzie = [1, 0, 0], j = [O, 1, O], Kk = [0, 0, l]

wektory jednostkowe (wersory) uktadu kartezjanskiego



1.1. Algebra wektoréw

1.1.1. Podstawowe pojecia

Wartos¢ (modut, dlugos¢, norma euklidesowa) wektora

Niech: a=[a,, a, a,]

|é’|sa=\/a§+a§+a22

Wazna wtasnos¢ wartosci wektora:

- jest ona niezalezna od przyjetego uktadu wspotrzednych (czyli jest niezmiennikiem
translacji i obrotow uktadu)



1.1. Algebra wektorow

1.1.2. Dziatania na wektorach

Suma (ztozenie)

Niech: a=|a,, a,, a,] b=[b, b, b]

§+6:[ax+bx, a, +b az+bz]

V. s

Interpretacja geometryczna




1.1. Algebra wektoréw

1.1.2. Dziatania na wektorach

lloczyn wektora przez liczbe

Niech: d=a,, a,, a,] ce®

cé:[cax, ca caz]

y’

Interpretacja geometryczna

Qy
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1.1. Algebra wektorow

1.1.2. Dziatania na wektorach

Réznica

Niech: &=|a,, a,, a,] b=[b, b, b]

§+(—16)= [ax T

—b :

Q|

Interpretacja geometryczna

a-—>nb

11



1.1. Algebra wektorow

1.1.2. Dziatania na wektorach

lloczyn skalarny

Niech: &=|a,, a,, a,] b=[b, b, b]

—

a-b=abcosa=a,b, +a,b, +a,b,

Interpretacja geometryczna

12



1.1. Algebra wektorow

1.1.2. Dziatania na wektorach

lloczyn wektorowy

Niech: a=[a,, a,, a,] b=[b, b, b]




1.1. Algebra wektorow

1.1.2. Dziatania na wektorach

Obliczanie iloczynu wektorowego

Niech: &=[a,, a,, a,} b=[b, b, b,]

e e
— a- a A a. a A a a- o}
e y Z | X z| X y
== = — k =
axb=ja, a, a, b, b, | e ]+ b, b,
Iy e
_aybz —a,b, :

- (aybZ —a,b, )iA—(aXbZ —a,b, )]+ (axby ] aybx)lz =| a,b, —a b,
_axby —aybx_




1.1. Algebra wektorow

Zadanie

Dane sg nastepujace punkty: A (1,1,3), B (1,-1,2), C (2,3,0).

a) Obliczy¢ wspodtrzedne i moduty wektorow AB, BC, AC .

b) Wykonac dziatania: AB+ BC, 5AB, AC-AB.

c) ObliczycC AB-AC ikat o miedzy tymi wektorami

d) Obliczy¢ ABx Ké. Udowodnic prostopadtosc¢ obliczonego wektora do wektorow
AB, AC . Obliczy¢ pole powierzchni trojkata AABC.
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llustracja zadania
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a) Obliczy¢ wspodtrzedne i moduty wektorow AB, BC, AC

AB

X

AB| =yg—y,=-1-1=-2

AB

yA

 ——

AB =

 —

BC =

=== =l =1=10

L — R

ACE 2 =

0, -2, -1]=0i-2j-1k=—-2]-k

2 s mra (=) S0l [f . 5 ol

A(1,1,3),B (1,-1,2), C (2,3,0).

AB| =02 +(=2) + (-1 =5

e

BGL= JIZen T (oY Lo

—_—

AC :\/12 +22 +(-3) =414
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b) Wykona¢ dziatania: AB+BC, 5AB, AC-AB.
AB=[0; w2 T=1] BC=[L, 4 -2] Ac=[ 2 -3]

AR+ BEE 0T o o Tl i il

5AB=5[0, -2, -1]=[5-0, 5-(-2) 5:(-1)]=[0, -10, -5]

AC-AB=[1-0,. 2-(-2) -3-(-1)]=[L 4, -2]



c) Obliczyc¢ AB-AC | kat ¢ miedzy tymi wektorami

AB-AC =

AB‘ ‘AC‘ cosa

AB-AC =

AB-AC =

AB) (ac).+(aB) (ac), - (a8 lac].

0-1+(=2)-2+(~1)-(=3) = -1

AB-AC =7 1

= e UdilS

ey e e £
‘ABHAC‘ J5.414 70

a = arccos(—0,1195) = 96,9°

AB=[0, -2, -1]

AC=[, 2, -3
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d) Obliczyé,a?;x AC. Udowodnié prostopadtos¢ obliczonego wektora do wektorow ,ﬁ?; AC .

Obliczy¢ pole powierzchni tréjkata AABC.
DR e Y S VR

ABx AC =[085 = 1] 2k =gl=10" —phidl =T | i
AC=[, 2, -3]

P, zg\ﬁxx{:
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1.1. Algebra wektorow

Zadanie do samodzielnego rozwigzania

Dane sg nastepujace punkty: A (2,-3,1), B (3,4,2), C (5,1,-2).

a) Obliczy¢ wspodtrzedne i moduty wektorow AB, BC, AC .

b) Wykonac dziatania: AB+ BC, 5AB, AC-AB.

c) ObliczycC AB-AC ikat o miedzy tymi wektorami

d) Obliczy¢ ABx Ké. Udowodnic prostopadtosc¢ obliczonego wektora do wektorow
AB, AC . Obliczyé pole powierzchni trojkata AABC.
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1.1. Algebra wektorow

Rozwigzanie

a) Obliczy¢ wspotrzedne wektorow AB, BC, AC.
A(1,1,3), B(1,-1,2), C(2,3,0)

B —

AB=[Xg ~Xa, Ya—Ya: Zz—2Za]=f1-1 -1-1 2-3]=
=[0s+2. 1]

AB| = \/02 +(=2)% +(-1)° = J5
A

Podobnie: B_(f:[l, 4 —2], ‘B_(f =Jﬂ

Bo= [l % 5] ‘H’::ﬂ
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1.1. Algebra wektorow

b) Wykonaé dziatania: AB+BC, 5AC, AC-AB
AB= [0l 7 2] ABC =i o S A A D g

AB+BC=[0+1, -2+4 -1-2]=f1, 2 -3] (=AC)

S5AC=5[1, 2 -3]=[5-1, 5.2 5.(-3)]=[5, 10 -15]

AC-AB=[120,, 2-(2) 3= cul=l 4. 22 E=BC)
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VN (8 b e b Y ey T SO o e T P

AB-AC = AB‘ . }AC‘ cosa
arccos(—0,11952) = 96,86

] k
7 iy 7L J _2 _1_/\ O _1/_\ O _2’\
1 9 3 2 -3 |1 -3 |1 2

=8i-1j+2k=[8, -1 2]

AB-|ABxAC|)==[0, -2, -1]-[8, -1 2]=0

AC-(ABxAC|)==[1, 2, -3][8, -1, 2|=8-2-6=0

}ABXAC
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1.1. Algebra wektorow
c) ObliczycC AB-AC i kat & miedzy tymi wektorami
AB=[0, -2, -1} AC=[L 2 -3
AB-AC=0-1+(-2)-2+(-1)-(-3) = -1

AB-AC=‘ABHAC‘COSO¢ b s eSSl LY S SE i e ok

‘N’sHA_’c‘ 514 70

a = arccos(—0.1195) = 97°
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1.1. Algebra wektorow

d) Obliczyé ABx AC

AB=[0, -2, -1 AC=[L 2 -3]

0 -2
1782

B =1

=2 =1 A
1..=93

23

ol
-

k=8 —1j+2k =

]+

ABxAC=|10 -2 -1|=

-8 -1, 2]
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1.1. Algebra wektorow

d) (...) . Udowodni¢ prostopadio$¢ obliczonego wektora do wektorow E AC

AB=[0"22,, 21 Ac=l 2. 23] ABxACZ[s,, 21:7]

AB-(ABXAC):[O, -2, —1]-[8, -1, 2]=0-8+(-2)-(-D)+(-1)-2=0

Whiosek: ﬁ i (AB X AC)

AC-(ABxAC)z[l, 2, -3][8, -1 2]=1-8+2-(-1)+(-3)-2=0

Whniosek: AC L (ABx AC)
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1.1. Algebra wektorow

d) (...) Obliczy¢ pole powierzchni trojkata AABC.

ABxAC=[8, -1 2]

S, = %‘ABXAC‘ — %\/82 Ly 2E

= %\/@ ~ 4153
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