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1. Matematyczny aparat teorii pola 

 

1.1. Algebra wektorów 
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Do czego potrzebna jest nam algebra wektorów? 
 

Fizyczne wielkości mogą być skalarami lub wektorami (są też inne typy 

wielkości fizycznych, ale nie będziemy ich potrzebować).  

 

Wielkości skalarne są opisywane liczbą rzeczywistą (czasem zespoloną). 

Są to np.: masa, energia, temperatura, ciśnienie, ładunek elektryczny, 

napięcie, natężenie prądu, strumień magnetyczny.  

 

Wielkości wektorowe to takie, które wyróżniają pewien kierunek w 

przestrzeni. Są to np.: prędkość, przyśpieszenie, siła, pęd, moment siły, 

moment pędu.  

 

Do opisu pola elektromagnetycznego niezbędne są co najmniej dwa 

wektory: natężenie pola elektrycznego      i indukcja magnetyczna    . 

Poza nimi stosuje się też wiele innych wektorów związanych ze zjawiskami 

elektromagnetycznymi.    
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1.1. Algebra wektorów 
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1.1.1. Podstawowe pojęcia 

Wektor  

 - jest to uporządkowana para punktów (definicja geometryczna) 

         A (punkt zaczepienia) 

        B (koniec wektora) 
Stosowane oznaczenia:  

a   ,   ,    ,AB aa


Cechy wektora:  

wartość, kierunek, zwrot, punkt zaczepienia 



1.1. Algebra wektorów 
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1.1.1. Podstawowe pojęcia 

Współrzędne kartezjańskie wektora  

Niech:  

ABABAB         ,       , zzayyaxxa zyx 

AB  a 


Współrzędne kartezjańskie wektora:  

  ,,A AAA zyx  BBB ,,B zyx

 zyx a,a,aa 

   

Notacja:                                                lub 

Układ współrzędnych kartezjańskich 

kajaiaa zyx
ˆˆˆ 



gdzie      1,0,0ˆ       ,0,1,0ˆ      ,0,0,1ˆ  kji

wektory jednostkowe (wersory) układu kartezjańskiego 



1.1. Algebra wektorów 
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1.1.1. Podstawowe pojęcia 

Niech: 

222

   

zyx aaaaa 


Wartość (moduł, długość, norma euklidesowa) wektora     

Ważna własność wartości wektora:  

- jest ona niezależna od przyjętego układu współrzędnych (czyli jest niezmiennikiem 

translacji i obrotów układu) 

 zyx a,a,aa 

   



1.1. Algebra wektorów 
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1.1.2. Działania na wektorach 

 zzyyxx babababa  ,,


   

Suma (złożenie) 

 zyx b,b,bb 

   

Niech:                                    ,  zyx a,a,aa 


Interpretacja geometryczna 

a


b
ba






1.1. Algebra wektorów 
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1.1.2. Działania na wektorach 

 zyx cacacaac ,,

   




Iloczyn wektora przez liczbę 

c

   

Niech:                                    ,  zyx a,a,aa 


Interpretacja geometryczna 

a


ac




1.1. Algebra wektorów 
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1.1.2. Działania na wektorach 

   zzyyxx bababababa  ,,1


   

Różnica 

 zyx b,b,bb 

   

Niech:                                    ,  zyx a,a,aa 


Interpretacja geometryczna 

a


b
 ba






1.1. Algebra wektorów 
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1.1.2. Działania na wektorach 

zzyyxx bababaabba  cos


   

Iloczyn skalarny 

 zyx b,b,bb 

   

Niech:                                    ,  zyx a,a,aa 


Interpretacja geometryczna 

 
a
b





1.1. Algebra wektorów 
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1.1.2. Działania na wektorach 

























xyyx

zxxz

yzzy

zyx

zyx

baba

baba

baba

bbb

aaa

kji

ba

ˆˆˆ


   

Iloczyn wektorowy 

 zyx b,b,bb 

   

Niech:                                    ,  zyx a,a,aa 


Interpretacja geometryczna 

sinabba 


   a


b
ba




 
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Obliczanie iloczynu wektorowego 

 zyx b,b,bb 

   

Niech:                                    ,  zyx a,a,aa 


Metoda rozwinięcia Laplace’a 

     


























xyyx

zxxz

yzzy

xyyxxzzxyzzy

yx

yx

zx

zx

zy

zy

zyx

zyx

baba

baba

baba

kbabajbabaibaba

k
bb

aa
j

bb

aa
i

bb

aa

bbb

aaa

kji

ba

ˆˆˆ

ˆˆˆ

ˆˆˆ

   



1.1. Algebra wektorów 

1.1.2. Działania na wektorach 
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Zadanie 

Dane są następujące punkty:  A (1,1,3), B (1,-1,2), C (2,3,0). 

a) Obliczyć współrzędne i moduły wektorów                             . 

b) Wykonać działania:                                                .  

c) Obliczyć                  i kat   między tymi wektorami 

d) Obliczyć                 . Udowodnić prostopadłość obliczonego wektora do wektorów        

                      . Obliczyć pole powierzchni trójkąta DABC. 

AC   ,BC   ,AB

AB-AC   ,AB5   ,BC AB 

AC   ,AB

AC AB

AC AB 

1.1. Algebra wektorów 
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Ilustracja zadania 
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a) Obliczyć współrzędne i moduły wektorów                              AC   ,BC   ,AB

 
 
  132AB

211AB

011AB

AB

AB

AB







zz

yy

xx

z

y

x
A (1,1,3), B (1,-1,2), C (2,3,0). 

  kjkji ˆˆ2ˆ1ˆ2ˆ01,2,0AB 

    2,4,120,13,12BC 

 3,2,1AC 

    5120AB
222 

  21241BC
222 

  14321AC
222 
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b) Wykonać działania:                                                .  AB-AC   ,AB5   ,BC AB

 1,2,0AB   2,4,1BC   3,2,1AC 

   3,2,121,42,10BCAB 

        5,10,015,25,051,2,05AB5 

      2,4,113,22,01ABAC 
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c) Obliczyć                   i kąt   między tymi wektorami AC AB 

           zzyyxx ACABACABACABAC AB

cosAC ABAC AB



 

 1,2,0AB 

 3,2,1AC 

1)3()1(2)2(10AC AB 

1195,0
70

1

145

1

AC AB

AC AB
cos 









  o9,961195,0arccos 
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d) Obliczyć                 . Udowodnić prostopadłość obliczonego wektora do wektorów                     .        

    Obliczyć pole powierzchni trójkąta DABC. 

AC AB AC   ,AB

 1,2,0AB 

 3,2,1AC 
   























2

1

8

321

120

ˆˆˆ

3,2,11,2,0ACAB

kji

ACAB
2

1
DP
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Zadanie do samodzielnego rozwiązania 

Dane są następujące punkty:  A (2,-3,1), B (3,4,2), C (5,1,-2). 

a) Obliczyć współrzędne i moduły wektorów                             . 

b) Wykonać działania:                                                .  

c) Obliczyć                  i kat   między tymi wektorami 

d) Obliczyć                 . Udowodnić prostopadłość obliczonego wektora do wektorów        

                      . Obliczyć pole powierzchni trójkąta DABC. 

AC   ,BC   ,AB

AB-AC   ,AB5   ,BC AB 

AC   ,AB

AC AB

AC AB 

1.1. Algebra wektorów 
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Rozwiązanie  

a) Obliczyć współrzędne wektorów                             . 

 A(1,1,3),     B(1,-1,2),    C(2,3,0) 

 

 

 

AC   ,BC   ,AB

   
 12,,0      

32,11,11,,AB ABABAB



 zzyyxx

Podobnie:                                         

  14AC    ,3,2,1AC 

  21BC    ,2,4,1BC 

5)1()2(0AB 222 

1.1. Algebra wektorów 
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b) Wykonać działania:                                                .  

 ,12,,0AB   3,2,1AC  ,2,4,1BC 

AB-AC   ,AC5   ,BC AB 

    )AC(   3-21,2-1-42-1,0BC AB 

     15-105,(-3)5251,53-21,5AC5 

    )BC(    241,1)(32)(20,1AB AC 

1.1. Algebra wektorów 
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    134)3()1(2)2(103,2,11,2,0AC AB 

      02,1,812,,0AC ABAB 

 3,2,1AC 

 ,2,4,1BC 

cosAC ABAC AB 

  96,860,11952arccos 

   

 2,1,8ˆ2ˆ1ˆ8

ˆ
21

20
ˆ

31

10
ˆ

32

12

321

120

ˆˆˆ

3,2,11,2,0AC AB





















kji

kji

kji

      06282,1,832,,1AC ABAC 

2

69
AC AB  

2

1
DS



1.1. Algebra wektorów 
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c) Obliczyć                  i kat   między tymi wektorami 

 

 

 

 

 ,12,,0AB   3,2,1AC 

AC AB 

13)(1)(22)(10AC AB 

 1195.0 
70

1
 

145

1
 

AC AB

AC AB
cos        cosAC ABAC AB 







 

o79 )1195.0arccos( 



1.1. Algebra wektorów 
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 ,12,,0AB   3,2,1AC 

d) Obliczyć 

                       

AC AB

 2,1,8

ˆ2ˆ1ˆ8ˆ
21

20
ˆ

31

10
ˆ

32

12

321

120

ˆˆˆ

AC AB

   





















 kjikji

kji
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 ,12,,0AB   ,3,2,1AC 

d) (…) . Udowodnić prostopadłość obliczonego wektora do wektorów                    AC  ,AB

         02)1()1()2(802,1,81,2,0AC ABAB

   



      AC ABAC

   



 21,,8ACAB 

      AC ABAB Wniosek: 

         02)3()1(2812,1,83,2,1AC ABAC

   



Wniosek: 

1.1. Algebra wektorów 
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d)  (…) Obliczyć pole powierzchni trójkąta DABC. 

 

 

 

 

153,469
2

1
2)1(8

2

1
AC AB

2

1 222 DS

 2,1,8AC AB 

1.1. Algebra wektorów 


