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Elementy analizy funkcjonalnej



Elementy analizy funkcjonalnej
Wprowadzenie — analogie miedzy funkcjami i wektorami

Wektory w przestrzeni 3D V= B/X, V,, VZ]

Modk = V.0 +V, 0 Y,

lloczyn skalarny: U.V = ‘6”\7‘ cosa =U,V, +UV +U)\V,

Whioski: \

1.6y ULV (@=90") = cosa=0 =|[U-V=0]
1

Warunek ortogonalnosci wektorow




Elementy analizy funkcjonalnej
Wprowadzenie - analogie miedzy funkcjami i wektorami

Wektor jako funkcja zmiennej dyskretnej

Niech: V(@Q)=V,, V(2)=V,, V(3)=V

Yy z

—

czyli: V=N@), V(2), VQB)=V(), k=123 VeR

Whiosek: Wektory w przestrzeni 3D mozemy formalnie uwazac za funkcje, ktérych
dziedzing jest zbiér {1, 2, 3}, a przeciwdziedzing zbior liczb rzeczywistych.

A
V(k)
b
2
1l Wektor V =[2, 3, 15] jako
funkcja przedstawiony na wykresie.
1 2 3 k.



Elementy analizy funkcjonalnej
Wprowadzenie - analogie miedzy funkcjami i wektorami

Modut i iloczyn skalarny wektora w zmodyfikowanym zapisie

’\7 V)P + (V) +VE) = \/ > (V(k))

k=1

U-V=(UV)=U@LN@Q)+U(2V(2)+UBN{3)=
0

Symbol Diraca na oznaczenie iloczynu skalarnego (,braket’)

U (kM (k)

3
k=1

Zwigzek modutu z iloczynem skalarnym w zmodyfikowanym zapisie:

V- 79



Elementy analizy funkcjonalnej
Wprowadzenie - analogie miedzy funkcjami i wektorami

Wektory w przestrzeni N-wymiarowej jako funkcje

V=NOV(2)..,V(N)]=V(k), k=12..,N, VeR

ot = UG+ VP v T = Sl

k:

[

lloczyn skalarny:

UV)=U@N@Q)+U@2NV(2)+..+UNN(N) iu(k)\/(k)

k=1
A
V(k)
3 °
12E Wektor w przestrzeni 6-wymiarowej
i“ ] przedstawiony na wykresie.
0.5 4

| L > V=[2 3 15 -1 05, 1]
1 2 3 4 5 6 k

-1




Elementy analizy funkcjonalnej
Wprowadzenie - analogie miedzy funkcjami i wektorami

Wektory w przestrzeni nieskonczenie wymiarowej (ciaqgi)

V=NOV(2)..Vk).]=VEK), k=123.. VeR

lloczyn skalarny:

UN)=UN @)+ U@V @)+ +U KN K)+.. = S UKV ()

: Wektor w przestrzeni nieskonczeniewymiarowe)
.. przedstawiony na wykresie (ciag geometryczny
w4 oilorazie q = 0,8)




Elementy analizy funkcjonalnej
Wprowadzenie - analogie miedzy funkcjami i wektorami

Funkcie jako wektory

1,1

V=V(x), XeR, VeR e
warto$é funkcji = §§
= wartos¢ wspotrzednej 0.3 ]
wektora o \

o /]\ 1 X 2 3

argument funkcji = ,numer” wspétrzednej wektora

N
X2

Norma funkgji V(x) na przedziale [X,, X,]: ”\/”: jVZ(X)dX
X1

—
lloczyn skalarny funkgji U(x), V(x) na przedziale [Xy, X]: <U V> = j U (X)V(x)d x

\_ X

N

Funkcje U(x), V(x) nazywamy
ortogonalnymi na przedziale [x;, X,] gdy: <U |V> =0

V.




Elementy analizy funkcjonalnej
Podstawowe pojecia analizy funkcjonalnej

Funkcjonat — jest to odwzorowanie zbioru funkcji lub wektorow (w $cistym znaczeniu
elementow dowolnej przestrzeni wektorowej) na zbior liczb.

Przyktadami funkcjonatow okreslonym na zbiorze funkcji moga by¢ catka oznaczona,
norma funkcji, iloczyn skalarny funkciji.

Niech f(x), g(x) sg funkcjami rzeczywistymi zmiennej rzeczywistej okreslonymi na
przedziale [Xy, X,]

lloczynem skalarnym funkgji (x), g(x) nazywamy: <f |g) = J' f(x)g(x)dx

X1

Norma (Sredniokwadratowa, euklidesowq) funkcji f(x) nazywamy:

X2

Jf]=(16) = *00dx

X1

Funkcje f(x), g(x) nazywamy ortogonalnymi, gdy [ <f |g> = j f(x)g(x)dx=0 ]
9

X1




Elementy analizy funkcjonalnej
Podstawowe pojecia analizy funkcjonalnej

Uogdlnienie na funkcje zespolonych zmiennej rzeczywistej

Niech f(x), g(x) sa funkcjami zmiennej rzeczywistej o wartosciach zespolonych
okreslonymi na przedziale [x;, X,]

lloczynem skalarnym funkcji f(x), g(x) nazywamy:

X2

(flg)=[f g dx = (flg)=(g|f)

X1

Norma (Sredniokwadratowa, euklidesowa) funkcji f(x) nazywamy:
4 )

111= J11) = [flf o ox
g

10



Elementy analizy funkcjonalnej
Przyktady zastosowania

Poréwnywanie sygnatow

5
44
34

il w b byl ,
S Al

0 100

Na wykresie przedstaW|one sq dwa przebleg| czasowe pewnych sygnatow (mogg to by¢ np.
fragmenty zapisu dzwieku z mikrofonu). Na pierwszy rzut oka wida¢, ze sygnat zaznaczony na
niebiesko jest ,wigkszy” od czerwonego, ale co to doktadnie znaczy? Zauwazmy, ze nie jest tak, ze
wartos¢ bezwzgledna sygnatu niebieskiego jest wszedzie wieksza od wartosci bezwzglednej sygnatu
czerwonego; sg miejsca gdzie jest odwrotnie. Czy mozna nadac tym sygnatom jaka$ miare, dzigki
ktdrej bedzie mozna je obiektywnie poréwnac? Pozornie mogtoby sie wydawac, ze takg miarg moze
by¢ zwyczajna Srednia wartosS¢ sygnatu, ale zauwazmy, ze tutaj oba sygnaty oscylujg wokoét zera i ich
Srednia tez bedzie bliska zeru (niewykluczone, Ze Srednia czerwonego sygnatu mogtaby sie okazac
wieksza niz niebieskiego).

Miarg pozwalajgcg poréwnac te sygnaty jest wtasnie ich Sredniokwadratowa norma, podobnie jak
modut wektora jest miarg pozwalajacg porownywac wielkosci wektorow. Norma Sredniokwadratowa
sygnatu niebieskiego jest na pewno wyraznie wigksza niz czerwonego.

Dzielac norme Sredniokwadratowg przez dtugoS¢ przedziatu catkowania otrzymujemy tzw. Srednig
kwadratowg funkcji na tym przedziale. 11



Elementy analizy funkcjonalnej
Przyktady zastosowania

Porownywanie krzywych doswiadczalnych z teoretycznymi

1 \ \ \

e cksperyment
—teoria 1
—teoria 2

Na wykresie przedstawione sg trzy krzywe
przedstawiajagce  zaleznoS¢ dwoch  wielkosSci
fizycznych — X i y. Linia czarna jest krzywg
doswiadczalng, linie czerwona i niebieska sg
krzywymi wykreslonymi na podstawie dwadch
konkurencyjnych teorii. Wizualna ocena wskazuje,
ze lepiej w krzywg doswiadczalng ,wpasowuje” sie
linia czerwona, ale jak to oceni¢ obiektywnie?
Oceny takiej mozna dokonac obliczajgc normy z
roznicy miedzy krzywa pomiarowg, a krzywymi
teoretycznymi, czyli

|

X

”fD - fT”: j(fD(X)_ fr (%)) dx

X

D w01 o N oo ©o

o

o0 1 2 3 4 5X 6 7 8 9 10 gdze fy to funkcja opisujaca krzywa
doswiadczalng, a f; — teoretyczng. Oczywiscie
im ta norma bedzie mniejsza, tym lepiej (gdyby
krzywe sie pokryty idealnie to norma ta rownataby

sie zeru).
¢ zeru) .



Elementy analizy funkcjonalnej
Przyktady zastosowania

Ostatni przyktad warto przeanalizowa¢ troche doktadniej. Podniesmy wzoér z
poprzedniego slajdu obustronnie do kwadratu i rozpiszmy prawg strone (po drodze
korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia na kwadrat roznicy):

X2 X2
[0~ ol = [(F5 00~ 100 dx= [(£200+ £2(0 -2, (0 £; (9))dx =
X| X
X2 X2 X 5 5
= [fo00dx+ [ 12 0dx=2] fo (0 fr ()dx =] fo |+ [ -2( 5] )
X X X
Jak wida¢ z powyzszego wyprowadzenia, kwadrat normy z roznicy funkcji mozna
zapisac jako sume kwadratow norm z obu funkcji minus podwojony iloczyn skalarny
tych funkcji. Jezeli funkcje sg sobie bliskie (jak na wykresie na poprzednim slajdzie) to
ich normy tez niewiele sie od siebie roznig i o jakosci przyblizenia decyduje ostatni
sktadnik, czyli iloczyn skalarny. Przyblizenie jest wigec tym lepsze im iloczyn skalarny
jest wiekszy (bo przed nim stoi znak minus). Oznacza to, ze sam iloczyn skalarny moze
by¢ rowniez dobrg miarg, ,bliskosci” dwoch funkcii.
(Oczywiscie wzor ten jest stuszny takze w algebrze wektorow i tatwo go skojarzy¢ ze
znanym w geometrii wzorem kosinusow dla trojkatow)

13



Przyktad 1.

Elementy analizy funkcjonalnej

Przyktady rachunkowe

Obliczmy normy funkcji f(X) = X na przedziatach [0, 1], [1, 2] i [0, 2]. Poniewaz normy
tej same] funkcji na réznych przedziatach nie muszg by¢ sobie réwne, wiec dla ich
odroznienia, u dotu symbolu normy nalezy zaznacza¢ dodatkowo o jaki przedziat chodzi.
Aby unikng¢ ktopotliwego i zaburzajacego przejrzystos¢ pisania kazdej fazy obliczen pod
pierwiastkiem obliczamy najpierw kwadraty tych norm, a pdzniej wyciggamy pierwiastek.

1

1
HXH[Zo,l] - sz dx= gxg
0
2 : 1
2 3
- [t n-Lx
1
2
1
= ot on=

0

1

;33

2

1 1 1
5057 = M

01] \/5

— E ~1)= _; / !
= (8 1) = — HXH[LZ] —
2

1g 028 2
A =300 = -2

7 7 . 2 2 2
Zwrocmy uwage, ze HXH[O,Z] - HXH[O,l] +HXH[1,2] ale HXH[O,Z] < HXH[O,l] +HXH[1,2]

Nietrudno wykazac, ze analogiczne zaleznosci obowigzujg dla norm Sredniokwadratowych

z dowolnej funkcii.

14



Elementy analizy funkcjonalnej
Przyktady rachunkowe

Przyktad 2.

Obliczmy norme funkcji f(X) = sin X na przedziale [0, =]. Tak jak poprzednio
obliczymy najpierw kwadrat normy.

2 ¢ 9
0] _£3|n xd X
Catke te najtatwiej obliczy¢ korzystajac ze wzoru trygonometrycznego na cosinus kata

podwojonego:
: : : 1
c0s2X = cos” x—sin® x=1-2sin’x = smzx:E(l—cost)

N4

cos® x =1-sin’x

Zatem:

jsm xd x %!1 c0s2x)d {Idx—fcostdx]:%(x\g

g}:i(n—i(sin 2m-sin O)j =2
] 2\ 2 2

_m
bsl Y2 15

Czyli ostatecznie:




Elementy analizy funkcjonalnej
Przyktady rachunkowe

Przyktad 3.

Obliczmy iloczyn skalarny funkcji f(X) = sin X i g(x) = cos x na przedziale [0, m/2].

/2
(f|g)={(sin x|cosx>[oﬂ/2] = jsin Xcos X d X
0

Te catke mozna obliczy¢ prosto przez podstawienie

U=sinx _
jsinxcosxdx: :judu:£u2+C:£sm2x+C
du=cosxdx 2 2
zatem
/2
(sin x|cosx>[0n/2] :%sin2 X =%(sinzg-sin2 0 j :%
0

16



Elementy analizy funkcjonalnej
Przyktady rachunkowe

Przyktad 4.

Obliczmy iloczyn skalarny funkcji f(X) = sin X i g(x) = sin2x na przedziale [0, r].

(f|g)=(sinx|sin 2x>[0,n] = Tsin xsin2xd x

0

Catke te najtatwiej obliczy¢ korzystajgc ze wzoru trygonometrycznego na iloczyn sinusow:

sinasin B = %(cos(a — B)—cos(a + B))

Oznaczajac a =X, f=2X mamy
[ sinxsin 2xdx=%.'(cos(x—2x) cos(x +2x)) j cos(— x)—cos(3x))d x =
0 0

I

=— sinx—lsinBX :i sinn—isian—sinOJrsinO =0
3 2 3

Zatem <sin x|sin 2x> =0 czyli funkcje te sg ortogonalne na przedziale [0, =].

[0.7]

17



Elementy analizy funkcjonalnej
Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1.

Obliczy¢ normy funkcji f(X) = 10X? na przedziatach [0, 1], [1, 2] i [0, 2].

Zadanie 2.

Obliczy¢ norme funkcji f(X) = cos X na przedziale [0, ].

Zadanie 3.

Obliczy¢ iloczyn skalarny funkcji f(X) = sin 2x i g(x) = cos 3X na przedziale [0, w/6].

Zadanie 4.

Obliczy¢ iloczyn skalarny funkcji f(X) = cos 2x i g(X) = cos 3X na przedziale [0, =].

18



