Teoria Sterowania
TEMAT 7

Badanie stabilnosci nieliniowych uktadow
dynamaicznych

dr inz. Pawet Penar

POLITECHNIKA RZESZOWSKA
Katedra Mechaniki Stosowanej i Robotyki
Rzeszow 2025



Liczba laboratorium w temacie : 1/2

1 Cel laboratorium

Celem laboratorium jest zapoznanie studentéw z zagadnieniami badania stabilnosci uktadéw dyna-
micznych z zastosowaniem metody Lapunowa z srodowiska Matlaba/Simulinka.

2 Wprowadzenie

Jesli w modelu uktadu nieliniowego wejscie (sterowanie) u jest funkcja stanu @ i nie wystepuje jawna
zalezno$¢ uktadu od czasu, to nieliniowy uktad dynamiczny mozna zapisaé jako

@ = f(x) (1)

Taki uklad nazywamy stacjonarnym. Jego rozwiazaniem jest trajektoria ukladu x(t), ktorej poczat-
kiem jest warunek poczatkowy xg = f(x(0)).

Definicja 1. Punkty w przestrzenie zmiennych stanu dynamicznego ukladu nieliniowego, dla

ktorych spelniona jest zaleznosé
dx
— = =0 2
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dla kazdej chwili ¢ nazywamy punktami réwnowagi tego uktadu.

Przytoczona definicja prowadzi do twierdzenia Lapunowa, ktére dotyczy stabilnosci i standardowo jest
podawane dla punktu rownowagi . = 0. Z drugiej strony nieliniowy uktad dynamiczny postaci (1)
moze posiadaé wiele punktow rownowagi, gdyz sa to pierwiastki rownania algebraicznego f(x) = 0.
Punkt &, = 0 nie musi nim byé. W takiej sytuacji tj. gdy x. # 0 jest punktem réwnowagi uktadu, to
zamiana zmiennych okreélona réwnaniem z = x — x. prowadzi do uktadu

z=f(z+x.) (3)
w ktorym z = 0 jest punktem réwnowagi. Dlatego zalozenie, ze x. = 0 jest punktem réwnowagi nie

wprowadza zadnych ograniczen w analizie ukladéw dynamicznych.

2.1 Podstawowe twierdzenie o stabilnosci

Dany jest uktad stacjonarny postaci
&= f(x),z e R" (4)

Postepujac za autorem [1], rozwazono otoczenie D punktu zerowego w R™.
Definicja 2. Funkcja V : D — R jest nazywana:

e dodatnio okreslona, jesli V(0) = 01 AgzoV (x) >0

e dodatnio potokreslona, jesli V(0) =01 Agp£oV (x) > 0

e ujemnie okreslona (ujemnie polokreslona), jesli —V (zx) jest dodatnio okreslona (dodatnio
potokreslona)




Przyktad 1. Zbadaj wtasciwosci funkcji skalarnych z zastosowaniem procesora symbolicznego
Matlaba.

o V(x)= % (z2 + 323)

2
o V(x)= (m% = %332) + % (ajg’ — 1)

Niech V' : D — R bedzie funkcja rozniczkowalna w sposob ciagly (tj. jej pierwsze pochodne czastkowe
sa ciagle). Jesli obliczamy jej wartos¢ wzdluz trajektorii a(t) ukladu (4), to staje sie ona funkcja
czasu. Jej pochodna wzgledem czasu mozna obliczy¢ tak jak pochodng funkcji ztozonej

%V(m(t)) = VWV (z(t)E = VV(x(t) f(z) (5)

gdzie

VV(w(t)):[g—xvl LI gg} (6)

Definicja 3. Funkcja V : D — R, V(x) = VV(x(t))f(x) jest nazywana pochodna funkcji V
wzdtuz trajektorii uktadu (4).

Twierdzenie 1. Jesli istnieje funkcja V : D — R rozniczkowalna w sposob ciggly, dodatnio
okreslona w D i taka, ze jej pochodna wzdtuz trajektorii t;j. V(cc) jest ujemnie poélokreslona w
D, to punkt rownowagi . = 0 ukladu (4) jest stabilny. Jesli jej pochodna wzdtuz trajektorii tj.
V(x) jest ujemnie okreslona w D, to punkt rownowagi ., = 0 ukladu (4) jest asymptotycznie

stabilny.

Algorytm 1. Sposdb postepowania przy prowadzeniu analizy stabilnosci bezposredniq metoda Lapu-
nowa mozna przedstawié w nastepujgcych etapach [1]:

1. Zapisz réwnanie stanu uktadu dynamicznego & = f(x), wyznacz punkty réwnowagi, ustal, ktory
punkt rownowagi bedzie analizowany.

2. Wybierz funkcje Lapunowa V(x), ktdra jest dodatnio okreslong funkcjq zmiennych stanu x w
otoczeniu punktu rownowagi. Niech Ly oznacza to otoczenie.

3. Zbadaj pochodng funkcji Lapunowa tj. V (x)

W praktyce, jako funkcje V' czesto wybiera sie tzw. forme kwadratowa wektora stanu, ktora przyj-
muje postaé

V(z)=x'Cx (7)
gdzie C to symetryczna (c;; = ¢j;) to macierz kwadratowa n x n gdzie n to wymiar wektora stanu.
Forma kwadratowa jest dodatnio okreslona (o czym mowia warunki Sylwestra), gdy wszystkie wy-
znaczniki utworzone z wyrazoéw macierzy C sa dodatnie, zatem:

€11 C12

>0,... 8
C21 C22 (>

’611‘ > 0,

Jesli wymiar wektora stanu wynosi n = 2 a macierz C' zostanie wybrana w ten sposéb, ze:



wowcezas funkcja skalarna V' przyjmie postaé

a jej pochodna bedzie okreslona jako

V(CC) = 12121 + C2ToTo (11)

2.2 Sterujaca funkcja Lapunowa
Rozwazmy nieliniowy, stacjonarny uktad dynamiczny opisany rownaniem [1]
& = f(w) (12)

W sytuacji gdy uktad jest wyposazony w r-wymiarowe wejscie u, uktad mozna zapisaé¢ jako

= f(x,u) (13)

Gdy spelniony jest warunek f(0,0) = 0, wejscie sterujace mozna uzy¢ do stabilizacji uktadu. Zwykle
bedzie to nieliniowe sprzezenie od zmiennych stanu, tj. u = u(x). Wtedy algorytm wykorzystania
funkcji Lapunowa do projektowania sterowania zapewniajacego stabilnosé¢ uktadu, jest realizowany w
trzech krokach:

Algorytm 2. Algorytm projektowania sterowania stabilizujgcego uktad (13) z wykorzystaniem funkcji
Lapunowa:

1. Nalezy zaproponowaé funkcji skalarng (funkcje Lapunowa) V (x).

2. Nalezy wyprowadzi¢ postaé pochodnej V(x,w) funkeji skalarnej (funkeji Lapunowa) obliczanej
wzdtuz trajektorii uktadu (13).

3. Nalezy zaprojektowaé sterowanie u = u(x), ktdre zapewni ujemnosé pochodnej V(x)

Przyktad 2. Wykorzystujac funkcji skalarna postaci V(z) = %xZ zaprojektowaé sterowanie u =

u(x), ktore stabilizuje uktad opisany réwnaniem
& = cosz — 23 + u. (14)

Rozwigzanie
Jako funkcje skalarna spelniajaca zatozenia twierdzenia Lapunowa, mozna wykorzystaé funkcje

L o

V(z) = 2% (15)
Wtedy .
V(z) = 2t = zcosz — z + zu (16)
sterowanie
u(x) = —cosz + x> — kx,k > 0 (17)
powoduje, ze '
V(z) = —ka® <=0 (18)

czyli na pewno stabilizuje uktad.
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2.3 Stabilnos$é Lapunowa ukladéw liniowych
Badanie stabilnosci w sensie Lapunowa uktadéw dynamicznych postaci
T = Ax (19)
gdzie x to n-wymiarowy wektor stanu, rozpoczyna sie od przyjecia funkcji Lapunowa
V(z) = z! Px (20)

gdzie P = PT to symetryczna i dodatnio okreslona (Pomocne okaze sie kryterium Sylwestra.) macierz
wymiaru n X n. Jej pochodna wzdtuz trajektorii ma postaé

V(z) =2 Px+a'Pi=aT(ATP + PA)x (21)

Przyjmujac, ze

ATP+PA=-Q (22)

réwnanie (21) mozna zapisa¢ jako

Viz)=—-z'Qux (23)

7 rownania (23) Wynika, ze o znaku pochodnej V() decyduje macierz Q. Stad wynika twierdzenie
dotyczace stabilnosci uktadow linowych [2].

Twierdzenie 2. Uktad liniowy postaci (19) jest stabilny, gdy istnieje symetryczna i dodatnio
okreslona macierz @ = Q7' ktora spelnia réwnanie (22).
W pracy [2| podano algorytm, ktéry pozwala na sprawdzenie stabilnosci uktadu postaci (19).
Algorytm 3. Sprawdzenie stabilnosci uktadow liniowych.
1. Nalezy ustali¢ macierz Q. Mozna przyjec, ze Q = 1.
2. Wyznacz rozwigzanie réownania (22) ze wzgledu na elementy macierzy P.

3. Jesli mozna wykazaé, ze macierz P jest symetryczna © dodatnio okreslona, uktad jest stabilny.

3 Zadania do wykonania

3.1 Zadanie 1

Dla ponizszych przyktadow (wybraé przyklad zgodnie z numerem komputera) wyznaczyé punkty
rownowagi. Dla tych, ktore sa niezerowe (nawet gdy inne sa zerowe), nalezy sprowadzi¢ je do zera.
Nastepnie, korzystajac z Simulinka, nalezy zbudowa¢ model uktadu we wspoédtrzednych pierwotnych
(wektor stanu oznaczy¢ przez x) oraz po transformacji (wektor stanu nalezy oznaczy¢ przez z). Na
podstawie zrealizowanych modeli nalezy pokazaé¢ trajektorie uktadu we wspotrzednych pierwotnych
i po transformacji dla dowolnego warunku poczatkowego x(0). Warunek poczatkowy z(0) wynika z
przeksztalcenia z = ¢ — x..



56'1 = X9 fCl == 0.5:131 + 2

igz—l'l—i-%x:f—xg iQI.ﬁC%—4.CC2

T1 = —x1 — T2

i‘l = 25(51 — T1X2 fCl = T2

(H) {561 = —x1 + x2(1 + 1)
(III) {

ig = —1'1(1 — :Cl) {i’g =1 — Ty

ig = 2%% — T2 j:g = —T9 — .%'1(:62 — 2)2
fCl = (CCl — 1)($1 + 952)

2

(IV) {5,61 S v
Ty = Ty — I

To = (21‘1 - 1)%1 - 3%2

3.2 Zadanie 2

Dla uktadu dynamicznego wybranego zgodnie z numerem komputera, nalezy dobraé¢ sterowanie, ktore
zapewni stabilizacje uktadu. Jego wybor nalezy uzasadnié¢ przyjmujac funkcje skalarng V(x) = %xz i
korzystajac z metody bezposredniej Lapunowa. Uzyskane rozwiazanie nalezy potwierdzi¢ w symulacji
dla dowolnie przyjetego warunku poczatkowego. Nalezy pokazaé trajektorie uktadu, przebieg zmiennej

stanu oraz przebieg sterowania.

() &= sinx — 2> +u (V) & = cosz — sinz — 223+ u
(II) & = cosx — 32% +u (VI) & = cos3z — gz + u
(III) & = cosz — a2 +u (VII) i = sinz — cosx — 2% + u
(IV) & = sin2z — 2> +u (VII) & = sin0.5z — 23 + 2u

3.3 Zadanie 3

Dany jest opis matematyczny uktadu modulu napedowego, ktéry wyprowadzono i zidentyfikowano
w ramach tematu 3. Wykazaé jego stabilno$é¢, przyjmujac ze w uktadzie zastosowano sterowanie od
stanu postaci u = —Kx gdzie K = [k, ko] a k1, ko > 0. W tym celu nalezy uzy¢ algorytmu 3.

4 Wymagania dotyczace sprawozdania

Realizacja laboratorium jest dokumentowana sprawozdaniem zawierajacym czes¢ teoretyczng i roz-
wigzanie zadan 1-3.

Nalezy pamietaé o tytule sprawozdania, nagtéwkach wyrézniajacych zadania, schematach i potrzebie
skomentowania wynikow. Procz kodu programu ( ktéry powinien byé skomentowany i zawiera¢ odnie-
sienia do wzoréw z czesci teoretycznej) w pliku Livescript nalezy umiescié¢ czesé teoretyczna bedaca
opisem problemu. Z plikiem Livescript nalezy dostarczy¢ pliki Simulink. Osie uktadu wspotrzednych
na wykresach maja by¢ podpisane. Jedli osie uktadu wspotrzednych reprezentuja wielkosci fizyczne,
nalezy podaé jednostki.

Sprawozdanie bedace plikiem LiveScript przekazujemy prowadzacemu zgodnie z ustalonymi zasadami.
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