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Liczba laboratoriow w temacie: 2

1 Cel laboratorium

Celem laboratorium jest zapoznanie studentéow z zagadnieniami syntezy ukladu sterowania o zada-
nych z gory biegunach w oparciu o formute Ackermana z zastosowaniem Matlaba/Simulinka. Ten cel
uzupelnia synteza algorytmu sterowania w oparciu o regulator liniowo-kwadratowy.

2 Wprowadzenie

Dany jest uktad dynamiczny postaci
x = Ax+ Bu (1)

7 wyjsciem
y = Cx (2)

gdzie x to n-wymiarowy wektor stanu (dlatego mowimy, ze uktad jest n-tego rzedu), A to macierz
stanu o wymiarach n X n, B to macierz wejsé o wymiarach n x r a C to macierz wyjscia o
wymiarach m x n. Natomiast u € R” to sterowanie. W przypadku tego laboratorium r = 1, stad
réwnanie 2, przyjmie postac

y =Cx (3)

2.1 Obserwowalnosé i sterowalnosé

Twierdzenie 1. Liniowy uklad dynamiczny dany jako (1) z wyjsciem postaci (3) nazywamy ste-
rowalnym jesli spelniona jest zalezno$é

rz [B, AB, ..., A”_IB} =n (4)

gdzie rz oznacza rzad macierzy.

Uwaga 1. Rzad macierzy w Matlabie obliczamy funkcja rank.

Twierdzenie 2. Liniowy uklad dynamiczny dany jako (1) z wyjsciem postaci (3) jest obserwo-
walny gdy spelniona jest zaleznosé
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rz . =N (5)
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Inaczej méwiac, uktad dynamiczny jest obserwowalny jesli rzad macierzy obserwowalnosci jest
réwny wymiarowi wektora stanu.

Co wiecej

Uwaga 2. Obserwowalnos¢ jest, jak widaé, algebraiczna wtasnoscia pary macierzy (C, A) i mowi
siec o obserwowalnej parze macierzy (C, A).



2.2 Sprzezenie od stanu. Formuta Ackermana

Wiadomo ze bieguny tj. wartosci wlasne macierzy stanu decyduja o wlasciwosciach (charakterze
odpowiedzi) liniowego ukladu dynamicznego. Przy odpowiednich zalozeniach bieguny uktadu moga
byé lokowane przez projektanta w ten sposob, by zapewnié stabilno$é i odpowiednie wtasciwosci
dynamiczne uktadu.

Zaktadajac, ze dysponujemy dostepem do calego wektora stanu, warunkiem koniecznym roz-
wigzania zadania lokowania biegunow jest sterowalnosé¢ pary (A, B). W przypadku uktadow danych
przez zaleznosci (1) 1 (3) jest to warunek wystarczajacy.
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Rysunek 1: Schemat blokowy zamknietego uktadu dynamicznego ze sprzezeniem od stanu

Wiadomo, ze macierza stanu uktadu zamknietego (rys. 1) jest macierz
A, = A- BK, (6)
z wielomianem charakterystyczny
M,(s) = det(sI — A,) = 5" +a,_15" '+ ...+ ag (7)

gdzie K, = [k1, ko, ..., ky] to n-elementowy wektor wzmocnien. Zakladajac wartosci wlasne macierzy
A, tj. znajac wartosci parametréw a,—1, ..., a1, ag z zaleznosci (7), (ta wiedza wynika ze znajomosci
zalozonych biegunéw) wektor K, moze by¢ wyznaczona z tzw. formuly Ackermana tj.

K.=[0 0 .. 0 1][B AB 4B ... A"'B] M,(4) (8)

Ostatecznie, procedure wyznaczenie sprzezenia zwrotnego od stanu prowadzaca do lokowania biegu-
néw, mozna zapisa¢ w kilku punktach

Algorytm 1. Lokowanie biequndw:
1. Sprawdzenie sterowalnosé pary (A, B)
Przyjecie Zgdanych biegunow s1, 52, ..., Sn.
Wyznaczenie wielomianu charakter. postaci (7) i odczytanie wsp. an—1,an—2,...,a41,ao

Wyznaczenie macierzy My(A)

AT I

Wyznaczenie macierzy wzmocnien K, zgodnie z formutq Ackermana postaci (8)



Uwaga 3. W przypadku, gdy wymiar uktadu n = 2 tj. macierz A ma wymiar 2 X 2, rébwnania
(7) i (8) maja postac:
M, (s) = det(sI — A.) = s* + a1s + ag

K.=[0 1][B AB| M.(4)

Uwaga 4. W przypadku, gdy wymiar ukladu n = 4 tj. macierz A ma wymiar 4 x 4, réwnania
(7)1 (8) maja postaé:

M,(s) = det(sI — A.) = st + as3s® + ass® + a1s + ag

K.=[0 0 0 1|[B AB A2B A%B| M,(4)

Uwaga 5. Sposob wyznaczenia M, (A) moze nie by¢ jasny. Dlatego, na podstawie zaleznosci (7),
rozpisano wyrazenie na M, (A). Zatem

My(A) = A" +a, 1A' + . 4 a1A+apl (9)
W szczegolnosci, gdy macierz A ma wymiar 2 X 2 wyrazenia M¢(A) przyjmuje postacé
M,(A) = A% + a1 A + apl
W przypadku gdy macierz A ma wymiar 4 X 4 wyrazenia Mc(A) przyjmuje postac

Mm(A) = A4 + a3A3 + CL2A2 + alA + a()I

2.2.1 Przyklad

Wykorzystujac sprzezenie zwrotne od stanu, wyznaczy¢ wektor wzmocnienia K, dla uktadu

RN

gdzie przez F' oznaczono sterowanie. Wyznaczone wzmocnienie od stanu K, ma powodowaé, ze bie-
guny uktadu zamknietego beda réwne s; = —1—5i, s = —145i. Nalezy wykonaé¢ symulacje dziatania
uktadu przyjmujac sensowe warunki poczatkowe i wymuszenie F' = 0.

Ponizej przytoczono fragmentu kodu (w Matlabie) wykorzystywane do wyznaczenia wzmocnienia K.
Kod rozdzielono kréotkimi komentarzami.

0
2

I
L2

+ || F (10)

Sprawdzenie sterowalnosé pary (A, B)

rank ([B Ax*B])

ans = 2

Whiosek: Uktad dynamiczny jest sterowalny.
Przyjecie zadanych biegunow sq, so



s1=-1-5%1i;
s2=-1+b%1i;

Wyznaczenie wielomianu charakterystycznego M. (s) przy uzyciu zmiennej symboliczne;j

Mc_zalozone = (s-sl1)*(s-s2)

Odczytanie jego wspotczynnikdow

a=coeffs(Mc_zalozone,s)

< 2% 2 1 )
Po wyznaczeniu macierzy wzmocnien K, zgodnie z formula Ackermana otrzymano

24 19 )

Nastepnie sprawdzono bieguny uktadu zamknietego

eig(A-B*K)

ans =

—1—-5i
—1+51

Zmnajac wektor wzmocnieni i wykorzystujac model w Simulinku implementujacy uktad z rys. 1, mozna
wyznaczy¢ przebieg zmiennych stanu w przypadku ukladu zamknietego biegunéw uktadu zamknie-
tego.

2.3 Regulator liniowo kwadratowy

Zdarza sie, ze w projektowaniu nie chodzi o precyzyjne umieszczenie poszczegdlnych biegunéw a o
osiggniecie pozadanych wtasciwosci uktadu. Takie podejscie jest realizowane w problemie liniowo-
kwadratowym. Jest to metoda nalezaca do algorytmoéw sterowania optymalnego i pozwala na wy-
znaczanie wspotezynnikow sprzezen dla uktadow wielowejsciowych.
W problemie liniowo-kwadratowym (ang. LQR), dla wyjscia o wymiarze r = 1, zakladamy sterowanie
od stanu

u=—-K,x (11)

ktore stabilizuje uktad. Wybrana wektor K., zapewnia dazenie trajektorii uktadu do zera i ogranicza
nadmierny wzrost sygnalu sterujacego w. Jest to pewien kompromis, ktéry mozna sformalizowaé
poprzez wybor funkcji celu, ktora bedzie minimalizowana. W przypadku LQR jest to kwadratowy
wskaznik jakosci postaci

J= ;/Ooo [T Qx + u” Ru]dt (12)



Macierz Q € R™™™ jest symetryczna i nieujemnie okreslona i ma interpretacje kar naktadanych za
przebieg zmiennych stanu natomiast macierz R € R™*" ktoéra jest symetryczna i nieujemnie okreslona
to koszt sterowania u € R”. Wybor macierzy jest ilosciowym opisem kompromisu pomiedzy szybkoscia
dazenia trajektorii uktadu do zera a wielkoscia sterowania.

Dla wszystkich wspotczynnikéw ky, ko, . . ., ky bedacych elementami wektora K, dla ktérych wartosé
catki w funkcji celu J jest skoriczona, uktad liniowy jest stabilny a sterowanie u sprowadza trajektorie
uktadu z x(0) # 0 do zera. W LQR wektor (a w przypadku r > 1 macierz) K, jest wyznaczany z
zaleznoéci

K,=R'BTP (13)

gdzie P € R™™ to symetryczna i nieujemnie okreslona macierz wymiaru wyznaczana z algebraicz-
nego réwnania Riccatiego postaci

ATP - PBR'BTP+ PA=-Q (14)

Mozna je rozwiazaé¢ analitycznie (jako uklad réwnan) lub iteracyjnie.
Ostatecznie, problem liniowo-kwadratowy jest rozwiazywany w trzech krokach:

Algorytm 2. Problem liniowo-kwadratowy
1. Wybra¢ Q i R
2. Wyznaczyé macierz P rozwigzujgc réwnanie Riccatiego postaci (14)

3. Obliczyé wektor (w ogdlnosci macierz) wzmocnieri K, w oparciu o zaleznosé (13)

Uwaga 6. Rozwiazanie réwnania Riccatiego, wyznaczenie wzmocnienia K, oraz okreslenie otrzy-
manych wartosci wlasnych uktadu zamknietego jest realizowane przez funkcje lgr.

3 Zadania do wykonania

3.1 Zadanie 1

Dla uktadu kulka-belka z silnikiem DC, ktory wyprowadzono na wyktadzie nalezy wyznaczy¢ wzmoc-
nienie od stanu, ktére zapewni, ze uktad zamkniety bedzie posiadal nastepujace bieguny:

e s1 =—2—0.5k,s9 = —1—0.5k,s3 = —2.5 — 0.5k, s4 = —1.5 — 0.5k,

e 51 =—1—(5—-0.5k)i,s9 = -1+ (5 —0.5k)i,s3 = —1.5 — (5 — 0.5k)i,s4 = —1.5 + (5 — 0.5k)i
gdzie k to numer przypisany do zespotu. Nastepne nalezy zrealizowaé (za pomoca Simulinka) symula-
cje w ktorej uktad z sprzezeniem zwrotnym od stanu bedzie sprowadzany z niezerowych (sensownych)
warunkéw poczatkowych do zera.

3.2 Zadanie 2

Dany jest model modutu napedowego, ktéry wyprowadzono podczas realizacja identyfikacji w ramach
tematu 3. Korzystajac z funkcji lgr w Matlabie, nalezy dobra¢ macierz @ oraz stata R w taki sposob
by, uklad sterowania osiagal wartos¢ zadana y, = ¢ = 2k przy czym:

e dazenie do wartosci zadanej ma mieé charakter oscylacji gasnacych,

e dazenie do wartosci zadanej ma mieé¢ charakter wyktadniczy.



4 Wymagania dotyczace sprawozdania

Realizacja laboratorium jest dokumentowana sprawozdaniem zawierajacym czesé teoretyczna i roz-
wiazanie zadan 1-5.

Nalezy pamietaé¢ o tytule sprawozdania, nagtéwkach wyrézniajacych zadania, schematach i potrzebie
skomentowania wynikow. Procz kodu programu ( ktéry powinien by¢é skomentowany i zawiera¢ odnie-
sienia do wzoréw z czesci teoretycznej) w pliku Livescript nalezy umiesci¢ czesé teoretyczna bedaca
opisem problemu. Z plikiem Livescript nalezy dostarczyé¢ pliki Simulink. Osie uktadu wspotrzednych
na wykresach maja by¢ podpisane. Jesli osie uktadu wspotrzednych reprezentujg wielkosci fizyczne,
nalezy podaé jednostki.

Sprawozdanie bedace plikiem LiveScript przekazujemy prowadzacemu zgodnie z ustalonymi zasadami.
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