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Liczba labolatoriow w temacie: 2

1 Cel laboratorium

Celem laboratorium jest analiza rozwiazania réwnania stanu i jego trajektorii w odniesieniu do roz-
wiazania rownania charakterystycznego (wartosci wlasnych) uktadu.

2 Wprowadzenie i przyktady

2.1 Wektory wlasne i wartosci wlasne

Niezerowy wektor v (rzeczywisty lub zespolony) jest nazywany wektorem wlasnym macierzy kwa-
dratowej A z odpowiadajaca mu wartoscia wlasna A\ (ktora moze by¢ rzeczywista lub zespolona),
jesli [1]

Av =)v (1)

lub rownowaznie

(AL—A)v =0 (2)

Niezerowe rozwigzanie tego rownania jest mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy spelniony jest warunek

det(\L— A) = 0 (3)

Przykfad 1. Dla macierzy kwadratowej

0 1
A= [—3 —4] )

wyznacz jej wartosci wlasne (oznaczajac je jako s) korzystajac z metody analitycznej
Rozwigzanie
Wyznacznik det(sI — A) dla macierzy dla danej macierzy to

S —1 2
det(s ) 3 544 s(s+4)+3=s"+4s+3
Rozwiazujac réwnanie
$?+4s+3=0
otrzymano sy = # = -3, 50 = # = —1. Sa to wartosci wlasne macierzy A.

2.2 Rozwiazanie rownania stanu z zastosowaniem transformaty Laplace’a

Roéwnanie

x = Ax + Bu (5)
mozna rozwiazaé, stosujac transformate Laplace’a, tj.
sX(s) —z(0) = AX(s) + BU(s) (6)

Po prostym przeksztatceniu transformata Laplace’a pozwala na wyznaczenie wektora stanu « € R"”
W przestrzeni s:

X(s) = (sI — A)tag + (sI — A)"'BU(s) (7)



Stosujac odwrotna transformate Laplace’a, mozna otrzymaé
x(t) = L7 {(sT = A) o+ £7H{(sT - 4)7'BU(s) | (8)
Rozwiazanie réwnania stanu sktada sie z odpowiedzi swobodnej i wymuszonej.

Przykfad 2. Na podstawie zaleznosci (8) wyznaczy¢ odpowiedz wymuszona silnika DC, dla kto-
rego opis w przestrzeni stanéw ma postacé

i —10 1] [z1] o
i et R H L

Jako wymuszenie przyja¢ skok jednostkowy.

Rozwiazanie

Ponizej przytoczono kod wykorzystujacy procesor symboliczny do wyznaczenia odpowiedzi wy-
muszonej dla modelu silnika DC na podstawie odwrotnej transformaty Laplace’a. Kod rozdzielono
krotkimi komentarzami.

clear all;

Deklaracja macierzy A, B, sterowania wu;, oraz zmiennej symbolicznej s
syms s
A=[-10 1;-0.02 -2];
B=[0;2];
u=1;

Odpowiedz wymuszona: L1 {(sI — A)"1BU(s)}

uLap = laplace(u,s)
I=eye(2);

res = inv(s*I-A)

xWym = ilaplace(res*B*uLap)

Przebieg zmiennych 1, o

fplot (xWym, [0 10])
xlabel ('t[s]'); ylabel('x_1[rad/s],x_2[A]'); grid on;
axis([0 10 0 1.2])

Na rys.1 zamieszczono przebieg zmiennych stanu x1, za.




x1[rad/s],x2[A]

t[s]

Rysunek 1: Przebieg zmiennych stanu x1, xo dla rozwazanego silnika DC

2.3 Macierz fundamentalna

Z rownania (8) wynika, ze odpowiedz swobodna i wymuszona zalezy od macierzy, ktora nazywamy
fundamentalna. Jej postaé to

w(t) = £ {(sT- 4)7} (10)
Macierz ¥(t) mozna zapisa¢ jako (patrz wyktad) [1]:
estt 0 0
B(t) =V O eiﬁ 0 W= etvw! (11)
0 0 .o T
gdzie V to macierz postaci {vl Vo ... Vn] ,V1,Va,..., Vv, to wektory wtasne macierzy A, s1, S9,..., Sp

to wartoéci wlasne macierzy A, natomiast W = V1.

2.4 Analiza rozwigzania réwnania stanu w dziedzinie czasu. Mody ukladu

Bazujac za rownaniu (8) oraz macierzy fundamentalnej ®(t), trajektorie ukladu mozna zapisa¢ w
postaci

x(t) = x0+/ (t — 7)Bu(r dT—ZQStVW xo—l—/Zeslt v;w TBu( )dT (12)

Jest to modalna postaé trajektorii stanu [1|. Kazdy ze sktadnikéw sumy w rownaniu (12) jest na-
zywany modem. W kazdym z nich moZna wyrézni¢ sktadowe swobodne modu tj. 37 efifv,w! x

i sktadowe wymuszone, czyli Y1, e¥tv;w! [{ e *"Bu(r)dr.

Przykfad 3. Korzystajac z procesora symbolicznego oraz wiedzac, ze macierz stanu ma postac

N

nalezy wyznaczy¢ wartosci stalych a,b tak, by jej wartosci wlasne sp,so mialy wartosé s; =
—2 421,89 = —2 — 24.
Nastepnie, na podstawie zaleznosci (12), nalezy wyznaczy¢ odpowiedz swobodna i wymuszona




(dla skoku jednostkowego), przyjmujac x(0) = [0.5,0.5]7, B = [0, 1]7.

Rozwiazanie

Ponizej przytoczono kod wykorzystujacy procesor symboliczny do wyznaczenia statych a,b oraz
odpowiedzi uktadu. Kod rozdzielono krotkimi komentarzami.

Czyszczenie przestrzeni roboczej

clear all;

Deklaracja macierzy A, B, warunku poczatkowego, sterowania u oraz zmiennych pomocniczych

i symbolicznych

syms a b t tau s
A=[0 1;-a -b];
B=[0;1];
x0=[0.5;0.5];
u=1;

I=eye(2);

Wyznaczenie réwnania charakterystycznego macierzy A i jego wspotczynnikéow

rchA = det(s*xI-A)
coeffRchA = coeffs(rchA,s)

coeffRchA =
<a b 1>

Definicja pozadanych wartosci wlasnych macierzy A i wyznaczenie wspotczynnikow rownania
charakterystycznego

s1=-2+2%1i;

§2=-2-2%1;

projRch = expand((s-s1)*(s-s2))

coeffProjRch=coeffs(projRch,s)

coeffProjRch =
(84 1)
Wyznaczanie wspotczynnikéw a i b oraz podstawienie warto$ci do macierzy A

solvRch=solve([coeffRchA(1)==coeffProjRch(1),...
coeffRchA(2)==coeffProjRch(2)], [a,b])

solvRch =
a: 8
b: 4



A=subs (A, solvRch)

Wyznaczenie macierzy ®(t)

A=vpa(A); Yobciecie doktadnosci
[V 8] = eig(A);

W=inv (V) ;
St = [exp(S(1,1)*t),0;0,exp(S(2,2)*t)];
Phi =V*Stx*xW

Wyznaczenie odpowiedzi swobodnej Xgyob(t) = W(t)x0 = > i, f?s’[V/,W;jI‘XU (rys. 2)
xSwob = Phi*x0
fplot (xSwob, [0 10])
xlabel('t[s]'); ylabel('x_{swob}[-]'); grid on

047

t[s]
Rysunek 2: Odpowiedz swobodna uktadu

Wyznaczenie macierzy W(t — 7) = %, %l T)V,jW?

St = [exp(S(1,1)*(t-tau)),0;0,exp(S(2,2)*(t-tau))];
PhiTau =V*St*W

Wyznaczenie odpowiedzi wymuszonej (rys. 3)
xWym=int (PhiTau*B*u,tau, [0 t])

fplot (xWym, [0 10])
xlabel('t[s]'); ylabel('x_{wym}[-]'); grid on



t[s]
Rysunek 3: Odpowiedz wymuszona ukltadu
Wyznaczenie sumy odpowiedzi (rys. 4)

fplot (xSwob+xWym, [0 10])
xlabel('t[s]'); ylabel('x[-]'); grid on
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t[s]

Rysunek 4: Odpowiedz uktadu

3 Zadania do wykonania
3.1 Wartosci wlasne i wektory wlasne

Dla danej macierzy A wyznacz (recznie) jej wartosci wlasne. Potwierdz wynik uzywajac funkcji eig
pakietu Matlab.

1 3 (4 3] 1 2

LA=|) - 3.A=|, 5 5. A = _2]
(4 3] 9 3 | [0 2

2. A=, 5 1A= o 6. A= |, _5]



0 10 0 4
a A_[_Q _9] s A_[_Q _9]

3.2 Rozwigzanie r6wnania stanu z zastosowaniem transformaty Laplace’a

Korzystajac z przeksztalcenia Laplace’a wyznaczyé odpowiedz swobodng i wymuszong dla uktadu
kulka-belka (ze wstawionymi warto§ciami parametrow), ktory wyprowadzono w poprzednim labora-
torium. Przyja¢ dowolny (sensowny) warunek poczatkowy i wymuszenie skokowe postaci § = 0.1k,
gdzie k to numer przypisany do zespotu.

3.3 Wyznaczanie macierzy fundamentalnej cz. 1
Wybierajac odpowiednia (dla danego zespolu) macierz A z punktu 3.1 oraz wspomagajac sie funk-
cja eig Matlaba, wyznacz analitycznie macierz fundamentalng ®(t) macierzy A. Nastepnie wyznacz

T
przebieg elementow wektora stanu @ = ®(t)xy dla t = 0..8, 29 = {1 1] . W oparciu o postaé
macierzy fundamentalnej uzasadnij charakter otrzymany przebiegu elementéw wektora
stanu.

3.4 Wyznaczanie macierzy fundamentalnej cz. 2

Przyjmujac, ze macierz stanu odpowiada uktadowi kulka-belka, tak jak w pkt. 3.2 oraz korzysta-
jac z procedury (kodu) zadania 3.3, wyznacz przebieg elementow wektora stanu x = ®(t)xo dla

T
t=0.2,xy = [O O.lk} (k to numer przypisany do zespotu). W oparciu o postaé¢ macierzy
fundamentalnej uzasadnij charakter otrzymany przebiegu elementéw wektora stanu.

3.5 Analiza rozwigzania r6wnania stanu w dziedzinie czasu. Mody ukladu

Korzystajac z procesora symbolicznego oraz wiedzac, ze macierz stanu ma postac¢ (wybieramy przy-
ktad zgodny z numerem zespotu)

2 -1 [—2 3b -1 2a

1. A= o —a] 4. A = 9 —a] 7. A_[?) b]

_ [-05a -2 BTSN -1 a

2. A= |, b] 5. A= _3] 8.A:[3 Qb]
9} 1 —0.5a

nalezy wyznaczy¢ wartodci stalych a, b tak, by jej wartosci wlasne s1, so mialy wartosé
o 51=-2—0.2k sy =—3— 0.2k
e 51 =—-3—0.2k, 590 =1+0.2k
e 51 =—-2—-02k+2i,80=-2—-02k—2

gdzie k to numer przypisany do osoby.
Nastepnie, na podstawie zaleznosci (12), nalezy wyznaczy¢ odpowiedz swobodna i wymuszona (dla
skoku jednostkowego), przyjmujac x(0) = [0.7,0.7]7, B = [0, 1].



4 Wymagania dotyczace sprawozdania

Realizacja laboratorium jest dokumentowana sprawozdaniem, ktére powinno zawieraé:
e wyprowadzenie teoretyczne
e rozwiazania analityczne (zad. 3.1) z komentarzami
e rozwiazania w procesorze symbolicznym (zad. 3.2-3.5) z komentarzami

Nalezy pamietaé¢ o tytule sprawozdania i nagléwkach wyrézniajacych zadania. Précz kodu programu
w pliku Livescript nalezy umiescié¢ czedé teoretyczna bedaca opisem problemu. Komentarze do kodu
powinny zawiera¢ odniesienia do wzoréw z czesci teoretycznej. Osie uktadu wspotrzednych na wy-
kresach maja by¢ podpisane. Jesli osie uktadu wspotrzednych reprezentuja wielkosci fizyczne, nalezy
podaé jednostki.

Sprawozdanie bedace plikiem LiveScript przekazujemy prowadzacemu zgodnie z ustalonymi zasadami.
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