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Plan wyktadu

O co chodzi z tymi elipsami ?

W jaki sposob wyznaczy¢C parametry elipsy ?

Co to jest hiperelipsoida ?

Czy mozna porownac pole powierzchni z objetoscig ?
Wprowadzenie do przestrzeni wielowymiarowych
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Macierz wariancyjno - kowariancyjna

Cov(X,Y)=0C

{ v(x) cov(X,Y)}

cov(X Y ) V(Y )

momenty centralne drugiego rzedu
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Dwuwymiarowy rozktad normalny
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Jezeli zmienna losowa (X, Y) ma
dwuwymiarowy rozktad normalny
| zmienne X i Y sg nieskorelowane
(r = 0), wéwczas funkcja gestosci
ma postac:
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Dwuwymiarowy rozktad normalny

Rozktady brzegowe i rozktady warunkowe w dwuwymiarowym
rozktadzie normalnym sg jednowymiarowymi rozktadami normalnymi.

0.3989

0.2420

0.0540
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Dwuwymiarowy rozktad normalny

Zbior punktow w przestrzeni R® o wspolrzednych (X, y) spelniajacych rownania:

x—il. Ly £ yV—-Hu, X— .
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a

nazywamy linig regresji I rodzaju zmiennej losowe] X wzgledem ¥ lub

zmienne] losowe) ¥ wzgledem X,
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Rownanie elipsy

f(xy)= exp< — —2r
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Elipsa spetnia warunek statej gestosci z prawdopodobienstwem p = 0.39,

nazywana jest elipsg statej gestosci prawdopodobienstwa.
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Rownanie elipsy

Jezeli przyjmiemy k = 1, wtedy parametry elipsy mozna wyznaczy¢ wedtug wzorow:
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Rownanie elipsy

Jezeli przyjmiemy k = 1, wtedy parametry elipsy mozna wyznaczy¢ wedtug wzorow:

2ro,0,
2p = arctg——
o, —0,
2 cov(X Y )
203 =
[ = arctg 7 (X)— v (Y)
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Rownanie elipsy

- . Jezeli wykreslimy prostokat styczny
R = do ustalonej elipsy o bokach
st ey |10 oo rownolegtych do osi
n____t - wspotrzednych, to proste
zawierajgce punkty stycznosci na
przeciwlegtych bokach stanowig
linie regres;ji | rodzaju.
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Macierz réownych wariancji (maksymalnych kowariancji)

Cov(x,Y){ V(X) cov(X,Y)}{oAg 0,20}

cov(X,Y)  V(Y) 0,20 0,60

MaxCov( XY ) = ............................................

10,545 0,207
10,207 0,545
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Macierz ekstremalnych wariancji (zerowych kowarianciji)

Cov(x,Y){ V(X) cov(X,Y)}{oAg 0,20}

cov(X,Y)  V(Y) 0,20 0,60

2 :
VX + 1Y VX -VY 7
+ +cov(XY )" 0

MinCov( XY ) =| = WA TR
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Parametry elipsy statej gestosci prawdopodobienstwa

Cov(x,Y){ V(X) cov(X,Y)}_{oAg 0,20}

cov(X,Y) V(Y) | |0,20 0,60

: V., O 0,752 0
MinCov(XY) = 0o v 7l o o023

min

V. ..,V  -wartosci wiasne macierzy kowariancji
- 1 , 2eoviY 1)
a =V b=V . Az = > arctan 4=

0,87 0,58 58,54 [¢]
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Wielowymiarowe zmienne losowe

Uogodlnieniem wariancji na przypadek n-wymiarowy jest macierz wariancyjno — kowariancyjna (macierz
kowariancji, macierz momentow centralnych rzedu drugiego) :

HX)  cofX.X,) - cof¥.X,)]
5 on X, . X MX - cou X, . X

Cov(X.X,.. X, )=o2C<| ) UL cof Xy X,) (2.101)
ok X,. X)) cok X, X%,) - WX,

Macierz wspolczynnikow kowariancji C jest symetryczna o wyznaczniku det(C) = 0.
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Elipsy - uzupetnienie
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Elipsy - uzupetnienie
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Elipsy - uzupetnienie

Wartosci btedow  srednich  wspotrzednych
poszczegolnych punktow wyznaczone sy na
poziomie okoto 0.68.

Prawdopodobienstwo, ze prostokat o bokach
2m, x2m, obejmuje dany punkt jest znacznie

mnigjsze (okoto 0.46).
Prawdopodobienstwo, ze kolo o promieniu
m, = ,,',."m_f +m;, obejmuje dany punkt wynosi

okoto 0.72, ale pamietac przy tym trzeba, ze
bfad pofozenia punktu (m,) nie uwzglednia

kowariancji pomiedzy wspotrzednymi Xi Y.

Elipsa btedow i koto btedow o promieniu r
wyznaczone s3 z prawdopodobienstwem
P=~0.39.
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Elipsy - uzupetnienie

W ogolnosci, parametry elipsy (elipsoidy, hiperelipsoidy) mozna wyznaczy¢ (na zadanym poziomie prawdopodobienstwa) na
podstawie wartosci wiasnych macierzy wariancyjno-kowariancyjnej:

Y }((},2 ]

aiﬂ_u} B "I v, l-a
| odpowiadajacych wartosciom wiasnym wersorach kierunkowych t(2.). .
Wartosci whasne 7., i przyporzadkowane im wektory wiasne s. wynikaja z rozkladu spektralnego podmacierzy macierzy kowariandji
Cov(x) dla wspéirzednych wybranego punktu P,, natomiast (;;::;1_&} jest kwantylem rzedu (1— o) rozkladu chi-kwadrat

o nstopniach swobody (n= stopniowi macierzy kowariancji - w przypadku punktu sieci plaskiej n=2).
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Elipsy - uzupetnienie

Elipsy ufnosci, okreslajace dokfadnos¢ wzajemnego potoZenia wybranych par punktéw P-K sieci, mozna wyznaczy¢ w oparciu
o podmacierz, ktdra wyznaczamy wedtug zasady:

Poszczegdlne podmacierze wybieramy z macierzy wariancyjno-kowariancyjnej Cov(x)

Cov(k)=| - -
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Elipsy - uzupetnienie

Parametrem oceny doktadnosci dla wyznaczanych punktéw moze by¢ promien r kota bleddw, ktory dla pojedynczego punktu sieci jest
liczony z zaleznosci

r = (det[Cov(X, Y)])i

gdzie Cov(X,Y) jest macierza wariancyjno-kowariancyjng o wymiarach 2 x 2 dla wspdtrzednych i-tego punktu sieci.

Dla poréwnania globalnie dokladnosci, na przyktad sieci rdZznych typow, wygodnie jest postuzy¢ sie wartoscia promienia hiperkuli
bteddw, liczonego wedtug wzoru:
1
r = (det[Cov(X, Y)])2a

przy czym 1 okresla liczbe wyznaczanych punktdw, dla ktdrych jest okreslona macierz wariancyjno-kowariancyjna. Pamietaé nalezy przy
tym, o koniecznosci sprowadzenia promieni do jednej przestrzeni probabilistycznej (pordwnywac mozemy wtedy, jesli beda wyznaczone
z takim samym prawdopodobienstwem).
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Elipsy - uzupetnienie

Promien kota (hiperkuli tez) ma charakter niezmienniczy, (czyli nie zalezy od zmiany ukladu wspdtrzednych), a w interpretacji
geometrycznej jest to promien kota o powierzchni réwnej polu elipsy bteddw. Promien hiperkuli opisuje moc konstrukcji catej sieci za
pomocy jednej wartosci. Poziom prawdopodobienstwa uzalezniony jest od liczby wyznaczanych punktdw, a scislej od stopnia przestrzeni

probabilistycznej (stopnia macierzy wariancyjno-kowariancyjnej).
Mozna wykazac, ze prawdopodobienstwo to wraz ze wzrostem liczby niewiadomych maleje do zera.

Zaleznos¢ poziomu prawdopodobieristwa od liczby stopni swobody:

Liczba stopni swobody 2 4 6 8 10
Poziom ufnosci 0.39 0.09 0.014 0.00018 <<0.001

Aby wykorzystaé globalne charakterystyki sieci w celu poréwnywania roznych konstrukcji (na przykitad sieci liczacych rdézng liczbe
punktéw), nalezy sprowadzi¢ te parametry do jednej przestrzeni probabilistycznej, wykorzystujac do tego celu estymacje przedziatowa
(czyli wyznaczy¢ parametry globalne na jednakowym poziomie ufnosci).
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Dyskusja

Dziekuje za uwage
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