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Czym roézni sie forma pierwotna od rézniczkowej?

Rownanie obserwacyjne —

wyrazenie obserwacji jako funkcji niewiadomych, przy czym
dotyczy obserwaciji i niewiadomych wyrownanych (uzgodnionych).

Dla przewyzszenia (réznicy wysokosci pomiedzy dwoma
reperami) rownanie obserwacyjne w formie pierwotnej ma postac:

h v N N .
Pv/////*///// Zy —Zp =h

,Daszek” nad zmienng oznacza estymator
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A

Jak obliczyé h ?
> = __ | bomierzone
L —Zp =h +V,
1% (ZK )—1>< (ZP ): hpomerzone

Wspotczynniki przy niewiadomych tworzg macierz A uktadu
rownan, a wartosci ktore potrafimy obliczy¢ — wyrazy wolne L
uktadu rownan, ktoéry w postaci macierzowej zapisa¢ mozna jako

AX=L <« P
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Postac rozniczkowa réwnania obserwacyjnego

Zp =25 +dZ, 2, —Z, =h"™"+v,
(Z3+dZ, ) - (Z2+dZ, )= h""+ v,

dZ, —dzZ,=h"" —(Z; -2} )+ v,

dz, — cle,:(hpom _h )+ v,
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Wyznacznik macierzy

Niech A bedzie macierzg kwadratowg

» Jezeli macierz A zawiera wiersz (kolumne) sktadajgca
sie z samych zer, to det(A) = 0;

= Jezeli zamienimy miejscami dwa wiersze (kolumny)
macierzy A, to wyznacznik zmieni znak na przeciwny;

= Jezeli macierz A zawiera dwa jednakowe wiersze
(kolumny), to det(A) = 0;
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Wyznacznik macierzy

Jezeli wszystkie elementy pewnego wiersza (kolumny)
macierzy A pomnozymy przez liczbe a, to wyznacznik
otrzymanej macierzy bedzie rowny a-det(A);

Transpozycja macierzy A nie zmienia je] wyznacznika, tj.
det(A) = det(A");

Jezeli macierze A | B sg tych samych stopni, to
det(A-B)=det(A)-det(B).

Wyznacznik macierzy A jest rowny iloczynowi wartosci
wtasnych macierzy A;

Wyznacznik macierzy trojkgtnej rowny jest iloczynowi
wyrazow lezgcych na gtownej przekatnej.
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Wyznacznik macierzy

» Jezeli do kazdego z elementow pewnego wiersza
(kolumny) macierzy A dodamy pomnozone przez te sama
liczbe odpowiednie elementy innego wiersza (kolumny) tej
macierzy (1j. dodajemy elementy lezgce w tych samych

kolumnach (wierszach)), to wyznacznik macierzy A nie
Zmieni sie.

Ogodlnie, wyznacznik macierzy A nie zmieni sie, jezeli do
pewnego wiersza (kolumny) tej macierzy dodamy kombinacje
liniowg innych wierszy (kolumn) macierzy A;


http://www.agh.edu.pl/

Definicja uogolnionej odwrotnosci macierzy

AX =W
K=A"w

Co zrobic, jesli  det(A)=0 7

X=AW
AA A=A
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Definicja pseudoodwrotnosci macierzy

AA A

|
>

AATA=A
ATAAT = A"
(AA*) = AA*
(A*A) =A*A
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Wiasnosci

dla

dla

dla
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X — minimuim

' A T
(Ax —w) (Ax—w) 1 .
[ —> minimum

Tao )
¢ —> minimuin

A

~

gdzie k= (AA : )_ W

L -
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Wiasnosci

Jezeli macierz jest petnego rzedu, wtedy zachodzg rownosci

A+ :A—l -,.
A =(ATA) AT

g
e
-
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=

11 = 1

§je
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A° :AT(AAT)_I ﬁ ody n

o
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Metody wyznaczenia pseudoodwrotnosci

Jezeli macierz A jest rzedu r < min(n,u), wtedy
pseudoodwrotnos¢ A* mozna obliczy¢ na kilka sposobow.

Jezeli znany jest rzagd macierzy, czesto korzysta sie
z odwrotnosci normalne], metody Helmerta-Wolfa, metody
oparte] na wektorach wtasnych macierzy.

Istniejg tez  numeryczne  metody  wyznaczenia

pseudoodwrotnosci macierzy, bazujgce na przyktad na
rozktadzie QR, najczesciej na rozktadzie SVD.

14
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Metody wyznaczenia pseudoodwrotnosci

Jezeli n>u
a). Metoda Helmerta-Wolfa.
z maclerzy A wyblera sie dwie podmacierze A, 1 A, w taki sposob. ze r(AI):r(A),

u, =1(A), u, =d(A), n,=n,=n.

. . - T - T
“u- Wprowadzajac oznaczenia N, = A, A,, N,=A A,
pseudoodwrotnosc wyraza si¢ Wzorenn:

N _

.. .. + 1 - NT - oar T)7L T

A, A |0 A = | (NN, +N,N,7) A, (20)
NE

-u,- -u,-
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Metody wyznaczenia pseudoodwrotnosci

b). Metoda oparta na wektorach wlasnych.

A” :[(ATA+SOS§)_1 —SGSE} AT (21)

przy czym macierz S, jest podmacierza unormowane] macierzy modalnej (wlasnej) - zlozona
z wektorow wlasnych macierzy A" A przynaleznych roznym od zera wartosciom wilasnym tej

MACIETZy.
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Metody wyznaczenia pseudoodwrotnosci

Jezeli m=n
a). Metoda Helmerta-Wolfa.
Macierz A dziehmy na dwie podmacierze A, 1 A, w taki sposob, ze r(AI):r{fA),

n, =1(A). n, =d(A), u=u,=u.

-u-
Oznaczajac N, =A A", N,=A A
1, A, pseudoodwrotnos¢ okresla wzor:
I
A=A (NN, NN, N, N,]
1, A,
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Metody wyznaczenia pseudoodwrotnosci

b). Metoda oparta na wektorach wlasnych.

A” :AT[(AATJrSGSz)_]—SGSﬂ (23)

gdzie S_ jest podmacierza unormowanej macierzy modalne] - zlozona z wektorow wlasnych

18
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Metody wyznaczenia pseudoodwrotnosci

Przedstawiane metody obliczania psuedoodwrotnosci, oprocz
tego, ze wymagajg znajomosci rzedu macierzy A, nie
uwzgledniajg problemow numerycznych zwigzanych z ich
realizacj3.

Ze wzgledow numerycznych efektywne wyznaczanie macierzy
A* 1 mnozenie przez nig wektora wyrazow wolnych dla
oszacowania wektora niewiadomych nie jest zalecane.

Takie rozwigzanie cechuje sie stosunkowo niskg doktadnoscig
obliczen, wynikajgcg z btedow zaokraglen. Estymowany wektor
niewiadomych mozna obliczy¢C szybciej 1 przy mniejszym
obcigzeniu pamieci komputera, korzystajgc z odpowiedniego
rozktadu macierzy A na czynniki.

19
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Przyktady wyznaczenia pseudoodwrotnosci

Zadanie. Rozwigza¢ uklad réwnan: Ax=L. stoswjac trzy metody wyznaczenia pseudoodwrotnosci macierzy. Macierz A jest

macierza prostokatna pionowa.

-1 1 0, 0 16
0 -1 1 E 0 -8
A= 0 0 -1 E 1. L= 8 I{ A } =3. d=1 - macierz nieregulama
1 0 0:-1 16
-1 0 1} 0 | o

—— Dlaczego kolumna 4 powoduje defekt?
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Metoda odwrotnosci normalnej

Rozwiazanie : X

Metoda 1 - z zastosowaniem odwrotnosci normalne;.

AL (A * - pseudoodwrotnosé )

AT=N'AT
N'=N(NN) ™
N=ATA
3 -1 -1 |-1]
—1 2 -1
e IS TS (r{N} =3
[—1 0 —1

21
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Metoda odwrotnosci normalnej

12 -4 -4 ]
—4 6 -4
(NN) = =2 x
—° |-4 -4 12!
14 16 10 0]
16 32 160
(NN)_“: 1 3 _

o T 2x32/10 16 1410

0 0 0:0
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Metoda odwrotnosci normalnej

14
16
10
0

16 100

32 1610
16 14i0| 3
St

8 0 0
4 16 4
0 0 8
—12 -16 -1

- o o O
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Metoda odwrotnosci normalnej

—2 0 0
== 8/ 0o 2 =2
-1 1 3
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Metoda Helmerta - Wolfa

N . =1
AT = L;‘T} (NN, +N,N, ) AT
=2 | ’

przy czym N, =A"A . N, =A"A,
1 1 0 0
0 -1 1 0
A=l 0 0 -1 A=l 1
| 0 0 -1
-1 1] 0]
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Metoda Helmerta - Wolfa
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Metoda Helmerta - Wolfa

11 -4 -5 10 1
NN =(-4 6 -4 N,N,"=[0 0 0
-5 -4 11 1 0 1
12 -4 -4
+N,N,T)=| -4 6 -4 (NN, +
-4 -4 12

56

64 128 64 |=—
3

40

64 40

64 56

|
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LRI

LA

0

—1

Metoda Helmerta - Wolfa
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Metoda z zastosowaniem wektorow wtasnych

AT = (ATAT AT = N*AT

-1
N"=IN+S, 8,7} -8.8.]

S_ - macierz modalnadla A =0 (macierz utworzona z wektorow wlasnych przyporzadkowanych zerowym

wartosciom wlasnym macierzy N )

3 -1 -1 -1
NoATa_|"L 2 -1 0
= T T -1 -1 3 -1

-1 0 -1 2]
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Metoda z zastosowaniem wektorow wtasnych

Macierz charakterystycza = [E — EE)
Rownanie charakterystyczne <= dEt{E — /{E} =0 — wartosci wlasne
Macierz spektralna D, = diag(0.2.4.4)
05
0.5

=° |05
_ﬂlﬁ_
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Metoda z zastosowaniem wektorow wtasnych

(0.5] (0.25 025 0.25 0.25]

0.5 025 025 025 025

05105 05 05 0Sl= oL s 025 025

0.5 025 025 025 025]
"3 -1 -1 -17 [025 025 025 025] [ 325 —0.75 -0.75 —-0.75]
r_|-1 2 -1 0] 025 025 025 025| |-075 225 -075 025
2020 T | 1 1 3 —1| |025 025 025 025| |-075 —0.75 325 —0.75
-1 0 -1 2| |025 025 025 025| |-075 025 —0.75 2.25]
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N+s,8, 7]
[0.4375
. 10.1875

N =

— 0.1875
0.1875

Metoda z zastosowaniem wektorow wtasnych

(0.4375
0.1875
0.1875

0.1875

0.1875
0.5625
0.1875
0.0625

0.1875
0.5625
0.1875
0.0625

0.1875
0.1875
0.4375
0.1875

0.1875
0.1875
0.4375
0.1875

0.1875]
0.0625
0.1875
0.5625 |

0.1875| [0.25
0.0625| 10.25
0.1875| |0.25
0.5625| |0.25

0.25
0.25
0.25
0.25

0.25
0.25
0.25
0.25

. 0.1875
—0.0625
—0.0625

—0.0625

—0.0625

0.3125
—0.0625
—0.1875

—0.0625
—0.0625

0.1875
—0.0625

—0.0625 |
~0.1875
—0.0625

0.3125
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Metoda z zastosowaniem wektorow wtasnych

(04375 0.1875 0.1875 0.1875] [025 025 025 025| | 0.1875 —0.0625 —0.0625
0.1875 0.5625 0.1875 0.0625| 025 025 0.25 025| |-00625 03125 —0.0625
0.1875 0.1875 04375 0.1875| |025 025 025 025| |—00625 —00625 0.1875
10.1875 0.0625 0.1875 0.5625| [025 0.25 025 025] |-0.0625 —0.1875 —0.0625

" 0.1875 —0.0625 —-0.0625 -00625] [-1 0 o0 1 —-1] [=2 0 0O
. 1 |—00625 03125 -0.0625 -0.1875 1 -1 0 0 0 1 3 -3 -1
N'A" = X =

—0.0625 -0.0625  0.1875 -0.0625 0 1
—0.0625 -0.1875 -0.0625  0.3125]] o 0 -1 -1 0O —1

o0 |
L
—_ 2
I
[
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Metody wyznaczenia pseudoodwrotnosci

Zastosowane metody wyznaczenma pseudoodwrotnosci przyniosly identyczne wyniki. stad:

_ | 18] - _
-2 0 o 2 -2 . —8.00
SR RIS T : 6.00

XN = F = — o =
- & 0 2 -2 0 2 16 —4.00
-1 3 -3 o) | )L 600
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Dyskusja

Dziekuje za uwage

35


http://www.agh.edu.pl/

	Slajd 1
	Slajd 2
	Slajd 3
	Slajd 4
	Slajd 5
	Slajd 6
	Slajd 7
	Slajd 8
	Slajd 9
	Slajd 10
	Slajd 11
	Slajd 12
	Slajd 13
	Slajd 14
	Slajd 15
	Slajd 16
	Slajd 17
	Slajd 18
	Slajd 19
	Slajd 20
	Slajd 21
	Slajd 22
	Slajd 23
	Slajd 24
	Slajd 25
	Slajd 26
	Slajd 27
	Slajd 28
	Slajd 29
	Slajd 30
	Slajd 31
	Slajd 32
	Slajd 33
	Slajd 34
	Slajd 35

