ROZDZIAL 4

ANALIZA SKEADOWYCH GLOWNYCH

Po przeczytaniu tego rozdziatu poznamy:
e podstawowe idee lezace u podstaw analizy sktadowych giéwnych,

s sposob okreslania skiadowych gltéwnych,

e interpretacje graficzng metody sktadowych glownych,
e zalozenia analizy sktadowych giownych,

o ' zastosowanie metody sktadowych glownych.

1. Wprowadzenie

Zjawiska biologiczne i medyczne cechuje wielka zlozonoéé. Dla lekarzy kazdy pacjent,
kazda zywa komoérka stanowi jedyna i niepowtarzalng indywidualno$¢ posiadajaca mnos-
two réznych wlasnych cech. Jesli wigc chcemy nawet w przyblizeniu opisa¢ zjawiska
biologiczne, to mamy do dyspozycji ogromng liczbe zmiennych. Tak wiec w badaniach
medycznych i eksperymentach biologicznych wystgpuje bardzo duza liczba zmiennych,
ktére powinnismy uwzgledni¢ w opisie mnaszego eksperymentu. Drugim przykiadem,

w ktérym wystepuje duza liczba zmiennych, s3 rézne ankiety lub kwestionariusze.

Wprawdzie im prostsza ankieta, tym chetniej i szybciej odpowiadaja ankietowani. Czasami

jednak na wstepnym etapie budowy ankiety mozemy umiesci¢ w niej wigcej pytan powia-

zanych ze soba, zwigkszajac niepotrzebnie rozmiar ankiety. Bywaja réwniez badania,

w ktorych analizuje si¢ kilkaset, a nawet kilka tysiecy zmiennych. Wynikajq z tego dwa

przeciwstawne kryteria wyboru zmiennych:

e 7 jednej strony, dla celéw predykcji, chcemy jak najpelniej opisac dane powiazama.
Staramy si¢ wowczas analizowaé jak najwigksza liczbg zmiennych, aby opis sytuacjl
byl jak najbardziej wiarygodny.

e 7 drugiej strony ograniczajg nas koszty zwijzane z uzyskaniem informacji od duzej
liczbie zmiennych. Réwniez przy duzej liczbie zmiennych procedury statystyczne
(nawet w dobie komputeréw) stajq sie skomplikowane, a czasami niemozliwe do wyko-
nania. Przy duzej liczbie zmiennych wzrasta tez skala trudnosci interpretacji. Co wigce)
czesé 7 tych zmiennych moze okazaé si¢ nieistotna albo silnie skorelowana z pozostaly-
mi. W ,,gaszczu” cech istnieje tez mozliwo$¢ zagubienia tych najwaznicjszych, a Ktore
mogg decydowac o stanie zdrowia pacjenta. Powinni§my wiec ograniczy¢ si¢ w doborze
zmiennych niezaleznych. Zbiér mniejszy uwaza si¢ zwykle za bardziej podstawowy.
Prostsza staje si¢ tez interpretacja otrzymanych zaleznosci.

W praktyce grupowanie zmiennych jest bardzo pozadane. Spotykamy sig ztym przy
doborze najlepszych cech diagnostycznych. Z problemem redukcji zmiennych spotkahismy
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sig rowniez w poprzedmm rozdziale. Wykorzystaliémy analize skupien do grupowania
znennych, ktore byly mocno skorelowane. Podobne zmienne taczyliémy w oddzielne sku-
piema. Z subiektywna redukcjg zmiennych spotykamy sie¢ niemal codziennie. Méwiac, ze
student medycyny poradzit sobie ze wszystkimi zajeciami na uczelny dzieki inteligencyi
1 pracowitosci, dokonujemy takiej subiektywnej redukcyi. Udzial w 15 lub 20 zajeciach na
uczelm z roznorodnych przedmiotéw sprowadzamy do dwéoch podstawowych zmiennych:
inteligencyi 1 pracowitosci. W wielu sytuacjach przypisujemy osobom wiele réznych cech
na podstawie jednego lub dwdch czynnikow, takich jak: pteé, religia czy kolor skéry.

Jak jednak dokonac optymalnej redukcji bez znaczacej utraty informacji? Czy istnieje kom-
promis mi¢dzy opisanymi powyzej skrajnosciami? Niestety, nic ma idealnej procedury sta-
tvstycznej stuzacej do wyboru najlepszego podzbioru zmiennych. O waznosci tego zaga-
dnienia $§wiadczy znaczna grupa analiz statystycznych proponujacych rézne techniki redu-
kcji wymiarowosci. Nalezy do nich analiza czynnikowa, analiza skiadowych giéwnych,
skalowanie wielowymiarowe i opisywana wczesniej analiza skupien oraz analiza dyskrymi-
nacyjna. Analizy te musimy jednak potaczyé z nasza wiedza i doswiadczeniem zwizzanym
z badanym zagadnieniem. Najbardziej populame techniki to analiza czynnikowa i analiza
skladowych gtownych. Obie stanowig zespét metod i procedur statystycznych pozwa-
lajacych na: :

e redukcje liczby zmiennych,
» wykrycie struktury 1 ogélnych prawidlowos$ci w zwiazkach miedzy zmiennymi,
e zweryfikowanie wykrytych prawidlowosci i powigzan,

 opis 1 klasyfikacje badanych obiektow w nowych (ortogonalnych) przestrzeniach zdefi-
niowanych przez nowe zmienne (czynniki).

W analizie czynnikowej, jak i w analizie skladowych gléwnych formutowane sa modele
matematyczne w postaci ukladéw réwnan liniowych. W analizie sktadowych gléwnych jest
to ortogonalne przeksztalcenie zmiennych obserwowalnych w nowy zbidr nieskorelowa-
nych zmiennych (skladowych). Tym samym model ten nie zaktada redukcj1 badanych
zmiennych. Cafkowita wariancja obserwowalnych zmiennych jest rowna sumie wariancji
skiadowych glownych. Natomiast w analizie czynnikowej dokonujemy dekompozycji
zmiennych obserwowalnych w nowy zbiér nieskorelowanych zmiennych, wsréd ktérych
y.vyrézniamy czynniki wspélne i czynniki swoiste. Wyodrebnienie czynnikow wspoélnych
jest glownym celem analizy czynnikowej. Generuja one tak zwang wanancjg wspolna.
Metody te sg bardzo podobne, dlatego poswigcimy im dwa kolejne rozdzialy. W niniejszym
rozdziale opiszemy analize sktadowych gléwnych, a w nast¢gpnym analiz¢ czynnikowa.

/_.amm przcjdziemy do wzorbw i precyzyjnego opisu konkretnych analiz przedstawimy gra-
hcznq ideg lezaca u podstaw tych analiz. Zalézmy, 7e w pewnych doswiadczeniach mierzy-
11§m y dwic cechy dla 24 obickioéw. Otrzymane wyniki tworza uktad punktéw na ptaszezyz-
nie. Graficznym odzwierciedicniem tego ukladu Jest wykres rozrzutu przedstawionv-na
rys. 1 po lewe;j stronie. ‘
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Rys. 1. Wykresy rozrzutu z zaznaczonym nowym ukfadem wspohzednych

Przygladajac si¢ ukladowi punktéw nietrudno zauwazyc, ze punkty ukladaja sie wzdhz
przekatnej ukladu wspohrzednych. Jezeli zamiast dotychczasowych wspdtrzednych X,
Y zastosuje si¢ wspotrzedne w obréconym ukladzie X* Y’ (linia przerywana), wowczas po-
danie wspéirzednej Y’ byloby niepotrzebne. Praktycznie wszystkie punkty mialyby prawie
tg¢ sama wartos¢ cechy Y'. Oznacza to, ze do opisu zamiast dwéch zmiennych X’ 1Y’ wys-
tarczy, prawie bez utraty informacji, uzy¢ jednej zmiennej X’ Mowiac jezykiem statystyki,
prawie cala wystepujaca zmienno$¢ miedzy cechami opisana jest przez zmiennoéé cechy
X, a zmienno$¢ cechy Y’ mozemy pominaé. Podobna sytuacjg przedstawia wykres po pra-
wej stronie na rys. 1. Réwniez i w tym do$wiadczeniu badane cechy sa wysoce skorelo-
wane. Mozemy tez uzy¢ tylko jednej zmiennej X’. W tym przypadku redukcja zmiennych
powoduje jednak pewna utrate informacji. Wynika stad, ze bedaca oczywiscie pod nasza
kontrola, wielkos¢ zaniedbywanej informacji nie powinna by¢ ,zbyt duza”. Jednak, jak
okaze si¢ pozniej, jest to decyzja z natury arbitralna.

W rozwazanych przyktadach dokonalismy takiego obrotu ukladu wspolrzgdnych, aby nowe
osie pokrywaly si¢ z ,,gléwnymi osiami” chmury punktéw na wykresie rozrzutu. Nastgpnie
dokonywalismy redukcji, pomijajac zmienna reprezentowang przez o$, wokot ktdrej rozrzut
punktéw byl maly w poréwnaniu z rozrzutem wokot innej osi. Wynikalo to z istnienia
wysokiej korelacji migdzy zmiennymi. Oczywiscie, méwige o korelacji, bedziemy zawsze
mysleli o zaleznosci liniowej. Zauwazmy, Ze przy braku korelacji rozrzuty pugktéw \\'ok(.ﬂ
osi moga by¢ porownywalne i taka redukcja nie bedzie miala uzasadnienia. Taka sytuacja
pokazana jest na rys. 2.

Opisany powyzej przykiad lgczemia dwoch sktl)rclm\'unych zmiennych w jcdm‘\ cz)‘r;mt
pokazuje podstawowaq ideg analizy czynn‘iko‘we) 1vsktadow)"ch gl(rwtlxy'ch‘ Mto:nT)l uogt)is r::l ;
podany przyklad na wiele zmiennych. Obliczenia stang si¢ lmrdnqz!o?o?c‘,'a e'po k
wowa zasada wyrazania dwéch lub wigcej zmiennych w postac) pojedynczego t,qnn::
pozostaje taka sama. Ogdlnie mowiac, uk.lud' punktow wn \\'ijmxzux)\fci przes'trzun n::nnr
zajmowaé w przyblizeniu przestrzen m Wymiarowa, gdzie m < n. M_‘} emy zat.c?mlzrh\
n zmiennych zredukowaé, z niewielka stratq informacj), do mmémzqgo rbioru m zmiennye
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Rys. 2. Wykres rozrzutu przy braku korelacyi

Jak wspomnieli$émy, obecny rozdzial poswiecimy analizie sktadowych gléwnych. Jest to
zespél procedur statystycznych, ktore poprzez transformacje poczatkowych zmiennych we
wzajemne ortogonalne nowe zmienne, buduja teoretyczny model opisujacy strukture zalez-
nosci miedzy badanymi cechami. Poczatki tej techniki pochodza od Pearsona (1901), ktory
stosowal ja w dopasowywaniu powierzchni za pomocg metody najmniejszych kwadratow.
Jednak glowny rozwéj te) metody zawdzieczamy pracom amerykanskiego statystyka
Hotellinga (1933, 1936), ktory opracowat ja dla analizy struktury zaleznosci.

Oznaczmy przez p zespol poczatkowych zmiennych. Chcieliby$my zredukowac liczbe
zmiennych, zachowujac réwnoczesnie tak duzo zmienno$ci danych, jak to tylko jest moz-
liwe. W analizie sktadowych glownych realizujemy to poprzez tworzenie nowych nieobser-
wowalnych zmiennych, ktore sa kombinacja liniowa zmiennych poczatkowych. Te nowe
zmienne nazywamy skltadowymi gtéwnymi. Niech Z, oznacza pierwsza skladowa gléwna,
Wowezas zgodnie z okresleniem mamy:

Z] = a“X, 7+ a]Q_Xz 5 PR alep :

gdzie ayy, ay,, ..., a;p 10 wspotezynniki wyznaczone przez poczatkowe zmienne.

Zauwazmy, ze rownanie to jest podobne do rownania regresji wiclorakiej, gdzie Z, gra role
zmiennej zaleznej. Nie mylmy jednak tych rownan. W analizie sktadowych gldwnych nie
ha wyrazu wolnego, nie ma zadnych reszt, a co najwazniejsze nie przeprowadza S1€ TOZroz-
nienia na zmienne zalezne i niezalezne.

Aby zachowa¢ tak duzo zmiennosci danych, jak to tylko jest mozliwe, musimy wyznaczyé
skiadowg gléwna Z, o maksymalnej wariancji. Wynika stad, ze celem analizy sktadowych
gtownych jest wyznaczenie takich wartosci wspolczynnikow ayy, ap, ..., a1p, aby wariancja
Z, byta tak duza, jak to tylko mozliwe. W jezyku geometrii polega to na poszykxwamu .]'miu
brostej, ktora jest najlepiej dopasowana do chmur punktéw w przestrzeni. Oczywiscie

—

(@,
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musimy W tym procesie maksymalizacji zachowac¢ zdrowy rozsadek. Jezeli bowiem wspoi-
czvnniki 1,; daza do nieskonczonosci, to rowniez wariancja Z, dazy do nieskonczonos$ci.
Aby uciec od takiej sytuacji, maksymalizujemy wariancj¢ Z; przy ograniczeniu > ay =1
:
(suma kwadratow wspotczynnikow jest rowna jedno$ci). Warunek ten jest po prostu nor-
malizowaniem wektora wspdlczynnikéw. Po przeksztalceniach matematycznych nasz
problem sprowadza si¢ do rozwigzania ukladu p réwnan, ktory w zapisie macierzowym
przyjmuje nastepujaca postac:
(S—Aa; =0

gdzie: a, = (a, a3, ... , a;p) wektor wspodtczynnikow,
S jest macierza kowariancji zmiennych X, X, ..., X,
I jest macierza identycznosciowa

L.

Oczywiscie najprostszym rozwiazaniem jest wektor zerowy a; = 0. My jednak szukamy
nietrywialnych rozwiazan. Niezerowe rozwiazanie istnieje, jezeli macierz (S — AI) nie jest
macierzg odwracalna. Tak jest w sytuacji, gdy wyznacznik z tej macierzy jest réwny zero,
czyll |S —Af] = 0. To ostatnie rOwnanie nazywane jest w matematyce rownaniem charakte-
rystycznym, a A — wartoscia wlasna macierzy S. Przypominamy, ze podstawowe pojecia
1 operacje dotyczace macierzy znajdzie Czytelnik w Dodathku 4 w tomie drugim Przystep-
nego kursu statystyki. Reasumujac, aby otrzymac niezerowe rozwigzanie, musimy znalez¢
warto$¢ wiasng A macierzy kowariancji S. Takie niezerowe rozwigzanie a; nazywa sie
wektorem wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej A. Mozna rowniez udowodnié, ze
wanancja sktadowej gtéwnej Z, jest rowna wartosci wlasnej A (Var(Z;) = A). Z tych mate-
matycznych rozwazan wynika, ze wszystko, co powinnis$my zrobié, to znalez¢ najwigksza
warto$¢ wilasng macierzy kowariancji. Wspdlczynniki odpowiadajacego jej wektora wias-
nego to poszukiwane przez nas wspolczynniki ajy, ajs, ... , a;, skladowej gtéwnej. Wspal-
czynniki te wyznaczone sa z dokladnoscia do state) multiplikatywnej. Oczywiscie w dobie
komputeréw wszystkie opisywane wartosci wyliczajg nam pakiety statystyczne.

Mimo iz pierwsza skladowa jest wyodr¢bniona w taki sposéb, ze w mozliwie najwigkszym
stopniu wyjasnia wariancje oryginalnych zmiennych, to jednak rzadko odtwarza ja w ca-
Joéci. Dlatego po znalezieniu pierwszej skladowej pozostaje jeszcze trochg niewyjasnione]
zmienno$ci. W analizie skiadowych giéwnych definiuje si¢ dalej Kolejna skiadowa, ktora
maksymalizuje pozostala czeé¢ zmiennosci. Druga sktadowa jest réwniez kombinacja
linlowa Z, =ay X, +apX; +... +aX,, gdze wspolczynniki asy, ax, ..., @y s tak
dobrane, aby wariancja Z, byla maksymalna przy warunkach a3 =1i Ya,a, =0.
! {

Pierwszy z warunkéw jest po prostu normalizowaniem wspolczynnikow w celu ich jedno-
znacznego wyznaczenia. Drugi mowi o ortogonalnosci wektorow wspdlezynnikow a; 1 as.
Dzieki niemu suma wariancji kolejnych skiadowych glownych daje calkowita wariancje
uktadu. Z podobnych rozwazan, jakie przeprowadzalismy dla pierwszej skladowe), moze-
my pokazaé, ze wspolczynniki drugiej sktadowe; giéwnej to elementy wekt01.".a wlasnego
odpowiadajacego drugiej co do wielkosci wartosci wtasnej macierzy kowarianch S.
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W ten sam sposdb mozemy wyodrgbni¢ nastepne skladowe glowne Kolci”? i-1a Skmd('v’m
jest kombinacja liniowg Z, = ay Xy +apX; v ..+ aX,, gdzie wspblczynniki a;), ag, --- dip
to elementy wektora wlasnego, odpowiadajacego i-tej co do wielkoéci wartosci w!asné)
macierzy kowariancji S. Reasumujac:

* Kolejna skladowa jest definiowana tak, aby maksymalizowaé zmiennoéé, ktora nie zos-
tala wyjasniona przez poprzednia skltadows.

e Kolejne skladowe s3 wzajemnie ortogonalne, tzn. sa wzajemnie nieskorelowane,

* Wanancja skladowej gléwnej Z; jest réwna i-te] co do wielkoéci wartoéci wlasnej ma-
clerzy kowariancji S (Var(Z) =,). Zatem catkowita wariancja ukladu jest réwna /.
T Ay *t...7 Ay Pozwala to zdefiniowac cze§¢ wariancji wyodrebnionej przez i-tz
sktadowg wedhig wzoru:

A
! x 100%
M ¥lg+.+ A, :

¢ Liczba wyodrebnionych w ten sposob sktadowych nie przekracza liczby wyjsciowych
zmiennych.

Jak widzimy, wartoéci wlasne macierzy kowariancji dla zmiennych poczatkowych odgry-
waja wazna role przy obliczaniu skiadowych gtéwnych. Oprécz okreslania wspoéirzednych
daja one takze dobra informacje na temat wielkoéci warlancji wyjasnianej przez dana skla-
dowa. Informacje te mozemy pozniej wykorzystaé przy decydowaniu o kolejnosci, wedhug
ktérej bedziemy mogli redukowac wymiary oryginalnej przestrzeni zmiennych, bez straty
zbyt duzego zakresu wyjsciowej wariancji. Na wartoéciach wlasnych opiera si¢ tez wiele
kryteriéw pozwalajacych na wskazanie optymalne;j liczby czynnikéw w dane; sytuacji.

Zgodnie z wprowadzonym okresleniem kazda skladowa gléwna jest kombinacja liniowa
zmiennych wyjéciowych zagadnienia. Interpretacja sktadowych gléwnych musi by¢ prze-
prowadzana z wykorzystaniem pojecia korelacji. Majac na uwadze ten fakt, definiowane sa
rozne statystyki, uzyteczne do celéw interpretacji. Wsréd nich najczesciej spotykane to
wspotrzedne czynnikowe, nazywane takze ladunkami czynnikowymi. Stosujac jezyk
matematyczny, mozemy powiedziec¢, ze tadunki czynnikowe sa wspoiczynnikami korelacji
pomig¢dzy dana zmienna i sktadowymi. Majac zatem na uwadze ten fakt oraz cel inter-
pretacii skladowej, bedziemy w paturalny sposéb poszukiwa¢ tych zmiennych, ktore majg
najwyzsze (w warto$ciach bezwzglednych) wartosci wspolrzednych czynnikowych dla da-
nych skladowych. Opisujg one wktad zmiennej do poszczegoélnych skladowych. Zauwazmy
takze, ze znak tadunkow czynnikowych liczy si¢ tylko w tym sensie, Ze zmienne o przeciw-
nych znakach tadunkéw dla danej sktadowej wnosza odmienny wkiad. Mozemy jednak
pomnozy¢ wszystkie tadunki przez -1 (zmieniajac wszystkie znaki), nie wplywajac w zaden
sposob na wyniki.

Jak wiemy, kazda skladowa jest definiowana tak, aby w mozliwie najwigkszym stopniu
wyjasnia¢ zmiennoé¢ oryginalnych zmiennych. Zgodnie z tym stwierdzeniem wielkosdci,
ktére powinny odgrywaé decydujaca role, to miary zmiennosci. Istnieje wiele miar zmien-
nosci. Statystycy preferujg jednak:
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Wariancie - dla pomiaru zmiennosci, gdy rozwazamy jedna zmienna. Dla n wartosci
n
o . N 2 o
pewnej zmiennej, wyliczymy ja wedlug wzoru: s =-——— L(.x, ~x) ,gdzie x oznacza
. A n=1j=

1ch wartosc¢ srednig
e Kowanancie - dla pomiaru wspoétzmiennosci, gdy rozwazamy dwie zmienne. Dla
| I _ =
n wartosci zmiennych wyliczymy jg wedlug wzoru: cov(x, y) = —— ():, - ):Xy_, — }'),
n—1;j=
adzie ¥ 1 ¥ oznaczaja ich wartosci $rednie.

Miary te zostaly szeroko oméwione w pierwszym tomie Przystepnego kursu statystyki. Dla
wiclu zmiennych miary te zapisujemy w postaci tzw. macierzy kowariancji. Taka macierz
zawiera cala informacje potrzebng do wyznaczenia skladowych giownych. Przykiadowa
macierz kowariancji dla dwdch zmiennych pokazana jest ponize).

( s_f cov(x,y)
\cov(x, y) s"z,

I tu pojawia sie pierwszy problem w analizie sktadowych gtéwnych. Jezeli obie zmienne
wyrazaja sie w tych samych jednostkach i s poréwnywalne (tego samego rzedu), to dalsze
rozwazania mozemy poprowadzié, opierajac si¢ na prezentowanej macierzy kowarancji-
W wiekszosci jednak badan zmienne maja rézne jednostki. Przykladowo wiek podajemy
w latach, mase ciala w kilogramach, a skladniki biochemiczne w réznorodnych jednost-
kach. A przeciez dodawanie do siebie kilograméw, metréw i lat nie ma sensu! W takich sy-
tuacjach musimy wykorzystaé¢ standaryzowane wersje tych zmiennych. Standaryzacje
przeprowadzamy wedhig wzoru:

X, —Xx
z=—

b

Sx

gdzie X 1 s, to srednia i odchylenie standardowe zmiennej x wyliczone z préby.

I atwo sprawdzi¢, ze zmienna standaryzowana ma wartos¢ srednig rowng zero 1 odchylenie
standardowe (a zatem 1 wariancj¢) réwne jednosci. Macierz kowariancji dla zmiennych
standaryzowanych przechodzi w tzw. macierz korelacji postaci:

N\

lrxy

- 1 , gdzie 1, jest wspodiczynnikiem korelacj

oy

Wyb6r sposobu obliczanma skladowych jest rzecza wazna, zwlaszcza ze sktadowe otrzyma-
ne dla macierzy kowariancji | macierzy korelacji, ogélnie rzecz biorac, nie musza by¢ takie
same. Reasumujac:
* Jezeli zmienne majg rozne jednostki lub s3 réznego rzedu, analiz¢ skladowych glow-
nych przeprowadzamy wykorzystujac macierz korelacji. |

. .\l;zch analizowane zmienne sa poréwnywalne, to wykorzystujemy macierz kowariancji
tym przypadku wyniki analizy zaleza od réznic w zakresie zmiennoéci w obrebie
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zmiennych aktywnych. Dlatego tez analiz¢ bazujaca na m

tylko w przypadku, jesli wykrycie takich réznic ma Zwi
przeprowadzamy.

acierzy kowariancji stosujemy
azek z rodzajem badan, ktore

przykiadzie medycznym.

Przyklad 4.1.

* proerytroblasty [%],
e neutrofile [ %],

° promielocyty [%],

* potas [mmol/]],

¢ s6d [mmol/).

Otrzymane wyniki dla 30 0s0b przedstawia ponizsza tabelka.

: : : .
Proeryt- Ncutroﬁleipromlc‘o-i Pom} S6d | Proeryt- Neutrofile Promxelo.- Potas | Séd
roblasty |__cyty | , roblasty cyty ‘
153 | 285 | 75 | 27 112651 193 18,6 7,1 25 | 1265
018 | 199 | 67 [ 3528 133 2.7 242 7.7 3.4 [ 1287
19 1 264 |85 | 24 1262 1.78 16,3 3,9 2 124
091 | 114 | 11 524 113141 171 18,9 52 2,1 | 1246
127 0 199 [ s 3.61 (12951 0,44 18,8 6,2 4,63 | 1291
152 | 13T 36 | 39 1257 2,49 31 78 37111314
132 299 T S8 283 [1277] el 25,5 6.6 |357 1292
104 |85 1 29 39 12851 0,75 3.8 25 | 2,5 | 1246 ]
07 | 182 59 1 37 1261 0.17 1,3 0 2.2 | 1247 |
L 154 | 86 | 3 | 3,66 [ 1299 1.13 8.3 3,6 24 | 1275
075 126 | 46 42 | 12681 138 20,3 5.5 4,49 | 131
| 1,22 88 | 2] 32 1288 0,44 8,7 23 |42 | 128
131 | 3 | 7 3,98 | 1276 047 45 | 11 3,53 | 127,1 |
064 | o T e 396 | 1277 | 14 5.1 4.8 L8 | 123
0 799 T3 Tan 127,51 071 14.2 6,8 3,79 | 1289

Poniewaz zmienne maja rézne jednostki, wiec zgodnie z w'czeéniejs?ynli rozwazaniamj,
analiz¢ skladowych glownych przeprowadzimy na podstawie macierzy korelacji. Dla
Prezentowanych danych przyjmuje ona postac:
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4 Analiza skladowych glownych

Proerytro.  Neutrol. Promiel. Potas  S6d
1 0,61 0,55 -0,37 0,03 Proerytro.
0,61 1 0,87 -0,03 0,23 | Neutrof.
R=1 055 087 1 -0,02 017 | Promiel.
-037 -0,03 -0,02 1 6,76 | Potas

-0,03 0,23 0,17 0,76 ] Séd

Istotne kore]agje zaznaczone s czcionka pogrubiona. Zauwazamy wysoka korelacje mie-
dzy wzema pierwszymi zmiennymi. Réwniez dwie ostatnie zmienne sa istotnie skorelo-
wane na poziomie 0,76. Pozostate korelacje sg wzglednie niskie. Zatem wydaje sie, ze
W macierzy tej wystepuje jakas wyrazna struktura, ktéra bedzie miala wplyw na postaé
sktadowych gtéwnych. Graficznie sytuacj¢ te pokazuje rys. 3. .

Wykres macierzowy

Pioerylroblasty

Rys. 3. Macierzowy wykres rozrzutu dla danych z przyktadu 4.1

Wartosci wlasne wyznaczone dla analizowanych danych przedstawione sg w ponizszej
tabelce. Jak wiemy, i-ta warto$¢ wiasna jest rowna wariancji i-tej skladowe) glownej Z;.
Pozwolilo to zdefiniowa¢ czesé¢ catkowitej wariancji wyodrgbnione) przez i-ta skladowa. Ta
ostatnia warto$¢ podana jest w drugiej kolumnie. Kolumna trzecia iczwarta pokazuja
skumulowane wartosci wlasne 1 skumulowany procent wariancji.
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Wartos¢ Procent Sknmulowana Skumul. % 2
wlasna 4, | wariancji | warto&¢ wlasna ‘wariancji__|
L 2414 48.279 2414 48279 |
1845 | 36891 | 4259 85170 |
0458 | 9155 | 4716 94,325
0,170 3,405 | 4,887 97,730 |
0113 2,269 5000 | 100,0000 |

Dla naszych danych skiadowa odpowiadajaca najwigkszej wartosci wilasnej (2.414) wyjas-
nia okolo 48.3% catkowite] wariancji. Druga skladowa odpowiadajaca drugiej wartosci
wiasnej (1.845) wyjasnia okoto 36,9% catkowitej wariancji itd. Kazda zmienna standaryzo-
wana ma wariancj¢ rowna jednosci, wiec catkowita wariancja pigciu zmiennych wynosi 5.
Poniewaz catkowity rozrzut zawarty w danych nie moze si¢ zmieni¢, wigc skumulowana
wartos¢ wilasna jest rowniez rowna 5. Zatem przy analizie macierzy korelacji suma wartosci
wlasnych (zacieniowana komorka) jest réwna liczbie zmiennych, na podstawie ktérych
byly obliczane.

Nastepnie wyliczamy wektory wlasne odpowiadajace znalezionym warto$ciom wiasnym.
Sa one bowiem poszukiwanymi wspétczynnikami sktadowych. Po wykonaniu obliczen

otrzymujemy:
Wartos¢ wlasna Sktadowe giéwne

M =2414  Z,=0,517Proerytro. + 0,605Neutrofile + 0,588Promiel. — 0,102Potas + 0,101Séd
A, =1.845  Z,=-0,204Proerytro. + 0,096Neutrofile + 0,085Promiel. + 0,695Potas + 0,677S4d
A3 =0458  Z;=-0,747Proerytro. + 0,258Neutrofile + 0,470Promiel. — 0,06 7Potas — 0,389S6d
2 =0,170  Z,=0,365Proerytro. — 0,311Neutrofile + 0,207Promiel. + 0,656Potas. — 0,545S6d
As=0,113  Zs=0,019Proerytro. + 0,679Neutrofile — 0,619Promiel. — 0,267Potas — 0,288Sad

Uwazny Czytelnik zapyta: Co zyskaliSmy? StartowaliSmy z pigcioma zmiennymi 1po
zmudnych obliczeniach otrzymali§my pigé (moze bardziej skomplikowanych) zmiennych
2y, 75,15, Zs, Zs (sktadowe). Jednak cos$ zyskujemy.

Po pierwsze, nowe zmienne (skladowe) sa ortogonalne w stosunku do siebie, tzn. sa wza-
jemnie nieskorelowane. Takie skltadowe mozemy wykorzystaé w dalszej analizie badaw-
czej, np. w analizie dyskryminacyjnej lub w analizie regresji wielorakie)j, gdzie wymagane
jest zalozenie o braku wspétliniowosci.

Po drugie, kazda kolejna skiadowa wyjasnia coraz mniejszg czg$¢ zmiennosci oryginalnych
zmiennych. W jakim$§ momencie bedziemy okresla¢ skladowa, ktora wyjasnia znikoma
czes¢ zmiennosci. Wréémy na moment do powyzszej tabeli prezentujacej skumulowany
procent wariancji. W naszym przykladzie okazuje sig, ze pierwsze dwie skladowe wyjas-
maja 85,2% catkowitej zmiennosci. Zas trzy skladowe wyjasniajg ponad 94% Pozostale
skladowe wyjasniajg 6% albo mniej. Wyglada na to, ze czwarta 1 piata skladowa sg zby-
teczne. Jezeli tak, to stosujac w dalszych analizach tylko ,,najwazniejsze” sktadowe, doko-
naliSmy redukcji zmiennych. Zamiast pieciowymiarowej przestrzeni, przy zgodzie na
-newielkg” utratg informacji, wystarczy nam przestrzen tréjwymiarowa.
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4. Analiza skladowvch glownych

Czy mozemy jednak pominaé pozostale skiadowe? Jezeli tak, to ile? I tu pojawia sie drugi
problem w anahzie sktadowych giéwnych. Nie ma zadnego obiektywnego kryterium reduk-
¢jr wymiarow. Wsrod réznych propozycji trzy zyskaty akceptacje i sa stosowane w praktyce.

* W pierwszym kryterium brany jest pod uwage procent wariancji wyjasnionej przez dana
sktadowa. Jesh dla pierwszych dwoch, trzech sktadowych suma ich wariancji stanowi
znaczna czes¢ warianc)i wszystkich zmiennych obserwowanych, to na takiej liczbie
skfadowych poprzestajemy. Jesli za$ nie, to sktadowe wyznacza sie tak dhugo, az suma
ich wariancji przekroczy pewna warto$é, np. 75%. W literaturze (Grabifiski 1992)
spotykamy réwniez ograniczenie 80% lub nawet 90%. Wedhig tego kryterium pozosta-
wiamy, dla danych z naszego przyktadu, dwie pierwsze sktadowe.

* Drugie kryterium pochodzi od Kaisera (1960). Jak wiemy, standaryzowane zmienne
wejSciowe majg wariancje rowna jeden. Zatem nowe zmienne (sktadowe) réwniez
powinny wnosi¢ do opisu przynajmniej tyle samo. Stad wedhig kryterium Kaisera
wykorzystuje sie tylko te skladowe, ktorym odpowiadaja wartosci wlasne wicksze od 1.
W naszym przykiadzie okazuje sie, ze tylko dwie wartosci wiasne sa wigksze od 1 i po-
zwalaja na wyjasnienie okoto 85% catkowitej zmiennosci.

* Trzecie kryterium opiera si¢ na tzw. wykresie osypiska (Cattell 1966). Jest to prosty
wykres liniowy, pokazujacy kolejne wartoéci wtasne. Cattell proponuje odszukanie
miejsca, od ktérego na prawo wystepuje tagodny spadek wartosci wilasnych. Na prawo
od tego punktu przypuszczalnie znajduje si¢ tylko ,,0sypisko czynnikowe”. Jest to miej-
sce, w ktérym przyrost informacji doznaje zalamania. Zatem nie powinni$my uwzgled-
nia¢ wigcej czynnik6w niz te znajdujace si¢ po lewej stronie tego punktu. Sam punkt, od
ktorego zaczyna si¢ osypisko, niektérzy autorzy uwzgledniaja przy wyznaczaniu liczby
sktadowych, inni zas pomijaja ten punkt.

Wykres osypiska
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Rys. 4. Wykres osypiska dla danych z przykiadu 4.1
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D!a c_lanych Z naszego przykladu wykres osypiska pokazuje rys. 4 (powyzej). Na rysunku
widzimy, ze osypisko zaczyna sie od trzeciej skladowej. Jak wiemy, te pierwsze trzy
sktadowe wyjasniaja ponad 94% catkowitej zmiennosci.

Ktore kryterium stosowaé¢? Kryterium Kaisera czasami wybijera zbyt malo sktadowych.
Poza tym mozemy go stosowac, kiedy analiza jest oparta na zmiennych standaryzowanych.
Dla zmiennych niestandaryzowanych, kiedy wariancja moze by¢ o wiele wigksza od 1,
kryterium to nie powinno by¢ stosowane. Z kolei test osypiska czasami wybiera zbyt wicle
sktadowych. W praktyce waznym aspektem jest to, na ile rozwiazanie poddaje si¢ interpre-
tacji. Dlatego zalecamy rozwazenie kilku rozwiazah z wigksza lub mniejsza liczba skia-
dowych, a nast¢pnie wybranie tego, ktére wydaje sie najbardziej ,.sensowne”. Czasami tez
rézne wzgledy moga przemawiaé za wlaczeniem dodatkowych skladowych do analizy.
W naszym przyktadzie dotaczenie nowych zmiennych jest chyba zbyteczne. Pomijajac
bowiem dwie ostatnie sktadowe, mozemy powiedzie¢, ze zachowujemy 5,6% margines
bledu.

Poniewaz opisane kryteria sa bardzo subiektywne, aprobuj;amy wiec tylko wyniki poparte
przez co najmniej dwa kryteria, traktujac pozostale jako prawdopodobne hipotezy.

Interpretacja skladowych

Skladowe gléwne dla danych z naszego przykladu zapisalismy powyzej w postaci pigciu
kombinacji liniowych. W literaturze spotykamy inny zapis — macierzowy. Wspéiczynniki
skladowych zapisywane sa w postaci macierzy Z tak, ze kazda i-ta kolumna zawiera
wspolczynniki i-tej skladowej gléwnej. Macierz wspélczynnikow skiadowych giownych
dla danych z naszego przykladu przedstawiona jest ponizej.

Wspoblczynniki
(0517 -0204 —0747 0365 #0019 skiadowej Z4

| 0,605 0096 0258 -0311 0,679
Z=| 0588 0085 0470 0207 -0619
|-0102 0695 -0067 0656 —0267

L 0,101 0677 -0389 -0,545 -0,288)

Znaki i wartoéci wspotczynnikéw a;; sktadowych moéwia nam o sposobie 1 wielkosci wpiy-
wu i-tej zmiennej na j-ta skladowa. Mozliwa jest takze doktadniejsza i czgsciej stosowana
interpretacja z wykorzystaniem pojgcia korelacji. Wynika ona ze spostrzezenia, Ze kowa-
riancja miedzy i-ta zmienna a j-ta skladowa Z; jest rébwna )a;;, gdzie (jak w calym roz-
dziale) ), to j-ta wartosé wlasna a, a; wspolczynniki j-te) sktadowej. Wystarczy teraz
podzieli¢ 1¢ wartos¢ przez odchylenie standardowe, a otrzymamy wspofczynnik korelacji
i-tej zmienne] zj-ta skladowa. W przypadku, gdy skladowe glowne .byfy wyznaczanc na
podstawie macierzy korelacji, wspolczynnik korelacji migdzy i-ta zmienng a j-t3 skfadowa

jest postaci "[2—/ a, . Otrzymujemy w ten sposob tzw. tadunki czynnikowe, ktore mozemy
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4. Analiza skiadowych gidwnych

zapisa¢ w postaci macierzowej. Macierz ladunkéw czynnikowych dla danych Z naszego
przykladu przedstawiona jest ponizej.

Kolumna wspélczynnikow

/-4 . korelacji zmiennych

j ) z czwartg sktadowa Z,
i roerytro. 0,803 -0,277 0.505 0151 0,006 réwnych \/Zaa,-

’ Neutrof. 0,940 0,130 0,174 -0,128 0,229
| Promiel. 0914 0,115 0,318 0,085 -0,209
{

Z, z, Z, Zi

2

Potas -0,159 0944 -,0,045 0,0271 -0,090
Séd 0,157 0920 -0,263 -0,225 -0,097)

Jak widzimy, pierwsza skladowa Z, jest najbardziej skorelowana ze zmiennymi. Nie
powinno nas to dziwi¢, skladowe sa bowiem wyodrebniane kolejno i wyjasniaja coraz to
mniej catkowitej waniancji. Zmienne Neutrofile, Promielocyty i Proerytroblasty maja wyso- -
kie tadunki czynnikowe (0,940; 0,914 1 0,803) z pierwsza sktadowa. Z kolei zmienne Potas
1 S0d majg wysokie tadunki czynnikowe z drugg skladowa. Pozostate sktadowe wydaja sie
nieistotne. Ten wynik koresponduje z uwagami, ktére sformulowali$my wczesniej, oma-
wiajac wspolczynniki korelacji. Z faktu, ze skladowe Z, iZ, s3 ortogonalne wynika, ze
zmienne Potas i S6d reprezentujq oddzielny zestaw parametréw biochemicznych. Ze spos-
trzezen tych wynika, ze pierwsza skladowg mozemy nazwaé ,,rmelogramem” a druga
..2ospodarka kationami™.

Ladunki czynnikowe (wspoiczynniki korelacji) podniesione do kwadratu mozemy interpre-
towa¢ jako udziat wyjasnionej wariancji (wspétczynniki dctermmaqx) } adunek czynniko-
wy dla Neutrofili i Z, jest réwny 0,940. Zatem (0,940)> = 0,8836, co oznacza, ze $8%
wariancji zmiennej Neutrofile jest wyjasnione przez pierwsza skladowg ,mielogram”.
Skiadowa druga dodaje (0,130)% tj. 2%, a dalsze sktadowe pozostate 10%. Suma wynosi
100%, poniewaz caly rozrzut jest wyjasniony w calosci przez pi¢é skladowych. Sume
kwadratow tadunkoéw czynnikowych w danym wierszu nazywamy zasobem zmiennosci
wspolnej (ang. communality). Jest to cze$¢ wariancji zmiennej wyjasniona przez skladowe.
Jezeli uwzgledniamy wszystkie skladowe, to zaséb zmienno$ci wspoélnej jest zawsze réwny
100%. W naszym przyktadzie, gdy uwzglednimy tylko dwie pierwsze skladowe, zasdb
zmiennosci dla Neutrofili jest réwny (0,940)% + (0,130)* = 0,9005, co oznacza, ze ponad
90% wariancji tej zmiennej jest wyttumaczone przez pierwsze dwie sktadowe. Podobnie
mozemy pokazaé, ze 72% wariancji zmiennej Promieloblasty jest wytlumaczone przez
pierwsze dwie skladowe. Analogiczne obliczenia mozemy przeprowadzi¢ dla pozostatych

zmiennych.

1I. Interpretacja gecmetryczna

Jak wiemy, i-ta skiadowa jest kombinacjg liniowg Z; = a;;X; +apX, + ... + ai_po.. gdzie
wspblczynniki a,), ap, ... , & to elementy wektora wlasnego odpowiadajacego i-tej co 40
wielko$ci wartosci wilasne) macierzy kowariancji S. Zestawiajac obok siebie wszystkie
skladowe, otrzymamy zestaw kombinacji liniowych ([1]). Wykorzystujac jgzvk
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matematyki, mozemy to zapisa¢ w postaci rOwnania macierzowego ([2]). Matematycy lubiag
stosowad zwigzle zapisy. | tak, oznaczajac maciers wspolczynnikdw pogrubiona literg, A,
a wektory skladowvch 1 zmiennych preez pogrubione Z i X, otrzymujemy prosty zapis macie-
rzowy [3]. Przypominamy, ze proste wprowadzenie do algebry macierzy znajdzie Czytelnik
w pozycii Pravstgpny kurs statystvki. Tom 2 (rozdzial: Dodatek A= Wektory i macierze).

[l 21 31
7, =a, X, +a,X; +...+a, X, Z, a, dp a, ) (X
Z), =a:,X, +322'X2 +...+a2po [j Z:z _ a;u a:H a?p i AjZ E> Z - A.x
Z, =ap.‘Xl+ap3Xp+...+aprp Z, a, Qap - 4y X,

Po wprowadzeniu umownych oznaczen podstawowe réwnanie w metodzie skiadowych
glownych jest transformacja liniowa postaci Z = A-X. Poniewaz kolejne skladowe maja byc
wzajemnie ortogonalne, wigc macierz A musi by¢ macierza ortogonalna. A woéwczas réw-
nanie Z= A-X przedstawia szczegdlny przypadek transformacji liniowej, a mianowicie
obrét. Dla przyblizenia tego faktu przyjrzyjmy si¢ doktadnie sytuacji dwuwymiarowej.

W  przestrzeni dwuwymiarowej  macierz ortogonalna A przyjmuje  postal
cosa sina . .
=( ) J Oznacza to, ze nowy uklad OZ;Z, powstaje w wyniku obrotu
—sina cosa

ukladu OXY o kat a. Sytuacje te przedstawia rys. 5.

T~ £
S zog“\‘%__,u o

Rys. 5. Obrét ukdadu wspotrzednych

——

Zwiazek pomigdzy nowymi a starymi wspiirzgdnymi wyrazony jest wzoren:
Z, = X-cosa + Y-sina

Z, = -X-sina + Y-cosa
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4. Anahliza skladowyceh glownyeh

Zpodnie 2 wezesniepszymi rozwazaniami potozenie osi Z;, czyli pierwszej skladowej, jest
tak dobrane, aby stanowila , ,gtowng 08" chmury punktow w ukladzie OXY. Wowczas rzuty
punkiow na t¢ os bedy mialy najwigkszy rozrzut. Pierwsza sktadowa ma bowiem wyjaéniaé
najwiekszq cz¢s¢ zmiennosci oryginalnych zmiennych. Druga sktadowa musi by¢ (jak to
widac na rysunku) prostopadla do pierwszej skladowe).

Uogolmajae, mozemy powiedzied, Ze uklad skltadowych glownych w przestrzeni n-wymia-
rowej powstaje w wyniku obrotu ukladu oryginalnego opisujacego obiekty wielowymiaro-
we. Oczywiscie poczatek tego ukladu pokrywa si¢ z punktem centralnym reprezentowanym
przez Srednie wartosci wszystkich zmiennych ($rodek cigzkosci). Obrot ten nastepuje
w taki sposob, aby kolejne osie wyjasniaty coraz mniejszy odsetek wariancji oryginalnych
zmiennych.
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