MODEL REGRESJI LINIOWEJ
MIARY DOPASOWANIA FUNKCJI DO
DANYCH RZECZYWISTYCH

NE B N W R e



Funkcja  regresji - to narzgdzie do badania powigzan migdzy
zmiennymi.

Duzym problemem jest wybor postaci analitycznej funkcji dla
analizowanego zagadnienia. Ulatwieniem moze by¢ sporzadzenie m.in.
wykresu rozrzutu, gdzie dla kazdej (i-tej) pary wartosci zmiennej
niczaleznej (X) 1 zmiennej zaleznej (Y) tworzymy punkt o
wspotrzednych Xi, Yi.

Jezeli zmiennych niezaleznych jest wigcej, wowczas konstruujemy
odpowiednio wigksza ilo§¢ wykresoOw rozrzutu, przedstawiajacych
zaleznos¢ pomigdzy kazda zmienng niezalezng (o$ odcigtych) a zmienng
zalezng (0§ rzednych). Z wykresu (wykresow) odczytujemy
prawdopodobny rodzaj zaleznosci pomigdzy zmiennymi niezaleznymi a
zmienng zalezng.



Jezeli chmura punktdw uktada sie w przyblizeniu wzdtuz linii proste] (co zostato pokazane na
ponizszym wykresie), wowczas mozemy wykorzystac liniowg funkcje regresji.

Przykiad liniowej zaleZnosd pomiedzy zmiennymi
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Poziom zmiennej niezaleZnej

Zrodio: opracowanie wasne,




Jezeli chmura punktéw nie uktada sie wzdtuz linii proste], wowczas nalezy wykorzystac inng
analityczng postac funkcji regresji {na przyktad funkcje potegowe, logarytmiczne, wielomianowe
czy tez wylktadnicze).

Przyktad nieliniowej zaleZnosci pomigdzy

zmiennymi
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Poziom zmiennej niezaleZnej

Zradto: opracowanie wiasne,




Charakter zaleznosci miedzy zmiennymi moze przybierac
rozne formy, od prostych funkcji matematycznych po
niezwykle skomplikowane. Najprostsza zaleznos¢ sktada sie
z relacji prostej lub liniowej (funkcja liniowa).

To jest przyktadowy wykres funkcji liniowej :

oy =)




MODEL REGRESJI LINIOWEJ

Y 2/80"'/81)(

Bo

Zatozmy, ze zmienna Y jest funkcjg liniowg innej zmiennej X o nieznanych
parametrach £, i B, , ktére chcemy oszacowac.




MODEL REGRESJI LINIOWEJ

Y =5+ BX

Bo

Zatbzmy, ze mamy probke 4 obserwacji z wartosciami X, jak pokazano.




MODEL REGRESJI LINIOWEJ

Y 2/80"'/31)(

X, X, X, X, X

Gdyby zwigzek byt doktadny, obserwacje lezatyby na linii prostej i nie mielibysmy
problemow z uzyskaniem doktadnych oszacowan f3, i [, . Gdy wszystkie pary
empiryczne punktow X-Y lezg na linii prostej - nazywa sie to relacjg funkcjonalng
lub deterministyczna.



MODEL REGRESJI LINIOWEJ

v WP

Y 2/80"'/81)(

W praktyce wiekszosc¢ relacji ekonomicznych nie jest Scista, a rzeczywiste wartosci
Y réznig sie od tych odpowiadajgcych linii proste;j.




MODEL REGRESJI LINIOWEJ

Y 2/80"'/81)(

Aby uwzgledni¢ takie rozbieznosci, napiszemy model jako Y = B, + X + e,
gdzie e to sktadnik losowy.



MODEL REGRESJI LINIOWEJ

Y 2/80"'/81)(

Kazda warto$¢ Y ma zatem sktadowg nielosowa, ,BO + ,le | sktadowg losowa, e.
Pierwsza obserwacja zostata podzielona na te dwa elementy.
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v WP

W praktyce widzimy tylko punkty P.




MODEL REGRESJI LINIOWEJ

v WP

X, X, X, X, X

Oczywiscie mozemy uzy¢ punktéw P, aby narysowaé linie, ktéra jest
przyblizeniem do linii Y = £, + B X. Jesli posta¢ oszacowang modelu zapiszemy w
nastepujgcy sposob Y = b, + b X, to oznacza, ze b, jest estymatorem [}, a b, jest
estymatorem /3.



MODEL REGRESJI
LINIOWEJ

Funkcja regresji liniowej jest linia prosta, ktora opisuje
zalezno$¢ sredniej wartosci jednej zmiennej od drugie]

Wspodtczynnik  sktadnik

Wyraz wolny / regresji }sowy
/Yi_ﬁ0+ﬁ1 | T &
Zmienna zalezna Funkcja regresji Zmienna
liniowej niezalezna

(objasniana) (objaéniajaca)



MODEL REGRESJI LINIOWEJ — INTERPRETACJA PARAMETROW

Jednak uzyskalismy dane tylko z losowej proby, a nie z catej populacji. Dla
probki b, I b; mozna zastosowac¢ jako estymatory odpowiednich
parametrow populacji B, i B

y; =0, +bx +€

Punkt przeciecia b, i nachylenie b, sg wspodtczynnikami linii regresji.
Nachylenie b, jest zmiang Y (informuje, ze o tyle wzrosnie wartos¢
zmiennej] Y, jesli b,>0 lub zmaleje, jesli b;<0) zwigzang ze zmiang
zmiennej X o jednostke.



MODEL REGRESJI LINIOWEJ — INTERPRETACJA PARAMETROW

Punkt przeciecia to wartos¢ Y, gdy X = 0; jest to punkt, w ktérym linia
regresji populacji przecina os Y. W niektorych przypadkach punkt
przeciecia nie ma znaczenia w swiecie rzeczywistym (na przyktad gdy X
jest rozmiarem klasy, Y jest wynikiem testu - punkt przeciecia jest
przewidywang wartoscig wynikow testu, gdy nie ma uczniow w klasie!).

Btad losowy zawiera wszystkie inne czynniki oprocz X, ktére okreslajg
wartos¢ zmiennej zaleznej Y, dla konkretnej obserwacji.
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® Y (WARTOSC RZECZYWISTA)

Y © Y (WARTOSC TEORETYCZNA) ° P,

X, X, X, X, X

Linia ta nazywana jest dopasowanym modelem, a przewidywane przez nig
wartosci Y nazywane sg dopasowanymi wartosciami Y. Sg one podawane na
podstawie wysokosci punktow R.
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e Y (wartosc¢ rzeczywista)

Y o Y (wartos$é teoretyczna) o4
Y -Y =e (reszty €4 Y =b, +b X
modelu) R,
P
b P, i
0
Xy X, X3 X4 X

Rozbieznosci miedzy wartosciami rzeczywistymi i teoretycznymi Y sg znane jako
wartosci resztkowe (RESZTY MODELU).

10



MODEL REGRESJI LINIOWEJ

Kryterium najmniejszych kwadratow:

Zminimalizowaé¢ SSE (residual sum of squares —
suma kwadratéw reszt), gdzie:

n
SSE=) e/ =e/ +..+€;
1=1

Na poczatek narysujemy dopasowang linie, aby zminimalizowa¢ sume kwadratow
reszt, SSE. Jest to okreslane jako kryterium najmniejszych kwadratéw.
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MODEL REGRESJI LINIOWE]
Kryterium najmniejszych kwadratow:

Zminimalizowaé¢ SSE (residual sum of squares),
gdzie n
SSE=) el =e; +..+€;
i=1

Dlaczego nie minimalizowac¢ sumy reszt?
n
De=e +..+e,
i=1

Dlaczego kwadraty reszt? Dlaczego nie minimalizowac¢ sumy reszt?
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MODEL REGRESJI LINIOWEJ

Y o Py
V .T_)l " A v
:
. P
( P2 3
X, X, X X, X

Odpowiedz jest taka, ze pozornie idealne dopasowanie mozna uzyskac, rysujgc
linie poziomg przez srednig wartosc¢ Y. Suma reszt bedzie wynosic zero.

21



MODEL REGRESJI LINIOWEJ

Y o Py
V .T_)l " A v
:
. P
( P2 3
X, X, X X, X

Nalezy uniemozliwi¢ anulowanie reszt dodatnich przez reszty ujemne, a jednym
ze sposoboéw jest uzycie kwadratow reszt.
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MODEL REGRESJI LINIOWEJ

W zapisie macierzowym MNK (METODA NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW)
moze zostac¢ zapisanajako: Y=Xb +e

Mnozgc obie strony réwnania przez X' otrzymujemy:
XTY =X"Xb

A kiedy rozwigzujemy réwnanie dla b, otrzymujemy:
b= (XTX)1IXTY

gdzie Y jest wektorem kolumnowym wartosci Y, a X jest macierzg
zawierajgcg kolumne jednosci, po ktorej nastepuje kolumna wartosci zmiennej
X, a b jest wektorem zawierajgcym estymatory parametrow regresii:

yl 1 Xl bo
Yo _ X2 b =
y = X = b
1
| Yn_ R




MODEL REGRESJI LINIOWEJ

n Z X; z Yi
X™X =], - XY= =
X X 2 Vi
i—1 i1 -

Jak odwroécié XTX?

1. wyznacznik T ) ,
deX' X =n-)> x*—(> X
2. macierz minorow Z (Z )

min XTX={mll ml?}:{zxz ZX}
m, m,y d>x n

3. macierz dopetnien algebraicznych

] Z x2. (_1)1+1 Z X (_1)1+2}
X X)D=
( ) |: Z X - (_1)2+1 n- (_1)2+2

4. macierz odwrotna

XTX) ;sz —Zx]

TdetXTX|-Yx n



Po wyznaczeniu parametrow funkcji regresji
liniowe] nalezy oceniC poziom dopasowania
funkcji  regresji do rzeczywistych  danych.
Sprowadza sie to do odniesienia generowanych
przez funkcje regresji wartosci teoretycznych do
wartosci zaobserwowanych. Wykorzystuje sie w
tym celu szereg miar, do najczesciej stosowanych
naleza: odchylenie standardowe reszt,
wspotczynnik  zbieznosci oraz  wspotczynnik
determinaciji.

Wartosci teoretyczne obliczamy podstawiajgc do
funkcji  regresji liniowe] wartosci zmiennej
niezaleznej X.



Odchylenie standardowe reszt (s_) - informuje nas, o ile Srednio rzecz biorgc wartosci cechy
Y odchylajg sie od je] wartosci obliczonych na podstawie funkc)i regresji.

n
Sg = \/12(%'%)2
N
Gdzie:
";'i - wartoscl tearetyczne obliczane z wykorzystaniem funkcyi regresji.
Pozostate symbole jak wozeznie)

Wspétczynnik zbieznosci (p?) - wskazuje jaka czesé zmiennodci w wartosciach cechy Y, nie
jest zwigzana ze zmiennoscig w wartosciach cechy X w sensie funkcji regresji.

B é("b"i _";'i)z
é(‘fi‘?)z

¢



Wspotczynnik determinacji (R2) - wskazuje jaka czedé zmiennodci cechy Y zwiazana jest ze
zmiennoscig cechy X w sensie przyjete] funkcyi regresj.
Pomiedzy wspotczynnikiem determinac)i | zbieznoscl ma miejsce nastepujaca zaleznosé:

R2=1-g?
Wspdtczynnik zbieznoscl oraz determinac)i s3 wielkosciami niemianowanymi, dlatego moZna je

wykorzystaC do poréwnywania oceny dopasowania modelu regresyi liniowe] dla roznych
zbiorowosci statystycznych.




