T5. Obliczanie niepewnosci pomiaru

1. Klasyfikacja niepewnosci pomiaru
2. Metoda statystyczna, niepewnos¢ typu A

3. Metoda nie statystyczna, niepewnos¢
typu B

3.1. Niepewnos¢ wskazan miernikéw
analogowych

3.2. Niepewnos¢ wskazan miernikéw
cyfrowych
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1. Klasyfikacja niepewnosci pomiaru

* Niepewnos¢ pomiaru jest wyrazeniem faktu, ze
dla danej wielkosci mierzonej i danego wyniku
pomiaru tej wielkosci mierzonej, istnieje nie
jedna wartos¢, a nieskonczenie wiele wartosci
rozproszonych wokot wyniku, ktére sg zgodne
z obserwacjami, danymi i znajomoscig praw
natury i ktére z r6znym stopniem
wiarygodnosci mogq zostaé przypisane
wielkosci mierzone;.
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1. Klasyfikacja niepewnosci pomiaru

Parametry niepewnosci moga by¢ obliczone w dwojaki
sposéb:

1) na podstawie serii wynikéw obserwaciji z
uwzglednieniem rozkiadu prawdopodobienstwa
wynikow (obiektywny sposdb) — metoda typu A,

Niepewnos¢ standardowa typu A jest obliczana z funkcji
gestosci prawdopodobienstwa otrzymanej z
obserwowanego rozktadu czestosci

[mozna nazywac¢ prawdopodobienstwem obiektywnym,
MD]
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1. Klasyfikacja niepewnosci pomiaru

Parametry niepewnosci moga by¢ obliczone w dwojaki
sposob:

2) na podstawie znanego a priori rozktadu
prawdopodobienstwa kazdego zrédta niepewnosci
(subiektywny sposoéb) - metoda typu B.

Niepewnos¢ standardowa typu B jest obliczana na
podstawie zatozonej funkcji gestosci
prawdopodobienstwa opartej na stopniu wiary w to, ze
zajdzie dane zdarzenie.

[czesto nazywanego prawdopodobienstwem
subiektywnym].

Te dwa podejscia korzystajg z dwoch uznanych
interpretacji prawdopodobienstwa.
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1. Klasyfikacja niepewnosci

Niepewnos¢ standardowa u(x)
Obliczana dla kazdej skltadowej

Niepewnos¢ standardowa zlozona u,(x)
Obliczana jesli jest wiecej niz jedna sktadowa

Metody obliczania niepewnosci

Niepewnos$¢ standardowa typu A Niepewnos$¢ standardowa typu B
Metoda statystyczna Metoda nie statystyczna
ua(x) us(x)

W postaci odchylenia standardowego u,(Xx) | W postaci odchylenia standardowego ug(x)
lub wariancji lub wariancji

Niepewnos$¢ rozszerzona Up(x)
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1. Klasyfikacja niepewnosci pomiaru

Niepewnos¢ wyniku pomiaru oznacza watpliwos¢ co do wartosci wyniku pomiaru i

ten termin odnosi si¢ zaréwno do pojgcia ogdlnego jak i do konkretnych ilosciowych miar:
niepewnosci standardowej, ztozonej oraz rozszerzonej.

Niepewno$¢ standardowa u(x) — jest niepewnoscia wyrazong w formie odchylenia
standardowego wyniku.

Ztozona niepewno$¢ standardowa u.(x) wyniku jest okre$lana, gdy wynik pomiaru

jest zalezny od kilku innych wielko$ci bezposrednio mierzonych, réwna pierwiastkowi
kwadratowemu z sumy wyrazow, bedacych wariancjami lub kowariancjami tych wielko$ci
z wagami zaleznymi od tego jak wynik pomiaru zmienia si¢ wraz ze ich zmianami.

Niepewnos$¢ rozszerzona U,(x) okresla przedziat wokot wyniku pomiaru, od ktérego

oczekuje sie, ze obejmuje duza czg$¢ rozktadu wartosci wielkosci, ktore mozna w

uzasadniony sposob przyporzadkowac wielkosci mierzone;.




2. Obliczanie niepewnosci metoda statystyczng
(typu A)

Metoda typu A, lub inaczej metoda statystyczna
obliczania niepewnosci pomiaru jest
wykorzystywana kiedy kolejne obserwacji
wielkosci mierzonej, na przyktad wskazania
miernika, nie sg stabilnymi tj. charakteryzujg sie
pewnym rozrzutem

tj. kolejne wyniki obserwaciji:

‘x1,x2,x3,x4,..., xn‘

wielkosci X zmieniajg sie w sposob przypadkowy.
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2. Obliczanie niepewnosci metoda statystycznag
(typu A)

We wiekszosci wypadkow mozna przyjec, ze
najlepszg estymatg wartosci oczekiwanej y,
wielkosci X, ktéra zmienia sie przypadkowo i n
niezaleznych obserwaciji x; (i=1, 2, 3,,..,n)
uzyskano w tych samych warunkach
pomiarowych, jest rednia arytmetycznalx| z
tych n obserwacji:

X+, tx, et x 1
=TT TN n :_in
n ni;
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2. Obliczanie niepewnosci metoda statystycznag

(typu A)
Witasnie formalnie poprawnie dotyczy to obserwacji
podporzgdkowanych tak zwanemu rozktadowi, lub
inaczej, rozktadowi Gaussa:

Model rozktadu prawdopodobienstwa normalnego (rozktadu Gaussa) (rys.1,a) jest
szeroko wykorzystywany tak w teoretycznych badaniach jak i podczas praktycznego
opracowania serii wynikow obserwacji. Przyktadowo na rys.1,b zostata pokazana jedna z
realizacji o 25 wynikow obserwacji wielkosci mierzonej z normalnym rozktadem

prawdopodobienstwa.
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Rys.1. Normalny rozkiad (rozktad Gaussa) (a) oraz przyktadowe usytuowanie 25 wynikow
obserwacji przy normalnym rozkladzie (b)

2. Obliczanie niepewnosci metoda
statystyczng (typu A)

Przy takim modelu ma miejsce nastgpne wlasciwosci wynikow obserwacji (rozktad
jest symetrycznym wzglgdem $rodka o charakterystycznym dzwonko podobnym
ksztaltem):

1) — mate odchylenia wynikéw od wartosci $redniej sa3 w wigkszym stopniu
wiarygodne w pordwnaniu matej wiarygodnoséci duzych odchylen od wartosci
$redniej;

2) — dodatni i ujemni odchylenia wynikoéw od wartosci $redniej s3 jednakowo

wiarygodne Analityczne rozktad ten opisuje si¢ zalezno$cia
xemy)?

e ¥, —m<x<w 7

p)=——

o271

gdzie m, - jest warto$cig oczekiwang — punkt wokot ktorego grupuja si¢ wyniki obserwacji,
o, - jest odchyleniem standardowym — miara rozrzutu warto$ci obserwacji wokot wartosci

oczekiwane;j.




2.1. Obliczanie niepewnosci standardowej przy
znanym standardowym odchyleniu obserwaciji

Jesli odchylenie standardowe o, obserwacji, na przyktad z
badan poprzednich, wtedy standardowa niepewnosc¢
wartosci sredniej jest o pierwiastek z liczby obserwacji
mniejsza od odchylenia standardowego o, obserwaciji, i
obliczana wedtug zaleznosci:

u)-ofs)- | -2
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2.2. Wzgledna niepewnos¢ standardowa

Wzgledna niepewnosc¢ standardowa wartosci
Sredniej — jest wyrazony w % lub ppm stosunek
niepewnosci standardowej wartosci srednigj
arytmetycznej do modutu wartosci srednigj
arytmetyczney:

u, lx)= ”ATI‘(;) 100% (10° ppm)
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2.3. Niepewnosc¢ rozszerzona

Wg. PRZEWODNIKA z WYRAZANIA
NIEPEWNOSCI POMIARU- GUM:

Niepewnos¢ rozszerzona (U,(x)) jest parametr
definiujgcy przedzial wokot wyniku
pomiaru, od ktérego oczekuje sie, ze
obejmie on duza czes¢ rozkiadu wartosci,
ktére w uzasadniony sposéb mozna
przypisac¢ wielkosci mierzone.

Utamek wyznaczajgcy powyzszg czesc¢ rozktadu
p(x) mozna traktowac jak okreslone
prawdopodobienstwo lub poziom ufnosci (p)
tego przedziatu.
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2.3. Niepewnosc¢ rozszerzona

p(x)

_l X+
X - Upfx) IR o) x+ Uy (x)

,=rozktad prawdopodobienstwa” p(x) — zwykle jest
aproksymacjg rozktadu prawdopodobienstwa, na
podstawie ktérego zostata obliczona niepewnos¢

rozszerzona.
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2.4 Wspotczynnik rozszerzenia

PRZEWODNIK WYRAZANIE NIEPEWNOSCI POMIARU-
GUM:

Zwykle z niepewnoscig rozszerzong zwigzany jest
wspotczynnik rozszerzenia (k) jako wspdtczynnik
liczbowy zastosowany jako mnoznik ztozonej (u(x))
niepewnosci standardowej w celu otrzymania
niepewnosci rozszerzonej.

Up(x): k, xu,(x)

UWAGA
1 — Wartos¢ wspdfczynnika rozszerzenia k, zalezy od
rozktadu p(x) oraz poziomu ufnosci p.

2 — Wspotczynnik rozszerzenia k, przyjmuje zazwyczaj
wartosci z zakresu od 2 do 3.
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2.4. Wspolczynnik rozszerzenia i poziom ufnosci

Terminy przedziat ufnosci i poziom ufnosci majg
specyficzne definicje w statystyce i sg tylko wtedy
stosowane do przedziatu okreslonego za pomoca U,
gdy spetnione sg pewne warunki, w tym warunek, zeby
wszystkie skfadniki niepewnosci, ktére wchodzg do
u.(y) byty obliczone metoda typu A.

W metrologii do okreslenia przedziatu ufnosci, najczesciej
stosuje prawdopodobienstwo lub poziom ufnosci rowny
p=0.90 (90%), p=0.95 (95%) oraz p=0.99 (99%).
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2.5. Niepewnos¢ rozszerzona: rozkiad normainy,
standardowe odchylenie jest znane

Jesli obserwacje sg podporzgdkowane rozktadowi
normalnemu i znane jest standardowe odchylenie o
tych obserwacji (np. z badan poprzednich), wtedy
wspotczynnik rozszerzenia k, do obliczania
niepewnosci rozszerzonej wartosci $redniej

o

Up(x):kp 'uA(x):kp \/i

wyznaczany jest z dystrybuanty rozktadu
normalnego dla zadanego poziomu ufnosci p.
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2.5. Niepewnos¢ rozszerzona: rozkiad normalny,

standardowe odchylenie jest znane

Dla wybranych wartosci poziomu ufnosci p od 68.27% do 99.73% w
przypadku rozktadu normalnego podano nizej w tabeli.

Tabela G.1 Wartos¢ wspolezynnika rozszerzenia ky, okreslajacego dla
rozkladu normalnego przedzial o poziomie ufnosci p

Poziom ufnosci p Wspotezynnik rozszerzenia kp
W procentach

68.27 1

90 1.645
95 1.960
9545 2
99 2,576
99,73 3

W przypadku rozktadu prostokgtnego z wartoscig oczekiwang p i
odchyleniem standardowym o = a/\'3 , gdzie a jest szeroko$cig
potdwkowa rozktadu, poziom ufnosci p wynosi:

57,74 % dlak, = 1; 95 % dla k,=1,65,
99 % dlak,=1,71,i 100 % dla k, = 1,73.
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2.5. Niepewnosé rozszerzona: rozktad normalny,
standardowe odchylenie jest znane

W sytuacjach pomiarowych, gdy rozktad
prawdopodoblenstwa p(y) charakteryzowanego przez y
u(y) jest tylko w przyblizeniu normalny (taka sytuacja
zdarza sie zresztg czesto w praktyce), mozna zatozyc,

ze przyjmujac k;, = 2 tworzy sie przedziat o poziomie ufnosci
w przybllzenlu réownym 95 %,

za$ przyjmujac k, = 3 tworzy sie przedziat o poziomie
ufnosci w przybllzenlu réwnym 99 %.
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2.6. Wynik pomiaru

Wynik pomiaru y (lub x przy pomiarach bezposrednich, tj.: y
= X jest przy tym czesto umownie podawany jako
Y =y =+ Uyy), lub X =x 1 Uyx),
co interpretuje sie, iz najlepszg wartoscig, jakg mozna
przypisa¢ wielkosci mierzonej Y (lub X), jest y (lub x), i
ze
y - Up(y)’ do y+ Up(y)’ (X - Up(x)7 do y+ Up(x))

jest przedziatem, od ktérego mozna oczekiwac, ze obejmuje
duzg czesc¢ rozktadu wartosci, ktére mozna w
th??(a)ldniony sposob przypisac wielkosci mierzonej Y (
u :

Taki przedziat jest takze wyrazany jako

y—Uy(y) SY<y+Uyy)lub x—U,x) S X<y + Uyx)
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2.7. Przykiad 1a. Obliczanie niepewnosci
standardowej i rozszerzonej przy znajomosci
standardowego odchylenia obserwacji

W celu zmniejszenia wptywu losowych oddziatywan
podczas pomiaru natezenia pradu elektrycznego
wykonano i zarejestrowano n = 25 wynikow
niezaleznych obserwacji /; (w mA):

5,048; 5,073; 4,945; 5,019; 4,912; 4,985; 4,951, 5,031,
5,017; 4,963; 4,949; 5,049; 5,027; 4,963; 4,992;
4,997, 5,056; 4,958; 4,997; 4,962; 5,055; 4,950;
5,038; 4,953; 5,090

Odchylenie standardowe obserwacji jest znane z

poprzednich badan i jest rowne: 5;=0.05mA
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2.7. Przyktad 1a. Obliczanie niepewnosci standardowej i
rozszerzonej przy znajomosci standardowego
odchylenia obserwaciji

1) Najlepszg oceng wartosci prgdu jest warto$¢ Srednia
arytmetyczna z obserwacji

_ 25

I= %ZL =4,9992 m4

i=1

2) Poniewaz odchylenie standardowe obserwacji jest znane
(0,=0.05mA) niepewnos¢ standardowa pomiaru pradu:

o, 0.05m4

P T

3) Wzgledna niepewnosc¢ standardowa pomiaru prgdu:

=0.010mA4

u,,(1)= ”Atﬂ”(j)wO% Z0010mA 6500 020%
’ \1\ 4.9992 mA
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2.7. Przyktad 1a. Obliczanie niepewnosci standardowej
i rozszerzonej przy znajomosci standardowego
odchylenia obserwacji

Niepewnos¢ rozszerzona pomiaru pradu dla poziomow
ufnosci: p,=0.90, p,=0.95 i p;=0.99 wedtug tabeli wartosci
wspotczynnikdéw rozszerzenia dla rozktadu normalnego
sg rowne:

k,1=1.65. k;p=1.96, k;=2.58
Dlatego dla obliczonej wartosci niepewnosci standardowej

Niepewnosci rozszerzone pomiaru prgdu sg rowne
odpowiednio:
ttyop(1)=1.65-0.010mA = 0.0165 mA; 11,(1)=1.96-0.010mA = 0.0196 m;
tyo(1)=2.58-0.010mA = 0.0258 m4;
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2.8. Zasady zaokraglania niepewnosci i wynikéw

W uproszczeniu:

1) Zaokraglenie wartosci liczbowych niepewnosci i wyniku pomiaru
dotyczy tylko koncowych wynikow

2) Najpierw zaokrgglamy wartos$¢ liczbowg niepewnosci do dwdéch cyfr
znaczgcych — nie ,po przecinku”!

Wartosci liczbowe nastepnych niepewnosci:

12.34, 2.751, 0.7629, 0.09840, 0.002082

majg po 4 cyfry znaczgce.

Cyfry znaczgce — sg to wszystkie cyfry liczby oprdcz zer na poczatku tej
liczby. Zera w $rodki i na koncu liczby sg znaczgcymi.

Podane wyzej wartosci liczbowe nastepnych niepewnosci po
zaokraglaniu do 2-ch cyfr znaczacych:

12.34=12, 2.751 =2.8, 0.7629 =0.76, 0.09970 =0.10, 0.002082 =0.0021.
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2.8. Zasady zaokraglania niepewnosci i wyniku.

Prezentacja wyniku pomiaru
Po zaokragleniu obliczonych wyzej niepewnosci pomiaru pragdu sg rowne:

1ty50(1)=0.0165 mA = 0.016 mt 1, (1)= 0.0196 m = 0.020 m; 1 (1)=0.0258 mA ~0.026 ma. |

3) Wartos¢ liczbowg wyniku zaokraglamy do tego samego miejsca
dziesigtego jak i zaokrgglona niepewnosc.

W przypadku pomiaru pragdu wyzej podane niepewnosci sg zaokrgglone
do tysiecznych miliampera, tj. do 3-go miejsca dziesietnego, dlatego
wartos¢ liczbowa wyniku (warto$¢ srednig 4.9992) zaokrgglamy do
tysiecznej wartosci miliampera, tj. 4.9992=4.999

4) Wynik pomiaru (po zaokragleniu!) w uproszczonej formie
przedstawiamy w postaci:

Symbol wielkosci = (wartos¢ liczbowatniepewnosc), jednostka, poziom
ufnosci, rozktad prawdopodobienstwa.

Na przykfad:

1=(4.999+0.020) mA, p= 0.95, normalny.

S3 czesciowo inne zasady zaokraglenia, jednak podang zasade mozna
przyje¢ jako podstawowa.
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3. Obliczanie niepewnosci standardowej przy braku
znajomosci standardowego odchylenia obserwaciji

Przy braku znajomosci standardowego odchylenia
obserwacji najpierw nalezy obliczy¢ nieobcigzony
estymator wariancji obserwacji wedtug wzoru:

1

2

2= (- 5F
n—-13

Wtedy standardowa niepewnosc¢ wartosci sredniej jest o
pierwiastek z liczby obserwacji mniejsza od
eksperymentalnego odchylenia standardowego s, Sx:\/?x
obserwacji, tj obliczana wedtug zaleznosci:
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3.1. Niepewnos¢ rozszerzona pomiaru przy braku
znajomosci odchylenia standardowego obserwaciji o
rozktadzie normalnym

Jesli obserwacje sg podporzgdkowane rozktadowi
normalnemu jednak standardowe odchylenie tych
obserwacji nie jest znane a obliczane jego estymate s,,
wtedy wspdfczynnik rozszerzenia k;, do obliczania
niepewnosci rozszerzonej wartosci Sredniej dla
zadanego poziomu ufnosci p pobierany jest z tabeli
dystrybuanty tak zwanego t - rozktadu Studenta o v=n-1
(n jest liczbg ji i swobody:

k, =tp(v)=tp(n—1)

Wtedy niepewno$¢ rozszerzona obliczana jest wg. wzoru:

U, (x)=1,0)-u,(x)=2,(n-1)- j;
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3.2. Tabela wspotczynnikow rozszerzenia t,(v)
z rozktadu Studenta
Liczbast. p — poziom ufhosci 14 p - poziom ufnosci

swob. V 0.9 0.95 0.99 0.999 0.9 0.95 0.99 0.999
1 6.314 12.706 63.657 636.619 18 1.734 2.101 2.878 3922
2 2.920 4303 9.925 31.598 19 1.729 2093 2.861 3.883
3 2.353 3.182 5.841 12.941 20 1.725 2.086 2.845 3.850
4 2.132 2.776 4.604 8.610 21 1.721 2.080 2.831 3.819
5 2.015 2.571 4.032 6.859 22 1.717 2074 2.819 3.792
6 1.943 2447 3.707 5.959 23 1.714 2.069 2.807 3.767
7 1.895 2.365 3499 5.405 24 1.711 2,064 2.797 3.745
8 1.860 2.306 3.355 5.041 25 1.708 2.060 2.787 3.725
9 1.833 2262 3.250 4.781 26 1.706 2056 2779 3.707
10 1.812 2228 3.169 4.587 27 1.703 2052 2.761 3.690
11 1.796 2201 3.106 4437 28 1.701 2048 2763 3.674
12 1.782 2.179 3.055 4318 29 1.699 2,045 2.756 3.659
13 1.771 2.160 3.012 4221 30 1.697 2,042 2.750 3.646
14 1.761 2.145 2977 4.140 40 1.684 2021 2704 3.551
15 1.753 2.131 2.947 4.073 60 1.671 2.000 2.660 3.460
16 1.746 2.120 2921 4.015 120 1.658 1.980 2617 3373
17 1.740 2.110 2.898 3.965 oo] 1.645 1.960 2.576 3.291



3.3. Przyktad 1b

Dla tych samych n = 25 warto$ci obserwaciji natezenia

pradu elektrycznego:

5,048; 5,073; 4,945; 5,019; 4,912; 4,985; 4,951; 5,031;
5,017; 4,963; 4,949; 5,049; 5,027; 4,963; 4,992;
4,997; 5,056; 4,958; 4,997; 4,962; 5,055; 4,950;
5,038; 4,953; 5,090

Przy braku znajomosci odchylenia standardowego

obserwacji nalezy obliczy¢ niepewnos¢ standardowsg i
rozszerzona oraz przedstawi¢ wynik pomiaru.

1) Jak i poprzednio najlepszg oceng wartosci prgdu jest

warto$¢ srednia arytmetyczna z obserwac;ji:

1 25
=25 D 1,=4,9992 mA
i=1

~

2
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3.3. Przykiad 1b

2) Nieobcigzony estymator wariancji obserwaciji:

1 25 _
$2(I) = mZ(J,. ~1f =0.00228312 m4?
— iz

3) Eksperymentalne odchylenie standardowe:

s(I) = +[s?(I) = /0.00228312 mA = 0.047782 mA

4) Niepewnosc¢ standardowa wartosci sredniej —
eksperymentalne standardowe odchylenie wartosci
Sredniej arytmetyczne;j:

u,(1)=s(1)= % - % —0.009556 mA
n
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3.3. Przykiad 1b

5) Wzgledna niepewnos¢ standardowa wartosci sredniej —
jest wyrazony w % lub ppm stosunek niepewnosci
standardowej wartosci sredniej arytmetycznej do modutu
wartosci sredniej arytmetycznej:

u,, (1) il gguy - 0009556 mA o010,

- 1 49992 mA
6) Dla poziomu ufnosci p=0.99 obliczamy niepewnos¢
rozszerzona:
Dla liczby obserwaciji n=25 liczba stopni swobody v=25-1=24.

Z tabeli rozktadu Studenta wyznaczamy wspotczynnik
rozszerzenia: tygg(24)= 2.797.

Dlatego niepewnos$¢ rozszerzona pomiaru pradu :

tg55(1)=2.7974-0.009556m.4 = 0.02673 mA|
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3.3. Przyktad 1b

7) Wynik pomiaru:
7.1. Najpierw zaokrgglamy wartos¢ liczbowg niepewno$ci:
0.02673=0.027

7.2. Zaokraglamy wartosc¢ liczbowg wyniku (wartosci
Sredniej) do 3-go miejsca dziesietnego:
4.9992= 4.999

7.3. Wynik:
[=(4.999 £ 0.027) mA, p= 0.99, rozktad t- Studenta.

1ty55(1)= 2.064-0.009556m4 = 0.009808 m|
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4. Uwagi do obliczania niepewnosci metoda typu

A
1. Standardowa niepewnosc¢ wartosci sredniej
arytmetycznej obserwaciji losowych niezaleznych
obliczana jest jako standardowe odchylenie obserwacji
dzielone na pierwiastek z liczby obserwacji.

2. Jest to minimalna wartos$¢ standardowej niepewnosci
tylko dla rozktadu normalnego obserwaciji.

3. Istotne odchylenie rozktadu od normalnego powoduije,
ze sg inne parametry proby z mniejszg standardowg
niepewnoscig od niepewnosci wartosci srednie;j.

4. Standardowa niepewnos¢ wartosci Sredniej istotnie
powieksza sie przy wzajemnym skorelowaniu
obserwacji.
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