Wistep do rachunku prawdopodobienstwa

Rachunek prawdopodobienstwa pomaga obliczy¢ sganse zaistnienia pewnego okreslonego zdarzenia.
Zeby obliczy¢ szansg dowolnego zdarzenia (nazwijmy go literka A), musimy okre$li¢ liczbe zdarzen
sprzyjajacych oraz liczbe wszystkich mozliwych zdarzen (do tego celu stosujemy kombinatoryke).
Nastepnie do obliczenia prawdopodobienstwa korzystamy z jednego wzoru:
A
P(A) ]
gdzie:

|A| - to liczba zdarzen sprzyjajacych (moc zbioru |A)), || - to liczba wszystkich mozliwych zdarzef
(moc zbioru |Q)

Pojecia stosowane w rachunku prawdopodobienstwa:

Doswiadczenie losowe - czynnos¢ ktora wykonujemy, np.: rzut kostka, wybor dnia tygodnia.
Zdarzenie elementarne - zdarzenie (tylko jedno!) jakie moze wydarzyé si¢ w do§wiadczeniu
losowym, np.: wypadlo 5 oczek, wybrano $rode.

Zdarzenie losowe - zbior jednego lub kilku zdarzen elementarnych, np.: wypadta parzysta liczba
oczek (2, 4, lub 6), wybrano dzien powszedni.

Moc zbioru - liczba elementéw danego zbioru, np.: [{2.4,6}|=3, | {dni powszednie}}=5.
Stosowane oznaczenia:

Q - zbibr wszystkich zdarzen elementarnych doéwiadezenia losowego

A - zdarzenie losowe {podzbidr Q)

Wlasno$ci prawdopodobiefstwas:

¢ Prawdopodobiefistwo dowolnego zdarzenia losowego A jest zawsze liczba z przedziatu (0;1).
0<P(A) <1

* Prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego jest réwne 1.
PQ)=1

* Prawdopodobiefistwo zdarzenia niemozliwego jest rowne 0.
P@) =1
Przydatne wzory:
¢ Prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego:
P(A"=1-P(A)
¢ Prawdopodobiefstwo sumy zdarzen

P(AUB)=P(A)}+P(B)-P(ANB)

Prawdopodobienstwo warunkowe:

Prawdopodobienstwo warunkowe zajécia zdarzenia A pod warunkiem zajécia zdarzenia B liczymy ze
wzoru (pod warunkiem, ze P(B) > 0):

P(A|B)=P(ANB)P(B)




Twierdzenie o prawdopodobienstwie calkowitym:

Twierdzeniec o prawdopodobienstwic catkowitym, — w teorii prawdopodobiefistwa, twierdzenic
pozwalajace na obliczanie prawdopodobienstw zdarzen, ktore moga zajé¢ w konsekwencji zajScia
innych zdarzen, takich jak doswiadczenia wieloetapowe.

P(B) = ) P(B/A)-P(4)
i=1

gdzie: A; —,,n” wylaczajacych si¢ wzajemnie zdarzen losowych, B — zdarzenie losowe, ktore mozna
przedstawié jako sume iloczynéw B - 4; (1= 1,2,...,n)

Twierdzenic to pozwala wyrazi¢ prawdopodobienstwo zdarzenia losowego B za pomocy
prawdopodobienstwa warunkowego jego zajécia wzgledem zdarzen wzajemnie wylaczajgcych sieg i
wyczerpujacych caty zbidr zdarzeh elementarnych.

Twierdzenie Bayesa:

Twierdzenie to pozwala na okredlenie prawdopodobiefistwa ,,a posteriori” (po fakcie) zdarzenia Aj,
pod warunkiem zaj$cia zdarzenia B, je§li znane sq prawdopodobienstwa ,,a priori” (wstepne) zdarzeh
A; i prawdopodobienstwo warunkowe P(B/A;) (zaloZone):

P(A;) P(B/A;)

P(A; /B) =
4 /B) =S b (BTA PA;)
W sposéb opisowy:
P(stanu) - P(préby/stanu)
P(st aby) =
(stanu/préby) Y&, P(proby/stanu) - P(stanw)
Ograniczenia:

A; — zdarzenia wylgczajace sie
A; - spelniaja zalozenia twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym

P(B) > 0




TWIERDZENIE BAYESA
Przyklad zastosewania tw, Bayesa: #

- Na podstawie badan probek betonu w czasie budowy, jego wytrzymatoéé sklasyfikowano jako:

Zdarzenie Stan fom [MPa] Prawd. ,,a priori” (wstepne) | A; (A, Az As As),n=4
Al 10 + 20 P(A1) =0,30 P(Aj) — prawd. wystgpienia
As 21 =25 P(Az)=0,25 wytrzymatosci fun w odpowiednim
As 26 = 30 P(As) = 0,40 przedziale (na podstawie badan
A, 31 = 40 P(A4) = 0,05 prébek z okresu budowy)

T = 1,00

- W celu ustalenia faktycznej wytrzymatosci $redniej pobrano (kolejno) probki z konstrukeji i okre§lono
wyltrzymatosci — zdarzenie B

Wyniki badaf sg obarczone blgdami (pobdr probki, przygotowanie, badanie, itp.) i nalezy okreglic
zaufanie do nich, czyli prawdopodobiefistwo, ze wytrzymato$é betonu odpowiada wynikowi préby, ze

jest ona wigksza lub mnigjsza od rzeczywistej, tzn. P(B/A;)

Wiytrz. pobranej probki P(B/Aj)
(B/A) A Ay As Ay
(10 + 200A, 0,85 0,10 0,05 0,00 2=1,00
(21 +25)A, 0,10 0,80 0,10 0,00 =100
(26 + 30)A; 0,05 0,10 0,80 0,05 =100
(31 + 40)As 0,00 0,05 0,10 0,85 % = 1,00
Rozwigzanie:
- Badanie pierwsze: f,, = 23 MPa € (21 + 25 MPa)
P(A,)-P(B/A 0,30-0,10
P(dy /23) = o) PEBIA) = 0,111
LY P(B/A) P(4;) 0,10-0,30+0,80:0,25+0,1-0,40 + 0,00 0,05
P{A,) - P(B/A 0,25-0,80
P(d, /23) = n=£ 2) PB/A) _ = 0,741
=1 P(B/A;)-P(4;) 0,10-0,30+0,80-0,25+ 0,1:0,40 + 0,00-0,05
P(A3)-P(B/A 0,40-0,10
PA /23) = e TB/A) - 0,148
YSEP(B/Ay) P(4;) 0,10-0,30 +0,80- 0,25 + 0,1+ 0,40 + 0,00 - 0,05
P(A,) P(B/A 0,05-0,0
b, 23y = AR PB/AL) 0

S=4P(B/A;)-P(4;) 0,10-0,30 + 0,80-0,25 + 0,1- 0,40 + 0,00 - 0,05 _

Zestawienie prawd. »a prioti” i ,,a posteriori” po uwzglednieniu koiejnych wynikow badan:

Zdarzenie Stan fon P (A) P (Aj) ,,a posteriori” po j-tej prébie
[MPa] 8 priori” 1 2 3

A 10 +20 P(A)=10,30 0,111

Ay 21+25 P(As) = 0,25 0,741

As 26 +30 P(A;) =0,40 0,148

Ay 31 +40 P(Ay)=0,05 0,00

T =1,00 3 =1,00




- Badanie drugie: f;,, = 28 MPa € (26 + 30 MPa)

A 128) =t A1) PB/AL) b 0,111 0,05

U /8= YP=2p(B/A;) P(4;) 0,111-0,05+0,741-0,10 + 0,148 - 0,80 + 0,00 - 0,05
= 0,028
P(A, /28) = P(A,)-P(B/43)  _ 0,741 0,10

(42 /28) = n=¢p(B/A;) - P(4;) 0111-0,05+0,741-0,10 + 0,148 0,80 + 0,00 - 0,05
= 0,374
PeA 128} = P(A3)-P(B/A3) 0,148 0,80

(s 726) = Yr=Ep(B/A) - P(4;)  0,111-0,05+0,741-0,10 + 0,148 - 0,80 + 0,00 - 0,05
= 0,598
PA, /28) = —Aa) P(B/AS) 0,00 - 0,05

(e /28)= Y=t P(B/A) - P(4;)  0,111-0,05+0,741-0,10 + 0,148 - 0,80 + 0,00 - 0,05
=0

Zestawienie prawd. ,,a priori” i ,,a posteriori” po uwzglgdnieniu kolejnych wynikdéw badaf:

Zdarzenie Stan fon P (A P (A)) ,,a posteriori” po j-tej probie
[MPa] ,»a priori” 1 2 3
Al 10 + 20 P(AD) =030 - 0,111 0,028
Ay 21 +25 P(A2) = 0,25 0,741 0,374
Az 26 = 30 P(A;)= 0,40 0,148 0,598
Ay 31+ 40 P(A4) = 0,05 0,00 0,00
2=1,00 £=1,00 L =1,00

Kolejno badanie trzecie,... , az uzyskamy akceptowalng dokladnogé (zbieznosé wynikow).

- Badanie trzecie: fo, = 29 MPa e (26 + 30 MPa)

P(A;) - P(B/A,) 0,028 0,05
P(4,/29) = =
n=tp(B/A;)-P(4;) 0,028 0,05+ 0,374-0,10 + 0,598 0,80 + 0,00 - 0,05
= 0,003
P(A, /29) = P(A)-P(B/47) _ 0,374 0,10
2 Y7=4P(B/A;)-P(A;) 0,028-0,05 + 0,374 0,10 + 0,598 - 0,80 + 0,00 - 0,05
= 0,072
PCA, /29) = P(43) P(B/As) _ 0,598 - 0,80
. YU=Ap(B/A;) P(4;) 0,028-0,05+0,374-0,10 + 0,598 0,80 + 0,00 - 0,05
= 0,925
P(A,)-P(B/A 0,00 0,05
b, y29) = P PB/A)

STEAP(B/A;) - P(A;) 0,028 0,05 +0,374- 0,10 + 0,598 - 0,80 + 0,00 - 0,05
=0 .




Zestawienie prawd. ,,a priori” i ,,a posteriori” po uwzglednieniu kolejnych wynikow badan:
E

Zdarzenie Stan fom P (Aj) P (A;) ,,a posteriori” po j-tej probie
[MPa] »a priori” | 2 3
Ay 10+ 20 P(A()=0,30 0,111 0,028 0,003
Ay 21 +25 P(A2) =0,25 0,741 0,374 0,072
Az 26 + 30 P(A3) = 0,40 0,148 0,598 0,925
A4 31+ 40 P(A) = 0,05 0,00 0,00 0
¥ = 1,00 ¥ = 1,00 z=1,00 =100

W badaniu trzecim dla wyniku f.,,, = 29 MPa uzyskano warto$¢ prawdopodobienstwa ,,a posteriori”
na poziomie 0,925 co jest wynikiem dajgcym duza zbiezno§¢ wynikow i moze wskazywaé na
wystarczajaca liczbe prob. Zatem nalezy wnioskowaé, ze faktyczna wytrzymalos¢ srednia znajduje sig
w przedziale 26 + 30 MPa.




