
























Podstawowe własność procesu Markowa: 

zachowanie się procesu nie zależy od historii; dalsza 
ewolucja procesu jest określona przez jego bieżący 
stan, 

droga, jaką przebył, by dojść do tego stanu, nie jest 
istotna. Własność ta bywa nazywana brakiem pamięci.

Czas pobytu w dowolnym stanie ma rozkład
wykładniczy który, jako jedyny rozkład ciągły,
charakteryzuje się brakiem pamięci, tzn.
prawdopodobieństwo pobytu w danym stanie przez
czas t nie zależy od czasu t1, który proces już w tym

stanie spędził
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System ten może znajdywać się w następujących stanach

Stany od Eo do Em oznaczają ilość obsługiwanych w
czasie zgłoszeń, a stany od Em+1 do Em+N oznaczają, iż
zajęte są wszystkie kanały obsługi i ilość „klientów” w
kolejce.

Układ równań, który opisuje dynamikę takiego systemu
jest układem równań Chapmana-Kołmogorowa i ma
następującą postać:
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Przechodząc do granicy przy t→∞ dostajemy układ
algebraicznych równań opisujący stan ustalony:
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Wyniki poszczególnych prawdopodobieństw, możemy
przedstawić jako funkcję prawdopodobieństwa po,
podstawiając

.0

,0:,)(0

,)(0

,1:,)1()(0

,2)(0

,0

1

11

11

11

210

10

NmNm

rmrmrm

mmm

kkk

pmp

Nrgdziepmpmp

pmpmp

mkgdziepkpkp

ppp

pp











































Otrzymujemy:
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Prawdopodobieństwo  wyznaczyć można za pomocą 
warunku normalizującego, mającego postać 
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System kolejkowy M/M/2
System M/M/2 jest to dwukanałowy system obsługi. Zgodnie z 
klasyfikacja D. Kendall'a w systemie tym strumień wejściowy jest 
przedstawiony według rozkładu Poisson'a, czas obsługi opisany jest 
rozkładem wykładniczym, w systemie ma zastosowanie dyscyplina 

kolejki FIFO System ten może znajdować się w
następujących stanach:

 HHHHHHH jmmi ,,,,,,,,,, 110 

gdzie: oznacza, iż w systemie jest 
j zgłoszeń a j={0,1,...}. 

Natomiast stany bez kolejki to od  
H0 do Hm, a stany z kolejką od  
Hm+1 do H∞.



System kolejkowy M/M/2
Podstawowe charakterystyki systemu: 
współczynnik obciążenia systemu wynosi 

prawdopodobieństwo , iż w badanym czasie nie wystąpi żadne zgłoszenie

wynosi :

średnia długość kolejki wynosi



System kolejkowy M/M/2
średnia liczba klientów w systemie jest równa:

średni czas oczekiwania w kolejce wynosi :

średni czas przebywania klienta w systemie:



Jest to system kolejkowy, w którym rozkład czasu pomiędzy 
kolejnymi zgłoszeniami do systemu oraz rozkład czasu obsługi 
pojedynczego zgłoszenia są rozkładami wykładniczymi. Posiada 
on pojedyncze stanowisko obsługi oraz maksymalną 
pojemność poczekalni (liczba dostępnych miejsc w kolejce) 
która wynosi m. W systemie może się znajdować maksymalnie 
m+1 zgłoszeń, w tym jedno będzie obsługiwane, a pozostałe 
zgłoszenia będą oczekiwać w kolejce. Zarówno te zgłoszenia 
które zostały już obsłużone jak i te które otrzymały odmowę, 
natychmiast opuszczają system. 

System kolejkowy M/M/1/L

m



- brak zgłoszeń,
- jedno zgłoszenie (obsługiwane) w systemie,
- dwa zgłoszenia (jedno obsługiwane, drugie w kolejce) w 
systemie,
...
-m zgłoszeń (jedno obsługiwane i m-1 znajduje się w 
kolejce) w systemie,
- m+1 zgłoszeń (jedno obsługiwane i m w kolejce; każde 
nowo przybyłe zgłoszenie jest tracone)

System kolejkowy M/M/1/L

prawdopodobieństwo blokady systemu:

średnia liczba klientów systemie wynosi:



W systemie obsługi M/G/1 czas pomiędzy kolejnymi zgłoszeniami ma 

rozkład wykładniczy. System ten ma jedno stanowisko obsługi oraz 

nieograniczoną pojemność poczekalni. Czas obsługi jest zmienna 

losową o skończonej wartości, wariancji             i dystrybuancie B(t), 

natomiast jej średnia wartość wynosi

System kolejkowy M/G/1

średnia liczba klientów w systemie

średnia długość kolejki wynosi 

średni czas przebywania klienta w systemie wynosi 


