Podstawowe definicje (1)

Proces masowe| obstugi — proces sktadajgcy sie z:

» strumien wchodzacy (strumien wejsciowy, strumien zgtoszen) —
zgtoszenia nadchodzgce do systemu;

» system obstugi ( kanaty obstugi, aparaty obstugi) — zbior urzadzen lub
stanowisk swiadczgcych obstuge zgtoszenia wraz z kolejkg zgtoszen
oczekujgcych na obstuge;

» strumien wychodzacy (strumien wyjsciowy) — zbiér zgtoszen po
obstuzeniu oraz zbidr zgtoszen, ktore zrezygnowaty z obstugi.
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Podstawowe definicje (2)

Klasyfikacja systemdw masowe] obstugi ze wzgledu na organizacje obstuqi:
» szeregowe (obstuga zgtoszenia w kilku kanatach w scisle okreslonej
kolejnosci);
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» mieszane (obstuga w kolejnych podsystemach szeregowych lub
rownolegtych).



Podstawowe definicje (3)

Klasvyfikacja systemow masowej obstugi ze wzgledu na zachowanie sie
zatoszenia:

» ze stratami (zgtoszenie opuszcza po uptywie pewnego czasu system
rezygnujac z obstugi);

» bez strat (zgtoszenie w systemie przebywa do czasu obstuzenia).

Klasyfikacja systemow masowej obstugi ze wzgledu na rozmiary i isthienie
kolejki:

» systemy z koleJkgq ograniczong lub nieograniczona;



Podstawowe definicje (4)

Klasyfikacja systemow masowe] obstugi ze wzgledu na organizacije kolejki
(requlamin kolejki):

» FIFO — First In First Out (zgtoszenie stojgce na pierwszym migjscu w
kolejce jest obstugiwane jako pierwsze —  kolejka naturalna”);

» LIFO — Last In First Out (zgtoszenie stojgce na ostatnim miejscu w
kolejce jest obstugiwane jako pierwsze);

» SIRO - Selection In Random Order (losowy dobdr zgtoszenia do
obstugi);

» Obstuga z priorytetem (pierwszenstwo dla zgtoszen
Juprzywilejowanych”).



Charakterystyki liczbowe systemow masowej obstugi (1)

1. Strumien zagtoszen

» stopa zgtoszen (liczba zgtoszen naptywajgcych do systemu obstugi w
ustalonej jednostce czasu (Srednio i)

» intensywnos¢ zgtoszen (odstep czasu pomiedzy kolejnymi zgtoszeniami
(srednio 1/4)

2. Obstuga

» stopa obstugi (liczba zgtoszen obstugiwanych w ustalonej jednostce
czasu (Srednio p)

» intensywnos$é obstugi (czasu obstugi zgtoszenia przez jeden z s
rownolegtych kanatdéw obstugi (srednio 1/ p)



Charakterystyki liczbowe systemow masowej obstugi (2)

3. Proces obstuai

» intensywnos$é¢ ruchu (stata Erlanga — iloraz sredniegj liczby zgtoszen jaka
naptywa do systemu w jednostce czasu do sredniej liczby zgtoszen jaka
moze by¢ obstuzona w jednostce czasu):

pzi-:::l

su

4. Pozostate:

~ liczba zgtoszen w kolejce;

» liczba zgtoszen w systemie (tacznie w kolejce | obstudze);

» czas oczekiwania w kolejce;

» czas pobytu w systemie obstugi (tacznie w kolejce | obstudze);



Charakterystyki liczbowe systemow masowej obstugi (3)

4. Pozostate (c.d.):

» czas przestoju kanatu obstugi (w okresie [0,T7]);

» czas zajetosci kanatu obstugi (w okresie [0,7]);

» liczba okresow kiedy stanowisko obstugi jest wolne (w przedziale [0, T]).



Modele systemow masowej obstugi (1)

Charakterystyka modeli systemow masowe] obstugi:

» charakter opisowy;

» mozliwos¢ wyliczenia podstawowych wielkosci liczbowych dotyczacych
procesu masowe]j obstugi;

» modele optymalizacyjne masowe| obstugi, jako najczescie] formutowane, w
ktorych poszukuje sie optymalnej liczby kanatow obstugi kierujgc sie kryterium
najnizszego kosztu catkowitego dziatania catego systemu (koszt przestoju
stanowiska obstugi w jednostce czasu, koszt utraty zgtoszenia, koszt obstugi

jednego zgtoszenia, itp.).



Modele systemow masowej obstugi (2)

Wielkosci opisujace modele systemow masowej obstuqi:

» T, — czas uptywajacy miedzy dwoma kolejnymi zgtoszeniami;
~ T, — czas obstugi jednego zgtoszenia;
» s — liczba rownolegtych kanatow obstugi;

» R — liczebnos¢ obstugiwane] populacji (otoczenia, ktérego elementy moga
zgtaszac zapotrzebowanie na obstuge);

» L — maksymalna liczba miejsc w kolejce.



Modele systemow masowej obstugi (3)

Model masowe| obstugi powinien uwzgledniad:

» typ rozktadow prawdopodobienstw zmiennych losowych z, oraz z,,
» zaleznosc (niezaleznos¢) zmiennych losowych z; oraz 7,
» wielkosci ograniczajgce s, R L;

» dyscypline kolejki (kolejnos¢ obstugi).

System kodowania modeli masowe| obstuaqi:

Ar) /A1) /s (R,L)




Modele systemow masowej obstugi (4)

Oznaczenia rozktadow prawdopodobienstw zmiennych losowych t, i 7,

» D — proces nielosowy (deterministyczny);
» M — rozktad wyktadniczy lub Poisson’a;
» E, —rozkiad Erlanga n-tego rzedu;

» N — rozktad normalny;

» Gl - 0godlny niezalezny rozktad odstepu czasu pomiedzy kolejnymi
zgtoszeniami;

» G — 0goiny rozktad czasu obstugi.



Modele systemow masowej obstugi (5)

Przvktad kodowania modeli systemoéw masowe] obstuqi:

M /E,/1 (e, 100)

Model masowej obstugi, w ktorym czas pomiedzy kolejnymi zgtoszeniami jest
Zmiennhg losowg o rozkfadzie wyktadniczym (badz liczba zgtoszen w
Jednostce czasu ma rozktad Poissona), czas obstugi jest zmienng losowg o
rozktadzie Erlanga 4-tego rzedu, model posiada jeden kanaf obstugi,
populacja zgtoszen jest nieograniczona, a kolejka nie moze przekraczac 100
zgtoszen.



Modele systemow masowej obstugi (5)

Podstawowe wtasnosc¢ procesu Markowa:

zachowanie sie procesu nie zalezy od historii; dalsza
ewolucja procesu jest okreslona przez jego biezacy
stan,

droga, jakg przebyt, by dojs¢ do tego stanu, nie jest
Istotna. Wtasnosc ta bywa nazywana brakiem pamieci.

Czas pobytu w dowolnym stanie ma rozkiad
wykfadniczy ktory, jako jedyny rozkiad ciagly,
charakteryzuje sie brakiem pamieci, tzn.
prawdopodobienstwo pobytu w danym stanie przez
czas t nie zalezy od czasu t1, ktory proces juz w tym

stanie spedzif



Jednokanatowy model masowej obstugi (1)

M/ M/ 1 (oo, oo

Model masowej obstugi, w ktorym czas pomiedzy kolejnymi zgtoszeniami jest
Zmienng losowg o rozktadzie wykfadniczym (bgdz liczba zgfoszen w
Jjednostce czasu ma rozktad Poissona), czas obstugi jest zmienng losowg o
rozktadzie wyktadniczym, model posiada jeden kanaf obstugi, populacja
zgtoszen jest nieograniczona, a dtugosc kolejki jest takze nieograniczona.
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Jednokanatowy model masowej obstugi (2)

1. Strumien zgtoszen

odstep czasu (f) pomiedzy dwoma kolejnymi zgtoszeniami, ktory jest zmienng
losowg o tzw. ujemnym rozktadzie wyktadniczym:

ft) = he ™ dla t>0

z wartoscig oczekiwang:

E(t) = 1/A
oraz

e ambda = 2
wariancja: e |ambda = 3

= gmbda = 5

D2(t) = (1/1)?2
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Jednokanatowy model masowej obstugi (3)

1. Strumien zgtoszen (c.d)

liczba zgtoszen (n) pojawiajgca sie w systemie w jednostce czasu o diugosci
(T) jest zmienng losowg o rozktadzie Poissona:

Pin=k} = (\T)ke*T / k!

z wartoscig oczekiwang i wariancja:

E(n) = D3(n) = AT

dlak=0,1.2,...
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Jednokanatowy model masowej obstugi (4)

2. Obstuga jednego zgtoszenia

czasu (f) obstugi zgtoszenia jest zmienng losowag o ujemnym rozktadzie
wyktadniczym:

o(r) = pe W dlat>0
z wartoscig oczekiwang:

E(t) = 1/u

oraz

wariancjg:

D=(t) = (1/n)?



Modele systemow masowej obstugi (5)

System ten moze znajdywac sie w nastepujgcych stanach

E E

E,E,,..E ,...E E

m+12°°*9 " m+r o9~ m+N

Stany od Eo do Em oznaczajg ilos¢ obstugiwanych w
czasie zgtoszen, a stany od Em+1 do Em«Nn o0znaczajg, iz
zajete sg wszystkie kanaty obstugi i ilos¢ ,klientow” w
kolejce.

Uktad rownan, ktory opisuje dynamike takiego systemu
jest uktadem rownan Chapmana-Kotmogorowa | ma
nastepujgca postac:



Modele systemow masowej obstugi (5)

P'o (1) ==Ap, () + pp, (1),

p'l () = Ap, (1) = (A + 1) p, (£) + 2 up, (1),

:p'k (0) = Ap,, () = (A + k) p, () + (k + D p,, (1),
:p'm () = Ap, () = (A +mu)p,, () + mup,,,, (1),

pm O) = AP, ) = (A+m)p,, . () +mup,,.,., (1)

p'm+N (t) = ﬂ’pm+N—1 (t) - mupm+N (t)

Przechodzgc do granicy przy t—« dostajemy uktad
algebraicznych réwnan opisujgcy stan ustalony:



Modele systemow masowej obstugi (5)

0=—4p, + up;,

9 =Ap, —(A+@)p, +2up,,

62/11%-1 —(A+kw)p, +(k+Dup,.,, gdzie: 1<k <m,
:0 =Ap,, —(A+mu)p, +mup, .,

0 = /lpm+r—l _(//L + mu)pm+r + mlupm+r+l’ gdZie : O sr< N’

O = Z’pm+N—1 - mlLtpWH-N.

Wyniki  poszczegolnych  prawdopodobienstw,  mozemy
przedstawi¢ jako funkcje  prawdopodobienstwa po,
podstawiajgc



Modele systemow masowej obstugi (5)

p=—
J7

Otrzymujemy:

pk—p—po, gdzie:1<k<m-1,

K

j
p; = ’? Do, gdzie:m< j<m+N.
m’ ™" m!

Prawdopodobienstwo wyznaczyC mozna za pomocg
warunku normalizujgcego, majgcego postac

N+m

sz(t)zl-



Jednokanatowy model masowej obstugi (5)

3. Wybrane charakterystyki liczbowe modelu M/ M /1 (oo, o)

) — oczekiwana liczba zgloszen w jednostce czasu
1/u — oczekiwany czas obslugi jednego zgloszenia

Intensywnos¢ ruchu (stata Erlanga):

p=nrlu

Oczekiwana liczba zgtoszen w systemie (N):
N=p/(l-p)

Oczekiwana diugosé kolejki (Q):

0=p*/(1-p)



Jednokanatowy model masowej obstugi (6)

Oczekiwany czas pobytu w systemie (R):

R=1/(u—-»x)

Oczekiwany czas pobytu w kolejce (W):

W=p/(nu—"»~)

Prawdopodobienstwo braku zgtoszen w systemie:
P,=(1-p)

Prawdopodobienstwo wystepowania n zgtoszen w systemie:

P, =p"(l-p)



Jednokanatowy model masowej obstugi (7)

Oczekiwany czas przestoju w przedziale czasu [0, 7] (WT):
WTr=T/(1-p)

Oczekiwany czas zajetosci w przedziale czasu [0, 7] (BT):
BT=Tp

Oczekiwana liczba przestojow (przerw w pracy kanatu) w przedziale
czasu [0, T] (FPT):

FPT = Ti(1 - p)



Modele systemow masowej obstugi (5)

System kole jkowy M/M/2

System M/M/2 jest to dwukanatowy system obstugi. Zgodnie z
klasyfikacja D. Kendall'a w systemie tym strumien wejsciowy jest
przedstawiony wedtug rozktadu Poisson'a, czas obstugi opisany jest
rozktadem wyktadniczym, w systemie ma zastosowanie dyscyplina

kolejki FIFO System ten moze znajdowac sie w
nastepujgcych stanach:

U {—  H,H,.,H,.,H.H_ ...,H.,. ,H,

J

( ) gdzie: oznacza, iz w systemie jest

J zgtoszen a j={0,1,...}.

S o Natomiast stany bez kolejki to od
) “ Ho do Hm, a stany z kolejkg od
Hm+1do He,




Modele systemow masowej obstugi (5)

System kole jkowy M/M/2

Podstawowe charakterystyki systemu:
wspotczynnik obcigzenia systemu wynosi

A

P=2—“

prawdopodobienstwo , iz w badanym czasie nie wystgpi zadne zgtoszenie

wynosi .

+

(2p)°  (2p)?
%:{ 0! 1!]

+ (2p)? ! 1)
SXK— R
(2p) TR P

Srednia dtugosc kolejki wynosi

B p? p
Lq—Poxz!x(l_p)2




Modele systemow masowej obstugi (5)

System kole jkowy M/M/2

srednia liczba klientow w systemie jest rowna:
A

L=Lg+ —
a+ -

Sredni czas oczekiwania w kolejce wynosi :

Wq =—
A

Sredni czas przebywania klienta w systemie:

1
W=Wq+-
a+



System kolejkowy M/M/1/L

Jest to system kolejkowy, w ktorym rozktad czasu pomiedzy
kolejnymi zgtoszeniami do systemu oraz rozktad czasu obstugi
pojedynczego zgtoszenia sg rozktadami wyktadniczymi. Posiada
on pojedyncze stanowisko obstugi oraz maksymalna
pojemnosc¢ poczekalni (liczba dostepnych miejsc w kolejce)
ktora wynosi m. W systemie moze sie znajdowa¢ maksymalnie
m+1 zgtoszen, w tym jedno bedzie obstugiwane, a pozostate
zgtoszenia bedg oczekiwac w kolejce. Zardbwno te zgtoszenia
ktore zostaty juz obstuzone jak i te ktore otrzymaty odmowe,
natychmiast opuszczajg system.

\

J

strumien V . _
zgtoszen stanowisko obshugt

m



System kolejkowy M/M/1/L

Hy - brak zgtoszen,
H, -jedno zgtoszenie (obstugiwane) w systemie,

H, - dwa zgloszenia (jedno obstugiwane, drugie w kolejce) w
systemie,

H,, -m zgtoszen (jedno obstugiwane i m-71 znajduje sie w
kolejce) w systemie,
H,,.,- m+1 zgtoszen (jedno obstugiwane i m w kolejce; kazde
nowo przybyte zgtoszenie jest tracone)

prawdopodobienstwo blokady systemu:

| B pm+1(1 _p)
Pboi = 1 _pm+2

srednia liczba klientow systemie wynosi:

p[l —(m+ 2)p™ 1+ (m+ 1)p™*?]
(L—p)(1 — ™)

L=1Xp;+2Xpy++(mMm+1) Xpp41 =




System kolejkowy M/G/1

W systemie obstugi M/G/1 czas pomiedzy kolejnymi zgtoszeniami ma
rozktad wyktadniczy. System ten ma jedno stanowisko obstugi oraz
nieograniczong pojemnosc¢ poczekalni. Czas obstugi jest zmienna
losowg o0 skonczonej wartosci, wariancji ¢? = ﬂi | dystrybuancie B(t),

natomiast jej $rednia warto$¢ wynosi X

u

srednia liczba klientow w systemie L=p+

1

a 2 . >
Lg=L—-Wgq-= 2(1—p)[1+(?‘i) ]gdzz.er —O’—;

srednia dtugosc¢ kolejki wynosi

Sredni czas przebywania klienta w systemie wynosi

L
W= —
A



