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Celem ¢wiczenia jest przeprowadzenie badan doswiadczalnych i wyznaczenie na ich podstawie
wspotczynnika ttumienia jednostkowego i czestos$ci drgan wtasnych badanych uktadéw.

CzeSC1
Uktad rzeczywisty (rys. 1a) sktada sie z bryty o masie m i dwéch sprezyn.

a) b) c)

f e

Rys .1. a) uktad rzeczywisty, b) model uktadu oscylacyjnego z ttumieniem, c) sity dziatajgce na mase

Model badanego uktadu przedstawiono na rysunku 1b. Uwzgledniono w nim sztywng mase oraz dwa
elementy sprezyste, w ktérych uwzgledniono ttumienie zamodelowane w formie ttumienia liniowego
wzgledem predkosci. Sity dziatajgce na ruchoma mase m pokazano na rysunku 1c. Rézniczkowe
rownanie ruchu masy to

mZ=P—G,—G,— 51— S, (1)
gdzie P = mg to ciezar masy, G; = ¢1Z i G, = c,Z to sity reakcji ttumikéw, S; = k1A i S, = kA to
sity reakcji sprezyn, c¢; i ¢, to wspdtczynniki ttumienia wiskotycznego, k; i k to wspodtczynniki
sprezystosci sprezyn, A= z + 1 to deformacja catkowita sprezyn 1 i 2, A to deformacja statyczna
sprezyn 1i 2. Rdwnanie (1) zapisano nastepujgco

mZz=mg — (c; + )z — (ky + ky)z — (ky + ky)A. (2)
Deformacje statyczng sprezyny A okreslono analizujgc rownowage statyczng uktadu, czyli

0=mg— (ky + k)1 » 1 =22 (3)
ky+ksy
Uwzgledniajac deformacje statyczng w rdwnaniu ruchu, zapisano
mz + (C1 + Cz)Z + (k1 + kz)Z = 0, (4)
a nastepnie sprowadzono réwnanie do postaci
7+ 2hz+ wiz=0, (5)
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ci1tcy
2m

gdzie h = to wspdtczynnik ttumienia jednostkowego, wy, = /kl;kz to czestos¢ drgan wiasnych.

Zaktadajac mate ttumienie (czyli tlumienie podkrytyczne gdy h? — w3 < 0) przyjeto rozwigzanie
réownania ruchu w formie
z = e "M[C,cos(wet) + Cysin(w,t)], (6)

gdzie C;, C; to state catkowania zalezne od warunkéw poczatkowych. Wartos¢ statych catkowania to

170+hZO

Ci =2y, C, = , gdzie z, to poczatkowe wychylenie masy z potozenia réwnowagi statycznej, v,

Wo
to poczatkowa predkos¢ masy natomiast w; to czestos¢ drgan ttumionych wyrazona zaleznoscia

w; =+ w3 — h2. (7)
W analizowanym przypadku korzystnie jest zapisaé rozwigzanie (6) jako

z = Ae Msin(w.t + @), (8)
gdzie A = \/CZ + C# to amplituda drgan, ¢ to kat przesuniecia fazowego okre$lony wzorem tgep =
g—;. Przebieg rozwigzania (8) przedstawiono na rys. 2.

z[m]

n+1

Yy

t[s]

Rys. 2. Przebieg drgan swobodnych ttumionych

Z réwnania (8) wynika, ze drgania ttumione wygasajg po nieskonczenie dtugim czasie oraz ze ich
czestosé w, jest stata. Dlatego wprowadza sie pojecie okresu drgan ttumionych (chociaz Scisle rzecz

biorgc analizowane drgania nie sg okresowe)

T,=2=L_>1=2" (9)

i /wé—hz @o
gdzie T to okres drgan swobodnych niettumionych. Wprowadza sie rowniez pojecie logarytmicznego

dekrementu ttumienia hT; = D, ktdéry zwigzek z amplitudami drgan jest nastepujacy
An_ _ D
—=e", (10)
An+1
gdzie A,, i A,41 to dwie kolejne amplitudy drgan. Z réwnania (10) wynika, ze
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In (22 ) =D = hT,. (11)

n+1
Znajac logarytmiczny dekrement ttumienia mozna okresli¢ wspétczynnik ttumienia jednostkowego.

Badania doswiadczalne

W celu doswiadczalnego wyznaczenia wspdtczynnika ttumienia i czestosci drgan wiasnych uktadu,
nalezy na stanowisku pomiarowym dokona¢ pomiaru drgan swobodnych ttumionych. Do rejestracji
ruchu zastosowano kamere z oprogramowaniem wyznaczajacym przebieg przemieszczenia w czasie

wybranego fragmentu uktadu (rys. 3). Przyktadowy zarejestrowany przebieg drgan przedstawiono na
rys. 4.

Department of Applied Mechanics
and Robotics

pgierlak@prz.edu.pl

Rys. 3. Obraz z kamery
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Rys. 4. Przebieg drgan masy

A. Na podstawie otrzymanych danych pomiarowych zrealizowa¢ nastepujgce zadania:

Z przebiegu przemieszczenia nalezy odczyta¢ okres drgan ttumionych T; i dwie kolejne amplitudy 4,, i
A, +1. Nastepnie na podstawie podanych wzorédw nalezy obliczy¢ czestos¢ drgan wiasnych wy i
wspotczynnik ttumienia jednostkowego h.

Dla wyznaczonych wartosci czestosci drgan wiasnych wg i wspdtczynnika ttumienia jednostkowego h
zamodelowac uktad rzeczywisty i rozwigzac réwnanie ruchu dobierajgc warunki poczatkowe w taki
sposdb, aby wyniki symulacji byty zbiezne z wynikami pomiaru.
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CczesC 1l
Uktad rzeczywisty skfada sie z belki aluminiowej o wymiarach: dtugosé = 910 mm, szeroko$é = 55 mm,
grubosé = 6 mm, oraz masy skupionej na koricu belki m; = 1108 g.

Uktad moze by¢é zamodelowany w postaci sprezystej belki jednorodnej o dtugosci [ i masie m4, na
koncu ktérej znajduje sie masa m,. Zatézmy, ze w chwili poczatkowej belka byta wychylona z
potozenia rownowagi statycznej i zostata swobodnie puszczona. Uktadu pokazano na rys. 5.

belka wspornikowa

N ™ [m]
\_\h;k\rz
N, 1

Zvy

Rys. 5. Uktadu rzeczywisty

W przypadku, gdy m, > m,, mase ukfadu ciggtego, czyli belki, mozna poming¢ lub uwzglednic tylko
jej czesé. Ta czes¢ masy mq, ktéra powinna by¢ uwzgledniona, wyliczana jest z warunku, aby energia
kinetyczna uktadu rzeczywistego i modelu w czasie drgan nie zmienita sie. Wyznaczmy zatem energie
kinetyczng uktadu rzeczywistego.

Wytnijmy myslowo z belki element o dtugosci dx w odlegtosci x od miejsca zamocowania.
Przemieszczenie h tego elementu wyznaczymy z wzoru na linie ugiecia belki wspornikowej obcigzonej
na swobodnym konicu sitg skupiong, czyli

_x2(8l-x)
h=z—737F (1)
Predkos¢ wycinka belki wynosi
;. x2(31-x)
h=z—07:— (2)
wobec czego energia kinetyczna tego elementu to
Ey =3 f, dmh?, 3)

gdzie dm to masa trojwymiarowego elementu belki o przekroju A i dtugosci dx. Wobec tego mase
elementu zapiszemy jako
dm = gAdx, (4)

gdzie y to ciezar wtasciwy belki, A to przekréj poprzeczny belki, g to przyspieszenie ziemskie. Energie
kinetyczng elementu zapiszemy teraz nastepujgco
_1ply 4i2g 1y 4.0 lx*(Bl-x)?
E, —ZfogAh dx = Az o= dx. (5)
Obliczmy teraz catke

Lx*Gl-x)? 5 1 rlegiz. 4 5 1 26V dy — L (272,5 6 1.7\ =33
fo G dx—416f0(9lx — 6lx +x)dx—4 (Slx —Ix +7x)| (6)

16 0 144
Podstawiajgc wynik catkowania do wzoru (5) otrzymamy
1Y 45233

E, = 2gAZ ™ l. (7)

Uwzgledniajac, ze gAl = my, otrzymamy
133 .
L =T,z (8)

Energia kinetyczna masy m, to

Ez = %mzz‘z. (9)
Wobec tego energia kinetyczna catego uktadu to

1 .
E=E +E,= Emzzz, (10)
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gdzie m, = %ml + m,. Ze wzoru (10) wynika, ze uwzgledniajgc mase belki nalezy doda¢ do masy

33
m, tylko Taa -

Obliczajgc energie potencjalng uktadu pomijamy potencjat masy w polu ziemskim (w potozeniu
rownowagi statycznej belka jest wstepnie odksztatcona przez dziatanie sity ciezkosci). uwzglednimy
jedynie potencjat sit sprezystosci. Wspdtczynnik sprezystosci na zginanie belki wspornikowej
wyznaczymy ze wzoru na strzatke ugiecia swobodnego konca pod wptywem sity skupionej Q
przytozonej na tym koncu, czyli

3
7= (11)
3E)

gdzie, E to modut sprezystosci wzdtuznej, | to moment bezwtadnosci przekroju belki. Przy
uwzglednieniu zaleznosci na reakcje sprezystg belki Q = kz, z réwnania (11) wynika, ze wspdtczynnik
sprezystosci gietej belki to

_Q_3H
k=2=3 (12)
Potencjat modelu uktadu to
V = kz? =1¥22. (13)
2 2 1

W wyniku dokonanej dyskretyzacji uktadu rzeczywistego zamodelowano go w postaci masy
zawieszonej na sprezynie, jak to przedstawiono na rys. 6.

del dyskret
belka wspornikowa R

opisujacy
drgania gi(—;-tne\
N x dx
——— M [m] X k
\h\z -
\‘ 1 : —
Zv M lZ

Rys. 6. Uktad rzeczywisty i jego model

Czesto$¢ wiasng analizowanego uktadu mozna wyznaczy¢ np. metodg energetyczng. Skorzystamy z
zasady zachowania energii mechanicznej, ktéra moze byé zapisana jako

H =E +V = const, (14)
i wynika z niej, ze
Emax = Vinax- (15)

Aby wyznaczy¢ maksimum energii kinetycznej i potencjalnej nalezy uwzgledni¢, ze zgodnie z teorig
drgan, przemieszczenie masy w przypadku drgan swobodnych niettumionych opisuje réwnanie

z = Asin(wot + @), (16)
gdzie A to amplituda drgan, w to czesto$¢ wiasna, ¢ to kat przesuniecia fazowego. Predkos¢ masy
uzyskamy rdézniczkujac zaleznosé (16) wzgledem czasu

2 = Awycos(wot + ). (17)
Mozna teraz zapisac energie kinetyczng i potencjalng jako

E = %mZAzwﬁcosz(wot + @), (18)

V= %kAzsinz(th + ). (19)
Maksima energii kinetycznej i potencjalnej to

Emax = 3m AW}, (20)

Vinax = 5 kA2, (21)

Korzystajgc z rGwnania (15) okreslimy czestos$¢ wtasng uktadu jako
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_ ’L: [ 3E]
Wo = my (%m1+m2)l3. (22)
Belka ma przekrdj prostokatny o wymiarach b X h (b > h), moment bezwtadnosci przekroju belki

3
bedzie wynosit ] = % [m*] jesli drgania bedg odbywac sie w ptaszczyZnie mniejszej sztywnosci.
A

2

Rys. 7. Przekrdj poprzeczny belki: A - pole powierzchni przekroju

Taki sposéb wyznaczenia czestosci witasnej uktadu daje tym lepszy wynik, im masa belki m; jest
mniejsza w stosunku do masy skupionej m,. Gdy masa skupiona m, = 0, nie mozna stosowad
przedstawionego tutaj sposobu wyznaczania czestosci wiasnej uktadu. W takiej sytuacji ukfad nie
powinien by¢ modelowany jako dyskretny, lecz jako ukfad ciggty. W teorii drgan uktadéw ciggtych
stosuje sie réwnania rdozniczkowe czastkowe.

Badania doswiadczalne

W celu doswiadczalnego wyznaczenia wspdtczynnika ttumienia i czestosci drgan wiasnych uktadu,
nalezy na stanowisku pomiarowym dokona¢ pomiaru drgan swobodnych ttumionych. Do rejestracji
ruchu zastosowano kamere z oprogramowaniem wyznaczajacym przebieg przemieszczenia w czasie
wybranego fragmentu uktadu (rys. 8). Przyktadowy zarejestrowany przebieg drgan przedstawiono na
rys. 9.

Rys. 8. Obraz z kamery
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Rys. 9. Przebieg drgan masy

B. Zrealizowaé nastepujace zadania:
Na podstawie obliczen teoretycznych wyznaczy¢ czestos¢ drgan wiasnych uktadu

C. Zrealizowa¢ nastepujace zadania:

Z przebiegu przemieszczenia nalezy odczytac okres drgan ttumionych T; i dwie kolejne amplitudy 4,
i A+1. Nastepnie na podstawie podanych wzordw nalezy obliczy¢ czestos¢ drgan wtasnych wy i
wspotczynnik ttumienia jednostkowego h.

Dla wyznaczonych wartosci czestosci drgan wiasnych wg i wspétczynnika ttumienia jednostkowego h
zamodelowac uktad rzeczywisty i rozwigzac réwnanie ruchu dobierajgc warunki poczatkowe w taki
sposdb, aby wyniki symulacji byty zbiezne z wynikami pomiaru.

Wyjasnié przyczyny rdznicy wartosci czestosci wiasnej uzyskanej na podstawie obliczen teoretycznych
i wynikéw badan eksperymentalnych.

Student otrzymuje ocene dostateczng jesli poprawnie wykona zadania z czesci A.
Student otrzymuje ocene dobrg jesli poprawnie wykona zadania z czesci A i B.
Student otrzymuje ocene bardzo dobrg jesli poprawnie wykona zadania z czesci A, Bi C.
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