Mechanika analityczna Katedra Mechaniki Stosowanej i Robotyki

Réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju

Zad. 1.

Krazek 1 o znanym ciezarze i promieniu
r, toczy sie w prawo po ptaskiej /A
powierzchni pod wptywem sity P
o kierunku jak pokazano na rysunku.
Wystepuje zjawisko tarcia suchego
oraz tarcia toczenia. Wyznacz katowe
parametry ruchu krazka 1 stosujac
rownania Lagrange’a drugiego rodzaju.
Dane: E
Gy, P [N] | ,
ry, f [m]
g | )
a [rad]

Szukane:

¢1=7?
Szukamy katowych parametréw ruchu bryty 1.

Rozwigzanie:

a) Krazek toczy sie bez poslizgu, jest wiec w ruchu ptaskim. Przyjmujemy interpretacje ruchu
ptaskiego jako ruchu, w ktorym wystepuje przemieszczenie $srodka masy bryty w prawo (x,) oraz
obrot bryty wokot srodka masy (¢,). Wybieramy wspotrzedng uogdlniong g, g= @1. Przyjmujemy
uktad wspodtrzednych na rysunku w nieruchomym punkcie. Zaznaczamy podstawowe realizowane
parametry ruchu, jak przemieszczenie $rodka masy x, oraz kat obrotu krazka ;. Wprowadzamy
wektory predkosci punktdw charakterystycznych oraz wektory predkosci katowych bryt niezbedne do
rozwigzania zadania, jak rowniez wektory przyspieszen. Wprowadzamy wektory przesuniec
przygotowanych ér,, 6¢4, oraz wektor uogdlnionego przesuniecia przygotowanego 8q, przy czym 6qg=
6¢,. Mozemy teraz wprowadzi¢ na rysunku wszystkie wektory sit prawdziwych: czynnych (P, G,) oraz
biernych (Tp, Np).

b) Zapisujemy ogdlng forme réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju:

Uwaga: Poniewaz opisujemy ruch bryty o jednym stopniu swobodny ze wzgledu na narzucone wiezy,
przy wspotrzednej uogdlnionej pominieto indeks j, poniewaz jest tylko jedna wspdtrzedna uogédlniona
i bedziemy mieli jedno rdwnanie Lagrange’a.

c) Zapisujemy réwnania wiezéw sitowych, jezeli takie wynikajg z przyjetego modelu, oraz zapisujemy
wartosci wielkosci niezbednych do rozwigzania zadania:
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d) Zapisujemy réwnania wiezéw kinematycznych narzuconych na predkosci:

) o 1
R)] v =¢
D)

Cogly

jednokrotnie wzgledem czasu réwnanie (5), otrzymujgc rdwnania

Rdézniczkujac wiezéw
kinematycznych narzuconych na przyspieszenia w nastepujgcej formie:

L,\l j-\j? = Lf/ ~
Ponadto zapisujemy réwnania wiezéw narzuconych na przesuniecia przygotowane. Nalezy mieé na

uwadze, ze wektor przesuniecia przygotowanego interpretujemy jako iloczyn wektora predkosci
mozliwej i bezwymiarowego wspotczynnika A. W analizowanym przypadku otrzymamy wiec:

A~

7) Oip - (/L{1 - B C‘r)(,i/i
Wartos¢ wektora przesuniecia przygotowanego p. A wyrazono w funkcji wartosci wektora

uogdlnionego przesuniecia przygotowanego.
e) Wyznaczamy energie kinetyczng bryty:
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8) E = Fm,v, +7 A Y
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f) Wyznaczamy site uogédlniong dziatajgcg na bryte, majac na uwadze wybrane uogdlnione

przesuniecie przygotowane:
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g) Wyznaczamy pozostate cztony réwnania Lagrange’a:

{/i 3 (_/ 2

{
na ok & F
Vg, LI

Uwaga: W réwnaniu (14) rézniczkujemy E wzgledem predkosci uogdlnionej. Energia kinetyczna to
iloczyn statej ze wzgledu na predkos¢ uogdlniong i predkosci uogélnionej podniesionej do kwadratu.
Statag przenosimy przed znak rézniczkowania i wyznaczamy pochodng z funkcji kwadratowe;j
predkosci uogdlnionej. W réwnaniu (15) rézniczkujemy wzgledem czasu réwnanie (14), wiec wartosc
wektora predkosci uogdlnionej zamienia sie w wartos¢ wektora przyspieszenia uogdlnionego.
Rownanie (16) wynika z faktu, ze energia kinetyczna E nie jest funkcjg q (wspotrzednej uogdlnionej,
czyli ;). W pewnych przypadkach moze sie zdarzy¢, ze E bedzie funkcjg q, wtedy czton z réwnania

(16) bedzie niezerowy.
h) Podstawiamy do réwnania (1), otrzymujemy dynamiczne réwnanie ruchu w formie:

desh £ / ) . Ve, \) /)
17 : :’?, i ( - ! |-M’i S A (G + [ L/%.
2 7 1 1 !

i) Wyznaczamy wartos¢ wektora przyspieszenia katowego krazka 1 w formie:

—

J

‘ ;L v { !’y"\ii

Wy

Na tym etapie w celu autokorekty warto dokona¢ sprawdzenia jednostek:
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Dalsza cze$¢ rozwigzania przebiega jak w zad. 1 z zasady réwnowagi kinetostatyczne;j.
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Zad. 2.
Kragzek 1 o znanym ciezarze i promieniu
r, toczy sie w prawo po ptaskiej powierzchni )”k X S 7
pod wplywem momentu (pary sit) M. j -*--L\ P . \i .
Wystepuje zjawisko tarcia suchego oraz , N\ N \/,r %€
tarcia toczenia. Wyznacz kagtowe parametry : X e o
ruchu krazka 1 stosujgc réwnania w \f‘ ) \
Lagrange’a drugiego rodzaju. A Vi 4} )
—|— > M,

\ 7% Of v
Dane: ; » G rd \P 61 / |
61 IN] | A W/
M1 [Nm] ; % Na/
ry, f [m] - S
ne | S R 7 )
Szukane:
@1=7?

Szukamy kgtowych parametréw ruchu bryty 1.

Rozwigzanie:

a) Krazek toczy sie bez poslizgu, jest wiec w ruchu ptaskim. Przyjmujemy uktad wspétrzednych na
rysunku w nieruchomym punkcie. Zaznaczamy podstawowe realizowane parametry ruchu, jak
przemieszczenie Srodka masy x, oraz kat obrotu krazka .. Wybieramy wspétrzedng uogdlniong q, g=
@1. Wprowadzamy wektory predkosci punktéw charakterystycznych oraz wektory predkosci
katowych bryt niezbedne do rozwigzania zadania, jak réwniez wektory przyspieszen. Wprowadzamy
wektory przesunie¢ przygotowanych &r, oraz 8¢, oraz wektor uogdlnionego przesuniecia
przygotowanego &q, przy czym 8g= 6¢,. Mozemy teraz wprowadzié¢ na rysunku wszystkie wektory sit
prawdziwych: czynnych (G;) oraz biernych (T, Np), jak rowniez wektor momentu M.

b) Zapisujemy ogdlng forme réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju:

/\ L( .“/!; )J 'L E N

) Gony: X
I oG

Uwaga: Poniewaz opisujemy ruch bryty o jednym stopniu swobodny ze wzgledu na narzucone wiezy,
przy wspotrzednej uogdlnionej pominieto indeks j, poniewaz jest tylko jedna wspdtrzedna uogdlniona
i bedziemy mieli jedno réwnanie Lagrange’a.
c) Zapisujemy réwnania wiezéw sitowych, jezeli takie wynikajg z przyjetego modelu, oraz zapisujemy
wartosci wielkosci niezbednych do rozwigzania zadania:

F, p—

A
g i
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3) Np= (5. = ¢
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\
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d) Zapisujemy réwnania wiezéw kinematycznych narzuconych na predkosci:

Vi = Gl
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Roézniczkujagc  jednokrotnie wzgledem czasu rdéwnanie (5), otrzymujgc rdéwnania wiezow
kinematycznych narzuconych na przyspieszenia w nastepujgcej formie:

A% e gy
C) % =
Ponadto zapisujemy réwnania wiezéw narzuconych na przesuniecia przygotowane. Nalezy mie¢ na
uwadze, ze wektor przesuniecia przygotowanego interpretujemy jako iloczyn wektora predkosci
mozliwej i bezwymiarowego wspétczynnika A. W analizowanym przypadku otrzymamy wiec:

;7) Oy~ C‘L(TD =& '}(, 4

Wartos¢ wektora przesuniecia przygotowanego p. A wyrazono w funkcji wartosci wektora
uogdlnionego przesuniecia przygotowanego.

e) Wyznaczamy energie kinetyczng bryty:
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f) Wyznaczamy site uogdlniong dziatajagcg na bryte, majagc na uwadze wybrane uogdlnione

przesuniecie przygotowane:
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g) Wyznaczamy pozostate cztony réwnania Lagrange’a:
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Uwaga: W réwnaniu (14) rdzniczkujemy E wzgledem predkosci uogdlnionej. Energia kinetyczna to
iloczyn statej ze wzgledu na predkos¢ uogdlniong i predkosci uogdlnionej podniesionej do kwadratu.
Statg przenosimy przed znak réziniczkowania i wyznaczamy pochodng z funkcji kwadratowe;j
predkosci uogolnionej. W réwnaniu (15) rézniczkujemy wzgledem czasu réwnanie (14), wiec wartosc¢

5
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wektora predkosci uogdlnionej zamienia sie w wartos¢ wektora przyspieszenia uogdlnionego.
Réwnanie (16) wynika z faktu, ze energia kinetyczna E nie jest funkcjg q (wspotrzednej uogdlnionej,
czyli ;). W pewnych przypadkach moze sie zdarzy¢, ze E bedzie funkcjg q, wtedy czton z réwnania
(16) bedzie niezerowy.

h) Podstawiamy do réwnania (1), otrzymujemy dynamiczne réwnanie ruchu w formie:

7/

/2] — A

¥
/]

i) Wyznaczamy wartos¢ wektora przyspieszenia katowego krgzka 1 w formie:

f | Md ]
| | MoQ, |
i =l |

|

Na tym etapie w celu autokorekty warto dokona¢ sprawdzenia jednostek:
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Dalsza cze$¢ rozwigzania przebiega jak w zad. 2 z zasady rownowagi kinetostatycznej.
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Zad. 3.

Pokazany na rysunku uktad bryt o znanych ciezarach i znanej geometrii pozostaje w ruchu. Krazek 1
o zréznicownej Srednicy toczy sie bez poslizgu po chropowatym podtozu. Wystepuje zjawisko tarcia
suchego i tarcia toczenia. Na krazek 1 dziata sita P o znanej wartosci, zaczepiona w punkcie A,
o kierunku jak pokazano na rysunku. Krgzek 2 obraca sie w lewo. Bryta 3 przemieszcza sie po réowni
o kacie nachylenia B. Powierzchnie réwni i bryty sg chropowate. Wyznacz kgtowe parametry ruchu
bryty 2 stosujgc réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju.

Dane:

Gy, Gy, G3, P [N]

Ry, 1y, 1y, f, ialm]

nl-]

o,B [rad]

zerowe warunki poczatkowe

Szukane:

@=7?

Szukamy katowych parametréw ruchu bryty 2.
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Rozwigzanie:

a) Przyjmujemy uktad wspodtrzednych xy na rysunku w nieruchomym punkcie, np. punkcie B.
Przyjmujemy pomocniczy uktad wspétrzednych uw zwigzany z réwnia. Krazek 2 obraca sie w lewo.
Krazek 1 toczy sie bez poslizgu, jest wiec w ruchu ptaskim. Przyjmujemy interpretacje ruchu ptaskiego
jako ruchu, w ktérym wystepuje przemieszczenie srodka masy bryty w prawo (x,) oraz obrét bryty
wokét srodka masy (¢,). Bryta 3 zsuwa sie z rowni. Zaznaczamy podstawowe realizowane parametry
ruchu, jak przemieszczenie sSrodka masy x,, kat obrotu krazka 1 ¢,, kat obrotu krazka 2 ¢,, oraz
realizowane przemieszczenie punktu D, wp. Wprowadzamy wektory predkosci punktéw
charakterystycznych oraz wektory predkosci katowych bryt niezbedne do rozwigzania zadania, jak
rowniez wektory przyspieszen (g,). Wprowadzamy wektory przesunie¢ przygotowanych 6ra, 6@,
6¢,=0q, oraz 6rp. Mozemy wprowadzi¢ na rysunku wszystkie wektory sit prawdziwych: czynnych (G,
G,, G3, P) oraz biernych (Tg, Ng, Tg, Nk, Xa, Ya), mozemy réwniez zaznaczy¢ site uogdlniong Q, ktora ze
wzgledu na przyjetg wspoétrzedng uogdlniong bedzie momentem sity. Nie jest konieczne zaznaczanie
na rysunku sit wewnetrznych uktadu sit, jezeli te nie wykonujg pracy przygotowane;j.

P
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b) Zapisujemy ogdlng forme réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju:

Uwaga: Poniewaz opisujemy ruch bryty o jednym stopniu swobodny ze wzgledu na narzucone wiezy,
przy wspotrzednej uogdlnionej pominieto indeks j, poniewaz jest tylko jedna wspdtrzedna uogélniona
i bedziemy mieli jedno réwnanie Lagrange’a.

c) Wyznaczamy site uogdlnionga. Zapisujemy ogdlne réwnanie w ktérym przyréwnujemy sume prac
przygotowanych poduktadéw sit dziatajgcych na poszczegélne bryly do pracy przygotowane] jaka
wykonuje sita uogdlniona Q na uogdlnionym przesunieciu przygotowanym 6q;:

\ o \ & ~
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Uwaga: Zapisujac zaleznosé (2) zwracamy uwage na indeksy przy poszczegdlnych symbolach.

d) Podstawiamy do rownania (2) rzuty wektoréw sit i momentéw wynikajace z rysunku:

\ i’» ? / ~r _ " n -,‘ . " /' ~ / ) . , pee -
) L= (T = FPeosp) oy + (-Nef - Ter Do, + (6,5id - )6 = Q 0q
N “ 1 / Y )' UL OO [’ [} vy /s

I

(ani

e) Zapisujemy rownania wiezow sitowych, jezeli takie wynikajg z przyjetego modelu, oraz zapisujemy
wartosci wielkosci niezbednych do rozwigzania zadania:

A

P]\,‘ l\/‘[ - F J(-’l/? I (, . '7
tf;'\.

l\":( L:.~"~‘\ =R

) Te= m Ne

Uwaga: Zaleznosci (4) i (5) wynikajg z réwnan réwnowagi kintostatycznej na kierunkach
prostopadtych do powierzchni realizowanego ruchu.
f) Zapisujemy réwnania wiezéw kinematycznych narzuconych na przesuniecia przygotowane:

8) 2 p, 0N
a) © N —
) Orp= O, |
| o O
/\) U F“ = G ]\)
o
1 N \
1) v, ‘/_r/? {{;1- { |
(% \ r
) / =
2) ¢ olg; 5
\ i
Or, C LT i, = 6
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g) Wyznaczamy site uogélniona Q:

#4) dL= (JE - rm/) ,

el
Ki 1
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2

45) ol= | T P
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Biorac pod uwage, ze
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O, = oy
otrzymujemy:
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Na tym etapie warto sprawdzi¢ jednostke we wszystkich cztonach rozwigzania. Jednostka to [Nm]
gdyz sita uogdélniona Q jest momentem sity (ze wzgledu na przyjetg wspdtrzedng uogdlniong)
h) Wyznaczamy energie kinetyczna bryty
n

f7) E= 2 E

/ ;’-"4 L

a) » 2 2 4 -2 4 2
'I\S)E/:%IJA ((4 T+ g'md\/A + -;1— %b + 2 M, Vy
Masowe momenty bezwtadnosci wynoszg odpowiednio
/4' { = o & . ;“ 2_
) Tazmgly = %‘» LA

b o B e AR 3
ZO) Jg® 79 myr . = 7 2
Na podstawie réwnan wiezéw kinematycznych narzucony na przesuniecia przygotowane mozemy
zapisa¢ wybrane réwnania wiezoéw narzuconych na predkosci
24) Vp~ Wely
M
22) e Ml R,
: l-q IMV’)
J g ) \ -~ P PR S
L)) \/ l/\f,.

Wyznaczamy energie kinetyczng w funkcji predkosci uogdlnione;j
P

2 / / 2
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i) Wyznaczamy pozostate cztony réwnania Lagrange’a:
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Uwaga: W réwnaniu (25) rdzniczkujemy E wzgledem predkosci uogdlnionej. Energia kinetyczna to
iloczyn statej ze wzgledu na predkos¢ uogdlniong i predkosci uogdlnionej podniesionej do kwadratu.
Statg przenosimy przed znak réziniczkowania i wyznaczamy pochodng z funkcji kwadratowej
predkosci uogélnionej. W réwnaniu (26) rézniczkujemy wzgledem czasu réwnanie (25), wiec wartoscé
wektora predkosci uogdlnionej zamienia sie w warto$s¢ wektora przyspieszenia uogdlnionego.
Réwnanie (27) wynika z faktu, ze energia kinetyczna E nie jest funkcjg q (wspdtrzednej uogdélnione;j,
czyli @,). W pewnych przypadkach moze sie zdarzy¢, ze E bedzie funkcjg g, wtedy czton z rownania
(27) bedzie niezerowy.

j) Podstawiamy do ogdlnej formy rownania Lagrange’a, otrzymujemy dynamiczne réwnanie ruchu
w formie:

. \ _pnl .
T o (7 e V& S e 2 L A ) y — nfl W/ — | 1 1

- g LGyl (Sin d—pacosd ) =F == cos) (Fsefs +Cy )¥ T=ra rad |
) W, = &l E

Na tym etapie w celu autokorekty warto dokona¢ sprawdzenia jednostek:
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Dalsza cze$¢ rozwigzania przebiega jak w zad. 3 z zasady réwnowagi kinetostatyczne;j.

11



