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1. DYNAMICZNE ROWNANIA RUCHU PUNKTU

Zadanie 1.1. Bryla o ciezarze Q znajduje si¢ na réwni nachylonej do poziomu pod katem o.
Wspotczynnik tarcia suchego dla pary rownia-bryta wynosi p. Znane sg warunki poczatkowe
uktadu. Nalezy poda¢ rozwigzanie zadania prostego dynamiki, tzn. okresli¢ przemieszczenie,
predko$¢ oraz przyspieszenie bryty.

Rozwigzanie. Bryla porusza si¢ ruchem postgpowym, zatem mozna ja modelowac punktem,
np. M. Nalezy zalozy¢ kierunek ruchu punktu M, tj. wprowadzi¢ predko$¢ punku V,,.
Nastepnie nalezy przyjac uktad odniesienia. Wygodnie jest to zrobi¢ w taki sposob, aby jedna
z osi uktadu odniesienia, np. 0§ x byta rownolegla do kierunku ruchu.

Dane:
Q [N]
o [rad]

p=const.

warunki poczatkowe:
dlat=t, =0 [s], x,, =X, [m], X, = v, [m/s]

Nalezy wprowadzi¢ wszystkie silty bierne, czyli w tym przypadku reakcje podtoza: styczng T
i normalng N. Sila tarcia T bedzie zwrdcona przeciwnie do zatozonego kierunku ruchu.
Wowczas dynamiczne rownania ruchu bgda miaty postaé:
mX,, = Qsina—T (1.1)
my,, = N —Qcosa (1.2)
Zaktada si¢, ze bryla caly czas ma kontakt z rownig, a to oznacza, ze punkt M nie
przemieszcza si¢ na kierunku osi y. Wynika stad, ze:
Yy = const.
$y =0 (13)
Yu =0
Zatem z réwnania (1.2) tatwo okresli¢ wartos¢ reakcji N jako:
N = Qcosa (1.4)
Site tarcia T okres$lono z zalezno$ci:
T=puN = pQcosa (1.5)
Znajac sile tarcia oraz wiedzac, ze m=Q/g, z rownania (1.1) mozna wyznaczy¢ przyspieszenie
punktu M jako:
Xy = g(sina— pcosa) (1.6)



Poniewaz
— dX M

Xy =—" 1.7
M g (1.7)
to rownanie ruchu na kierunku osi x bgdzie miato postac:
(t;—tl"‘:g(sina—ucosa) (1.8)
skad
dx,, = g(sina —pcosa)dt (1.9)
Roéwnanie (1.9) mozna tatwo rozwigzaé przez catkowanie, czyli
Xy = g(sina—pcosa)t+C, (1.10)
gdzie C; to stala catkowania. Poniewaz
. dx,,
X, =—= 1.11
M g (1.11)
to rownanie (1.10) bedzie miato postaé
(t;—tb":g(sina—ucosa)t+Cl (1.12)
skad
dx,, =|:g(sina—ucosa)t+Cl]dt (1.13)
Calkujac obustronnie rownanie (1.13) otrzymano
Xy :%g(sinoc—ucosoz)tz+C1t+C2 (1.14)

State catkowania C; i C; mozna wyznaczy¢, jesli znane sg warunki poczatkowe. Podstawiajac
warunki poczatkowe do réwnan (1.10) i (1.14) otrzymano
C =V, (1.15)
C, =x,
Ostatecznie ruch masy na kierunku osi x opisujg réwnania
Xy = %g (sina— pcosa )t + v t +x,

Xy = g(sino—pcosa) t+ v, (1.16)
Xy = g(sina — pcosa)

Rozwazmy przypadek ruchu z zerowa predkoscia poczatkowa, czyli vo=0. Wowczas predkosé
masy opisuje rownanie

Xy = g(sinoc — ucosa)t (1.17)
Aby masa zsuwala si¢ po rowni, jak to zalozono narys. 1,dla t >0 x,, >0. Stad wynika, ze
musi by¢ spelniony warunek

sina — pcosa > 0 (1.18)
i dalej

tga > (1.19)
Jezelidla t >0 x,, =0 to tga =p 1 wowczas rOwni¢ nazywamy samohamowna.

Dla danych liczbowych Q=10 [N], a=0.5 [rad], u=0.3 [-], g=10 [m/s?], Xo=0 [m], vo=0 [m/s]
otrzymano rozwigzanie zadania prostego dynamiki przedstawione na rys. 1.2.
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Rys. 1.2. Rozwigzanie zadania prostego dynamiki: a) przemieszczenie punktu M, b) predkos¢
punktu M, ¢) przyspieszenie punktu M na kierunku osi x

Zadanie 1.2. Bryla o cigzarze Q znajduje si¢ na poziomej plaszczyznie i porusza sie pod
wplywem sity F zmieniajacej sie¢ harmonicznie. Wspdlczynnik tarcia suchego dla pary
réwnia-bryla wynosi p = 0. Znane sg warunki poczatkowe uktadu. Nalezy poda¢ rozwigzanie
zadania prostego dynamiki, tzn. okresli¢ przemieszczenie, predkos¢ oraz przyspieszenie
bryty.

Dane:

Q[N]

p=0

F =F,cos(wt) [N]; F, [N]= const.; @ [rad/s] = const.

dlat=t, =0[s], x, =X, [m], X\, =V, [m/s]

Rozwiazanie. Bryla porusza si¢ ruchem postgpowym, zatem mozna ja modelowaé punktem,

np. M. Nalezy zalozy¢ kierunek ruchu punktu M, przyja¢ uktad odniesienia oraz wprowadzic¢
sity dzialajace na mase.
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Rys. 1.3
Dynamiczne réwnania ruchu bgda miaty postac:
mX,, =F (1.20)
my,, =N-Q=0 (1.21)

Z roéwnania (1.21) mozna okresli¢ warto$¢ sity reakcji N = Q. Natomiast uwzgledniajac, ze
m=Q/g oraz F=Focos(wt) z réwnania (1.20) mozna wyznaczy¢ przyspieszenie punktu M jako:

F
Xy = %gcos(wt) (1.22)
Catkujac rownanie (1.22) otrzymano predkos$¢ masy na kierunku osi x:
F
%y = —Bsin(ot)+C, (1.23)
Qo

Z kolei calkujac rownanie (1.23) wyznaczono przemieszczenie masy:



F.g

Xy = ——=cos(wt)+C,t+C, (1.24)
Qo
Wstawiajac warunki poczatkowe do rownan (1.23) i (1.24) wyznaczono state catkowania jako
C =v,
C,=x,+ Fog2 (1.25)
Qo

Ostatecznie ruch masy na kierunku osi x opisujg rownania
fg
Xy = %[1 —cos(ot) [+ vyt+x,

X, =%sin(mt)+vo (1.26)

X\ = %cos(a)t)

Dla danych liczbowych Q=10 [N], Fo=10 [N], ©=5 [rad/s], g=10 [m/s*], x¢=0 [m], vo=0 [m/s]
otrzymano rozwigzanie zadania prostego dynamiki przedstawione na rys. 1.4.
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Rys. 1.4. Rozwigzanie zadania prostego dynamiki: a) przemieszczenie punktu M, b) predkos¢
punktu M, ¢) przyspieszenie punktu M na kierunku osi x

Zadanie 1.3. Bryla o ciezarze Q przemieszcza si¢ po poziomej ptaszczyznie. W czasie ruchu
wystepuje sita oporu G =G(x,,) = ax,,, ktorej wartos¢ jest proporcjonalna do predkosci
bryly. Wspoétczynnik tarcia suchego dla pary rownia-bryta wynosi p=0. Znane sg warunki

poczatkowe uktadu. Nalezy poda¢ rozwigzanie zadania prostego dynamiki, tzn. okresli¢
przemieszczenie, predkos$¢ oraz przyspieszenie bryty.

Dane:

Q[N]

p=0

G =ax,, [N]; a [kg/s] = const.

dlat=t, =0[s], x,, =X, [m], x,, = v, [mV/s]

Rozwigzanie. Bryla porusza si¢ ruchem postgpowym, zatem mozna ja modelowac punktem,
np. M. Nalezy zatozy¢ kierunek ruchu punktu M, przyja¢ uktad odniesienia oraz wprowadzié
sily dziatajgce na masg.
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Rys. 1.5
Dynamiczne réwnania ruchu bgda miaty postaé:
mX,, =-G (1.27)
my,, =N-Q=0 (1.28)
Czyli ruch masy na kierunku osi x opisuje rOwnanie:
QXM =-0X, (1.29)
g

. ga . ,
Oznaczajac 6 = ¢ przyjmie ono postac

Xy +¢Xyy =0 (1.30)
Roéwnania (1.30) nie mozna rozwigzac przez proste catkowanie, gdyz nie mozna rozdzieli¢
zmiennych, czyli szuka si¢ rozwigzania w postaci (tzw. podstawienie Eulera):

X, = Ae" (1.31)
gdzie A oraz r sg wartosciami statymi, na tym etapie nieznanymi. Aby je wyznaczy¢ nalezy

zrézniczkowa¢ dwukrotnie réwnanie (1.31) 1 pochodne wprowadzi¢ do rownania (1.30).
Zatem

X, =Are"
(1.32)
X, =Ar’e"
Roéwnanie (1.30) przyjmie postac
Al +erkt =0 (1.33)
Rownanie (1.33) bedzie zawsze spetnione jezeli
> +cr=0 (1.34)
Stad okreslimy r jako
r,=0,r,=-c (1.35)
W rozwigzaniu (1.31) nalezy uwzgledni¢ obydwie wartos$ci r, zatem
Xy =A™ +Ae™ (1.36)
Uwzgledniajac (1.35) otrzymano
Xy =A, +Ae™ (1.37)
Rézniczkujac (1.37) otrzymano predkos$¢ masy jako:
Xy =—A,ce™ (1.38)
Podstawiajac warunki poczatkowe do rownan (1.37) i (1.38) wyznaczono stale A1 1 As:
A = Yoy X,
¢ (1.39)
A, =-—2
C

Ostatecznie ruch masy na kierunku osi x opisujg réwnania



X :%(l—e'“)ero
%, = V,e° (1.40)

L _ -ct
Xy =—V,ce

Dla danych liczbowych Q=10 [N], 0=0.2 [kg/s], g=10 [m/s*], xo=0.2 [m], vo=1 [m/s]
otrzymano rozwigzanie zadania prostego dynamiki przedstawione na rys. 1.6.
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Rys. 1.6. Rozwigzanie zadania prostego dynamiki: a) przemieszczenie punktu M, b) predkos¢
punktu M, ¢) przyspieszenie punktu M na kierunku osi x

Zadanie 1.4. Bryla o cigzarze Q przemieszcza si¢ po chropowatej rowni pod wpltywem
pewnej sity F tak, ze przyspieszenie bryty jest stale i wynosi a,,. Rownia jest nachylona do
poziomu pod katem a. Wspotczynnik tarcia suchego dla pary réwnia-bryta wynosi p. Nalezy
podaé rozwiazanie zadania odwrotnego dynamiki, tzn. okresli¢ wartos¢ sity F.

Dane:
Q[N]

u
o[rad]

X =a, [m/s*]=const.

Rozwiazanie. Bryla porusza si¢ ruchem postgpowym, zatem mozna ja modelowaé punktem,
np. M. Nalezy zalozy¢ kierunek ruchu punktu M, przyja¢ uktad odniesienia oraz wprowadzic¢
sity dzialajace na mase.

Rys. 1.7

Dynamiczne rownania ruchu bedg miaty postaé:
mX,, = Fcosa —Qsina—T (1.41)
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my,, = N —Qcosa —Fsina =0 (1.42)
Z rownania (1.42) nalezy okresli¢ reakcje N jako:

N = Qcosa + Fsina (1.43)
Site tarcia T okreslono z zaleznosci:
T=uN= u(Qcosa + Fsina) (1.44)

Wprowadzajac sit¢ tarcia do rownania (1.41) oraz wiedzac, ze m=Q/g, X,, =a,, rdéwnanie
(1.41) zapiszemy w nastepujacej postaci:

Q a,, = Fcosa — Qsina — pQcosa — pFsina (1.45)
g
Stad tatwo wyznaczy¢ site F jako:

ay .
— + sina + pcosa

F=_% _Q (1.46)
cosa — psina

Dla danych liczbowych Q=10 [N], a=0.5 [rad], p=0.3 [-], g=10 [m/s?], am=1 [m/s’]
otrzymano w wyniku rozwigzania zadania odwrotnego dynamiki warto$¢ sity F=11.48 [N].

Zadanie 1.5. Bryta o ci¢zarze Q znajduje si¢ na poziomej plaszczyznie i porusza si¢ pod
wptywem sity F zmieniajacej si¢ harmonicznie. Ponadto na bryle dziataja sity F=kx,, oraz
G=0x,, . Wspoélczynnik tarcia suchego dla pary roéwnia-bryta wynosi p=0. Znane sg warunki
poczatkowe uktadu. Nalezy podaé rozniczkowe réwnania ruchu.

Dane:

Q[N]

p=0

F =F,cos(wt); F, [N]=const.; ® [rad/s] = const.
S=kx,, [N]; k[N/m]=const.

G=0x,, [N]; a[Ns/m]=const.

dlat=t, =0[s], x,, =X, [m], X, = v, [m/s]

Rozwigzanie. Bryla porusza si¢ ruchem postgpowym, zatem mozna ja modelowac punktem,
np. M. Nalezy zatozy¢ kierunek ruchu punktu M, przyja¢ uktad odniesienia oraz wprowadzié
sity dziatajgce na masg.
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Rys. 1.8
Dynamiczne rownania ruchu bedg miaty postac:
mX,, =F-S-G (1.47)
my,, =N-Q=0 (1.48)

11



Wiedzac, ze F = Focos((ut) , S=kx,, oraz G=0x,,, rOwnanie (1.47) zapiszemy w postaci:

mX,, +aX,, +kx,, = F,cos(wt) (1.49)
Tego typu rownanie zwykle zapisuje si¢ w nastgpujacej postaci:
Xy +2hx,, togx,, =F,cos(ot) (1.50)
gdzie 2h=—", mézk : szﬁ :
m m m

Roéwnanie (1.50) jest rownaniem rézniczkowym niejednorodnym o statych wspotczynnikach.
Istnieje jego analityczne rozwigzanie, jest ono ztozone, nie podano tu tego rozwigzania.
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2. ENERGIA KINETYCZNA I PRACA UKLADU SIL. MOC UKLADU SIL
a) Energia kinetyczna (energia ruchu)

Energia kinetyczna punktu dana jest wzorem

EZ%mVZ 2.1)

gdzie m to masa a v to warto$¢ predkosci punktu.

Zadanie 2.1. Bryla o ciezarze Q znajduje si¢ na réwni nachylonej do poziomu pod katem o.
Znane jest przemieszczenie bryly. Nalezy poda¢ energi¢ kinetyczng masy.

Dane:
Q [N]
Xy =M [m]; A[m/s* ]=const.

Rys. 2.1

Rozwiazanie. Bryla porusza si¢ ruchem postgpowym, zatem jej energi¢ kinetyczng nalezy
obliczy¢ ze wzoru:
1
E=Emvlf,I (2.2)
Wiedzac, jaka funkcja czasu jest przemieszczenie punktu M, tatwo obliczy¢ predkos¢ punktu
M jako

Vi =Xy =2At (2.3)
oraz energi¢ kinetyczng jako:
B2 Q¢ [Nm] 24
g

Zadanie 2.2. Bryla 1 o ci¢zarze (_)l porusza si¢ po powierzchni ptaskiej. Znane jest
przemieszczenie punktu A nalezacego do tej bryly. Bryta 1 stanowi jednoczes$nie réwnie
pochyla o kacie nachylenia a, po ktérej porusza si¢ bryta 2 o cigzarze Qz. Przemieszczenie
bryly 2 jest rowniez znane. Nalezy poda¢ energi¢ kinetyczng uktadu.
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Rys. 2.2

Rozwigzanie. Energia kinetyczna uktadu jest sumag energii kinetycznych wszystkich bryt
wchodzacych w sktad ukladu. Bryly 1 i 2 poruszaja si¢ ruchem postgpowym, zatem jej
energi¢ kinetyczng nalezy obliczy¢ ze wzoru:

=%mlvi +%m2V12\4 (2.5)
Wiedzac, ze przemieszczenie punktu A jest funkcja czasu, predkos$¢ punktu A wyrazimy jako:
V=X, (2.6)

Aby okresli¢ predko$¢ punktu M najpierw nalezy okreslic przemieszczenia punktu M na
kierunkach osi x oraz y jako:

X\ =X, TAcosa (2.7)
Yu=Ya —Asina (2.8)
Wiedzac, ze ya=const., rzuty predkosci punktu M na osie uktadu odniesienia okreslimy jako:
X,,=X , +Acosa (2.9)
¥,,=— Asina (2.10)
a predkos¢ catkowitg punktu M okreslimy jako
Vy =Xty = \/(XA +Xcosa)2 + (Xsinm)2 = \/X2A+2XAXcosa+X2 (2.11)
Wowczas energia kinetyczna uktadu begdzie wyrazona jako:
Ezi[lefﬁQz (%3 +2% yhcosarti ) | [Nm] (2.12)

b) Praca sily i ukladu sil, moc chwilowa ukladu sil

Praca catkowita uktadu sit L jest calkg z pracy elementarnej 6L uktadu sit:
L= j 5L (2.13)

Natomiast praca elementarna uktadu sit oL jest sumg prac elementarnych wszystkich sit dL;
dziatajacych w uktadzie:
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SL=) 3L, (2.14)

Z kolei praca elementarna sity jest rowna iloczynowi sity E 1 elementarnego przesunigcia

dt, punktu, w ktérym zaczepiona jest sita:

8L, =PdT, (2.15)
P
M é dr,,
Vu
Rys. 2.3
Moc chwilowa uktadu N to pochodna pracy elementarnej wzglgdem czasu
oL
N=—— 2.16
" (2.16)
Jezeli bryta znajduje si¢ w ruchu postepowym, to moc chwilowg mozna oblicza¢ wg wzoru:
N=PV,, [W] (2.17)

gdzie P to wypadkowy wektor uktadu sil, ¥, to wektor predkosci.

Zadanie 2.3. Na bryle o cigzarze Q znajdujacej sie na powierzchni plaskiej dziata uktad sit

przedstawiony na rysunku: stata sita F i sita reakcji sprezyny S. Nalezy obliczy¢ prace
wykonang przez uktad sit przy przesunigciu uktadu z potozenia I do Il o A, oraz moc uktadu w
potozeniu II, jezeli wiadomo, Ze warto$é predkosci bryty wynosi wowcezas vy, .

Dane:

Q [N]

F [N]=const.
S=kx,, [N]
k[N/m]=const.
A [m]

vy [m/s]

Rozwiazanie. Bryla porusza si¢ ruchem postgpowym, zatem mozna ja modelowaé punktem,
np. M. Nalezy przyja¢ uktad odniesienia oraz wprowadzi¢ sily dziatajace na masg. Punkt
przemieszcza si¢ z potozenia I do II wiec nalezy wprowadzi¢ wektor predkosci V,,, oraz

wektor elementarnego przemieszczenia dx,, o zwrocie zgodnym z wektorem predkosci.

15
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Rozwigzanie. Prace elementarne sit dzialajacych na bryte to:

8L,=Fdx,, = Fdx,, (2.18)

8L,=Qdx,, =0 (2.19)

SL,=Ndx,, =0 (2.20)

SL,=Sdx,, = —Sdx,, = —kx,,dx,, (2.21)
gdzie dt,=dX,,. Praca elementarna ukfadu sit to

oL =(F—kxM)dxM (2.22)
Prace catkowitg uktadu sit otrzymuje si¢ przez catkowanie powyzszego rownania

L=ISL:]‘(F—kxM)dxM :FX—%kxz (2.23)

0

Moc chwilowa uktadu to:

N=PV,; = (F+Q+N+S) Vy; =(F-S) Vi = (F—kA) V}; [W] (2.24)

Zadanie 2.4. Wahadlo matematyczne o dtugosci 1 i ciezarze Q wykonuje oscylacje wokot

potozenia rownowagi. Znany jest przebieg kata wychylenia wahadta 6= 0 (t). Nalezy obliczy¢
pracg wykonang przez uklad sit dziatajacych na wahadto oraz moc uktadu.

Dane:

Q[N]

6=0,cos(wt) [rad]; 6, [rad]=const.; ® [rad/s]=const.
OM=1 [m]

XY Q
Rys. 2.5

Rozwiazanie. Prace elementarne sit dziatajacych na bryle to:
8L, = Qdr,, = —Qsinfdr,, (2.25)
8L, = Ndr,, =0 (2.26)
Praca elementarna uktadu sit to

16



oL = —Qsin 0dr,, (2.27)
Przemieszczenie elementarne punktu M mozna wyrazi¢ w funkcji elementarnego obrotu jako:

dr,, =1d0 (2.28)
zatem praca elementarna to:
oL = —Qlsin6d6 (2.29)

Prace catkowitg uktadu sit otrzymuje si¢ przez catkowanie powyzszego rownania
0

L= j SL = j —Qlsin0d6 = Ql(cosd - 1) (2.30)
0
Moc chwilowa uktadu to:

N=PV,, =(Q+N)v,, = -Qsin6v,, = -Qsind61=QI6 wsinbsin (wt) [W]  (2.31)
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3. ROWNOWAGA UKLADU W POLU POTENCJALNYM

Zgodnie z kryterium Lagrange’a Dirichleta rownowaga ukladu wystepuje w polu
potencjalnym tam gdzie potencjal pola jest minimalny.

Zadanie 3.1. Na sprezynie o wspotczynniku sprezystosci k zawieszono mas¢ m. Nalezy
okresli¢ potozenie rOwnowagi statycznej masy.

Dane:
k [N/m]
m[kg]
A
I,
: : k
potozenie rdwnowagi v
statycznej masy g
A 4
m X
v

Rys. 3.1. lo to dlugo$¢ poczatkowa sprezyny, As to przypuszczalna statyczna deformacja
sprezyny, x to zatozone przemieszczenie masy mierzone od potozenia rownowagi statycznej

Rozwigzanie. Potencjat uktadu to:
V=V +V, (3.1)
gdzie: Vi to potencjal sprezyny, V> to potencjat masy w polu ziemskim. Potencjal sprezyny
to:
1

V, = EkAz (3.2)
gdzie: A=Astx to catkowita deformacja spr¢zyny. Potencjal masy w polu ziemskim to:

V, = —-mgx (3.3)
Zatem calkowity potencjal jest funkcja zatozonego przemieszczenia masy:

V=V(X)= %k(xs +x)> —mgx (3.4)

W celu znalezienia minimum potencjatlu V nalezy zastosowal znane z matematyki
postepowanie poszukiwania minimum funkcji:

%V = k(\g +X) —mg (3.5)
N =kh;—mg=0 (3.6)
X |, o

Stad wynika, ze As=mg/k. Jest to statyczna deformacja sprezyny, czyli w potozeniu
rownowagi statycznej sprezyna jest wstepnie napieta bo przenosi site S=kis. Sprawdzamy
jeszcze czy potencjal osigga minimum czyli czy jest spelniony nastepujacy warunek:
Y
ox’

>0 (3.7)

2
Roézniczkujac rownanie (3.5) otrzymamy, ze p =k >0, czyli warunek jest spetniony k ma
X

7 =

warto$¢ dodatnig.
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Zadanie 3.2. Do preta o masie m i dlugosci | zamocowanego przegubowo w punkcie A
zamocowano dwie sprezyny o wspoOlczynnikach sprezystosci ki 1 ko. Nalezy okresli¢
potozenie rownowagi statycznej ukladu.

Dane :
K, } [N/m]
k 2

m [kg]
AC=1[m]

1
AS=—1[m
2[ ]

1
AB=—1m
3[ ]

k
potozenie rownowagi € S B A
statycznej uktadu ;, '
X

X~
Cy

Rys. 3.2

Rozwiazanie. Po wychyleniu ukladu z polozenia réwnowagi statycznej o kat ¢ punkty B, S i
C doznaja matych przemieszczen xg, Xs 1 Xc. Potencjat uktadu to:

V=V +V, (3.8)
gdzie: V1 to potencjal sprezyn, V» to potencjat masy w polu ziemskim. Potencjat sprezyn to:
1 1
vV, = EklAf +Ek2A§ (3.9)

gdzie: A1=Asi+xB, Ar=Asxtxc to catkowite deformacje sprezyn. Potencjat masy w polu
ziemskim to:
V, = —mgxg (3.10)

Przemieszczenia punktéw sa zwigzane z katem wychylenia pregta poprzez nastepujace
zalezno$ci:

1.
Xp :glsm(p

1. .
Xg :Elsm(p (3.11)
X = Ising

Zaktada si¢ ze kat ¢ jest maly tzn. w praktyce |p[<0.3 [rad]. Wowczas mozna skorzystac z
przyblizenia sing=¢, czyli:

Xp :%lcp

1
Xg :El(p (3.12)
Xc =lg
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Zatem catkowity potencjal jest funkcja kata wychylenia preta:

1 1 1 1
V=V(p)= Ekl()\‘SI +§1(P)2 +Ek2()‘sz +19)* _Emgl@ (3.13)
Szukamy minimum funkcji V czyli:
ov 1 1 1
— ==k, l(Ag; +=10) +k,I(Ag, +19) ——mgl (3.14)
op 3 3 2
N =lk11XSI +k, 1A, —lmglzo (3.15)
%|,, 3 2
. .. ., s . .. Xz AB .
Wiadomo, iz z podobienstwa trojkatdow wynika proporcja, ze — = Ik czyli:
Xc
5!
Ast _ 3 (3.16)
Ay, 1
Z rownan (3.15) i (3.16) mozna okresli¢ statyczne deformacje sprezyn jako:
—_
—k, +6k,
3 (3.17)
3mg
7\‘SZ = 2—
§k1 + 6k,

W potozeniu réwnowagi statycznej sprezyny sg wstepnie napigte bo przenoszg sity Si=kiAsi 1
So=koAs2. Sprawdzamy jeszcze czy potencjal osigga minimum czyli czy jest spetlniony
nastepujacy warunek:

2
0 \2/ >0 (3.18)
oo
e : .0V 1., ) . :
Rézniczkujac réwnanie (3.14) otrzymamy, ze 0’ —§k11 +k,lI” >0, czyli warunek jest

spelniony bo ki 1 ko sg dodatnie.
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4. DYNAMIKA UKLADU PUNKTOW MATERIALNYCH
a) wspolrzedne srodka masy ukladu

Zadanie 4.1. Dany jest mechanizm plaski — uklad korbowo-wodzikowy. Znane sg cigzary
bryt Q, (_)2 1 63, dtugosci cztonow 1 1 2 oraz kat obrotu korby 1. Nalezy okresli¢
wspotrzedne $rodka masy ukladu oraz predkos¢ srodka masy uktadu.

Dane:
Q
Q, ¢ [N]
Q,
OA =1 [m]
AB=a[m]
¢ =0(t)
Y a
1 A
2
Sm) e
SOONNANNNNY
® o |_B=S,(m,)

*
©v

Rys. 4.1

Rozwigzanie. Wprowadza si¢ srodki masy kazdej bryty jako Si, S2 1 S3 (to te same punkty, co
srodki ciezkosci bryt), wigc:
1

OS, =—r

21 (4.1)
AS,=—a

2

W tych punktach umieszcza si¢ masy mi, mz 1 m3 i mamy ptaski uktad mas. Wspotrzedne
srodka masy catego ukladu okresla si¢ z zaleznosci:

mxg =m X, + m,X, + m;X, (4.2)
mys =m;y, +m,y, +msy, (4.3)
gdzie z geometrii wynika, ze:
X, =—cos = Lsin
175 ¢ Yi 5 ¢
a . a .

X, =TICOSP + Ecosa y, =Isin@ —Esm(x (4.4)
X, = ICOSQ +acosa y; =0

oraz:

2
sino = £sin(p coso = , /1 —r—zsinch 4.5)
a a

Zatem na podstawie (4.2) 1 (4.3) wspotrzedne srodka masy to:

23



Xg = rcos(p + —=—————— —acosa (4.6)
m, +m, +m, m, +m, +m,
—m, +m, lm2
2 . 2 .
Vs = rsin(p — ——=———asino 4.7)
m, +m, +m, m, +m, +m,
. . ;. . . _ Q] _ Qz . _ Q3 : .
Wykorzystujac zaleznos$ci (4.5) oraz wiedzac, ze m;, = —, m, = —= 1 m, = —, zapisano:
g
'Q,+Q,+Q o, +Q
~ X1 2 3 A X2 3
X, =2 rcos@+—2——Ja> —r’sin’p (4.8)
Q+Q,+Q; Q+Q,+Q;
1 1
EQI +5Q2
yg = ————=——18InQ (4.9)
Q +Q,+Q;

Poniewaz kat obrotu bryty 1 jest funkcja czasu, to parametryczne réwnania ruchu $rodka
masy sg rowniez funkcja czasu. Predkos¢ srodka masy uktadu to:

Vs =/Xg + 4 (4.10)

gdzie:
! +Q, + ! +
, EQI Q+Q; EQZ Q, rcosQ .
Xy =— + . Qrsing (4.11)
Q1 + Qz + Q3 Q1 + Qz + Q3 a2 —I‘ZSil'lz([)
1 1
5 Q + 5 Q,
Vg = =——=——@rcosQ (4.12)
; Q+Q,+Q,
b) wektor pedu ukladu
Wektor pedu uktadu jest rowny wektorowi pedu srodka masy uktadu, czyli:
Qs =mvy =Y m, (4.13)
rzutujac rownanie (13) na osie uktadu odniesienia otrzymano:
Q,, =mxg (4.14)
Qg, =myjy (4.15)
Qg, =mzg (4.16)

Zadanie 4.2. Dla ukladu jak w zadaniu 1 nalezy obliczy¢ wektor pedu uktadu.

Rozwiazanie. Znajac rzuty predkosci srodka masy w uktadzie xy, rzuty wektora pgdu na osie
uktadu okreslono jako:

rCos ¢

a’ —r’sin’@

Qs _1{1Q1+Q2+Q3+(1Q2+Q3]' ](prSin(P (4.17)
gl 2 2

Qy, = i(Ql +Q, ) preos (4.18)
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Wartos¢ wektora pedu to:

Qs =4/Qs +Q5, =

L 1 .
. (2Q1+Q2+Q3+(2Q2+Q3J

rcos @

a’ —r’sin’g

2
J sinz(pﬁL%(Ql +Q, )2 cos’@ {kgg}
s

(4.19)
Kierunek wektora pedu okreslono poprzez podanie kata pomiedzy wektorem pedu a osig x
jako:

QSy

Sx

B = atan (4.20)

¢) dynamiczne réwnania ruchu srodka masy

Kazdy uktad punktow materialnych ma jeden charakterystyczny punkt zwany $rodkiem masy.
Ruch $rodka masy wynika z rOwnania:

mag =Y P, (4.21)

gdzie m to calkowita masa uktadu, ag to wektor przyspieszenia Srodka masy uktadu, E to

wektor wypadkowy sit zewnetrznych dziatajagcych na uktad, gdyz tylko takie sity moga
spowodowac ruch $rodka masy uktadu. Rzutujac rownanie (4.21) na osie uktadu odniesienia
otrzymano dynamiczne réwnania ruchu $rodka masy uktadu

mig =) P, (4.22)
mys => P, (4.23)
m%zz% (4.24)

Zadanie 4.3. Pryzma 1 pozostaje na nieruchomej powierzchni poziomej. Po bryle 1
przemieszcza si¢ bryla 2. Znane jest przemieszczenie wzgledne s bryty 2 wzgledem 1. Znane

sg ciezary bryt Q, i Q, oraz zalozono, ze pomiedzy podtozem a brytg 1 nie wystepuje tarcie.
Nalezy poda¢ dynamiczne réwnania ruchu srodka masy.

Dane:

s=s(t) [m]

o [rad]

A [m]=const.

b [m]=const.

pu=0

warunki poczatkowe:
dlat=t,=0[s],x, =x,, [m], X, =v,, [m/s]
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yA

\ Lo

Rys. 4.2

Rozwiazanie. Wprowadza si¢ wszystkie sity zewngtrzne dziatajace na uklad. W
rozpatrywanym przypadku beda to ciezary bryt oraz reakcja normalna podtoza N. Nie
wprowadza si¢ reakcji pomiedzy brytami 1 i 2 poniewaz s3 to sity wewngtrzne uktadu.
Dynamiczne rownania ruchu $rodka masy majg postac:

mX = ZRX =0 (4.25)
Z =N-Q, - (4.26)
Poniewaz Wspolrze;dne srodka masy uktadu maja postacé:
< = m X, +m,X, mgXx, +mpXx, (4.27)
m, +m, m
m,y, +m m,y, +m
o= IYI ZYZ — lyl ZYZ (4'28)
m, +m, m
zatem roOwnania (4.25) 1 (4.26) przyjma postac:
m,X, +m,X, =0 (4.29)
my, +m,y, =N-Q, -Q, (4.30)
Z geometrii uktadu wynika, ze:
X, =? = h,=const.
{ ! {“ o 4.31)
X, =X, —b+scosa y, = A—ssina

czyli
_ L,
{’.‘1 o {Vl ) (4.32)

X, = X, +Scosa y, =—ssina

X, =? y,=0
R L (4.33)
X, =X, +Scosa y, = —Ssina
1 rownania ruchu $rodka masy zapisano jako:
m X, +m, (X, +Scosa) =0 (4.34)
-m,ssina = N-Q, -Q, (4.35)
Z réwnania (4.35) wyznaczono warto$¢ sity nacisku na podloze:
N=Q, +Q, —m,ssino=Q, +Q, (1 ——sma] (4.36)
g
Natomiast z rOwnania (4.34) wyznaczono przyspieszenie masy mj:
g, = mafcosa 437)
m, +m,
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Rozwigzujac powyzsze rdwnanie mozna obliczy¢ predkos¢ 1 przemieszczenie masy mj:

%, =220 o (4.38)
m, +m,
g, - MaSCOsT e (439)
m, +m,
Podstawiajac do rownan (4.38) 1 (4.39) warunki poczatkowe wyznaczono stale catkowania:
C,=v,, +220°0%¢ (4.40)
m, +m,
C,=x,, + 22000 (4.41)
m, +m,
gdzie s, 1 §, to znane poczatkowe przemieszczenie 1 predkos¢ wzgledna masy 2. Wiedzac, ze
m, = Q im, = Q ostatecznie rbwnania opisujace ruch bryty 1 beda miaty postac:
g g
= _ Qyscosa + (Vm +Mj t+x,,+ (8 c080 (4.42)
Q+Q, Q+Q, Q+Q,
— Q,Scosa rv, + Q,s,cosa (4.43)
Q +Q, Q+Q,
— Q,scosa (4.44)
Q+Q,
Natomiast ruch masy 2 na kierunku osi x opisany jest rOwnaniami:
o =[1--2scosa [ Q_J oy
Q+Q, Q +Q, Q+Q,
%, = 1-— 2 Jscosat v, +22B0c0se (4.46)
Q+Q, Q +Q,
X, = 1—L Scosa. (4.47)
Q+Q,

Ruch masy 11 2 na kierunku osi y jest znany i1 okreslony rownaniami (4.31)-( 4.33).

Dla danych liczbowych Q1=40 [N], Qi=10 [N], s=0.2t*> [m], a=0.5 [rad], u=0, g=10 [m/s],

x10=0 [m], vio=0 [m/s] otrzymano rozwigzanie zadania prostego dynamiki przedstawione na
rys. 4.314.4.

a A b c A
) 4 ) ) o4
—. 014 @ &
= -0.1 Q2
£, £ £ 1
~ -0.2 — = 0.1
< . > o _
. 0.2 e
-0.3
0 1 2 3t[s] 0 1 2 3t[s] 0 1 2 3t[s]

Rys. 4.3. Rozwigzanie zadania prostego dynamiki: a) przemieszczenie masy mi, b) predkos¢
masy mi, ¢) przyspieszenie masy m; na kierunku osi x
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&
£

c) A
2 1 0.5
—_ ) )
E £ £ ]
o1 = 05 = 0.25-
X < 1
0 1 2 3t[s] 0 1 2 3t[s] 0 1 2 3t[s]

Rys. 4.4. Rozwigzanie zadania prostego dynamiki: a) przemieszczenie masy m, b) predkosé
masy mp, ¢) przyspieszenie masy mz na kierunku osi x

Warto$¢ sity nacisku okreslona wzorem (4.36) dla przyjetych danych wynosi N=49.81 [N].

Zadanie 4.4. Dany jest mechanizm plaski pokazany na rys 4.5. Znane sg cigzary bryt Q,, Q,

i Q,. Znany jest kat obrotu bryly 1. Na bryte 3 dziata sita F. Zatozono, ze w uktadzie nie
wystepuje tarcie. Nalezy poda¢ dynamiczne rownania ruchu srodka masy uktadu.

Dane:

Q

Q, ¢ [N]

Q,

F [N]=const.

o=t [rad], =const.
OA=r [m].

b [m]=const.

pu=0

yA

S,(m,)

Xo 10 , T F |
B_1_ X
0) = b 3 STTITTTTT
Ql u:()
Qy
Rys. 4.5

Rozwigzanie. Wprowadza si¢ wszystkie sity zewngtrzne dzialajace na uklad. W
rozpatrywanym przypadku beda to cigzary bryl, reakcje podpory w punkcie O oraz reakcja
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normalna N w punkcie B. Nie wprowadza sie reakcji pomiedzy brytami 1 i 2 poniewaz s3 to

sity wewnetrzne uktadu. Dynamiczne réwnania ruchu srodka masy majg postaé:
mxg =mX, +m,X, +m;X, = X, —F

myg =my, +m,y, +m;y; = N+Y, —Q, -Q, - Q;

Z geometrii uktadu wynika, ze:

czyli

X, =%cos(wt)

X, =rcos(mt)

X,=rcos(ot)+b

) ro.
X, =~ 5 wsin(ot)

X, =—rosin(ot)

X,=—rosin(mt)

. T
X=-3 o’cos(wt)

X,= -1 cos(mt)

X,=—T10 cos(mt)

ro.
' 5 sin(wt)

y,=Tsin(wt)

y;=0

\2 Z%cocos((nt)

¥, =Tmcos(mt)

¥,=0

y,=— % o’sin(wt)

¥,=0

1 réwnania ruchu §rodka masy zapisano jako:

—(% m, +m, + mBerzcos(mt) =X, -F

y,=—r10’sin(ot)

—(% m, +m, )rwzsin(cot) =N+Y,-Q,-Q,-Q,
Z réwnania (4.53) wyznaczono warto$¢ reakcji Xo:

Xo = F—(%Q1 +Q, +Q3j%cos((ot)
Natomiast z rOwnania (4.54) mozna wyznaczy¢ jedynie sumg¢ reakcji N i Yo:

N+Y, =Q, +Q, +Q, —GQI +szﬁsm(wo
g

(4.48)
(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

Dla danych liczbowych Q1=Q>=10 [N], Q3=30 [N], F=20 [N], =5 [rad/s], r=0.3 [m], g=10
[m/s?] otrzymano rozwigzanie przedstawione na rys. 4.6.

a
)60

Xo [N]

1 2 3t[s]

0

2

3ts]

29



Rys. 4.6. Rozwigzanie: a) reakcja Xo, b) suma reakcji N+Yo

Zadanie 4.5. Bryla 2 o cigzarze Qz pozostaje na nieruchomej powierzchni poziomej. Do

bryly 2 przymocowany jest niewywazony krazek 1 o ci¢zarze Q tak, Zze moze obracac si¢
wokot punktu A. Odlegtos¢ srodka masy kragzka od punktu A wynosi € — to tzw. mimosrod.
Krazek obraca si¢ wokot punktu A z predkoscia katowa . Zatozono, ze w uktadzie nie
wystepuje tarcie. Nalezy poda¢ dynamiczne rownania ruchu srodka masy i rozwiazac je.

Dane:

AS,=e [m]

pu=0

o [rad]=const.

warunki poczatkowe:

dla t=t,=0 [s], x, =0 [m], x , =0 [m/s]

Ya XA

Rys. 4.7

Rozwigzanie. Wprowadza si¢ wszystkie sity zewngtrzne dzialajace na uklad. W

rozpatrywanym przypadku beda to cigzary bryl oraz reakcja normalna podtoza N. Nie
wprowadza si¢ reakcji pomiedzy brytami 1 i 2 poniewaz s3 to sity wewngtrzne uktadu.
Dynamiczne rownania ruchu $rodka masy majg postac:

mX, =mX, +m,X, =0 (4.57)
myg =m;y, +m,y, =N-Q,-Q, (4.58)
Znajac predkos¢ katowa krazka, mozna wyznaczy¢ kat jego obrotu jako:
t
(p=J- odt = ot (4.59)
0
Z geometrii uktadu wynika, ze:
X, =X , tecos(mt = H +esin(ot
1~ %A (wt) Y1 (ot) (4.60)
X, =X, y, = h=const

gdzie xa jest nieznane. R6zniczkujgc rownania (4.60) otrzymano:
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{Xl =X , -ewsin(ot) {yl = emcos(wmt) 461)
X, =X, ¥, =0 ‘
{3&1 =X , -e’cos(ot) {yl = —em’sin(mt) 4.62)
X, =X, ¥,=0
i rownania ruchu $rodka masy zapisano jako:
m, (X , -ec’cos(wt)) + m,X, =0 (4.63)
-m,ew’sin(ot) = N-Q, —Q, (4.64)
Z réwnania (4.64) wyznaczono warto$¢ nacisku na podioze:
N=Q,+Q,-—L ew’sin(wt) (4.65)
g
Natomiast z rOwnania (4.63) wyznaczono przyspieszenie punktu A:
2
_ Q,em’cos(mt) (4.66)

XA
Q+Q,
Rozwigzujac powyzsze rownanie mozna obliczy¢ predkos¢ 1 przemieszczenie punktu A:
i = Q,emsin(wt) ‘C

(4.67)
A Q1+Q2 1
x, == ecosO) L (4.68)
Q+Q,
Podstawiajac do rownan (4.67) i (4.68) warunki poczatkowe wyznaczono stale catkowania:
C =0 (4.69)
c, =2 (4.70)
Q+Q,

Znajac ruch punktu A mozna okresli¢ ruch srodkoéw mas bryt 1 1 2 z réwnan (4.60) — (4.62).
Istotny jest fakt, ze bryta 2 porusza si¢ na kierunku osi x, co w praktyce w ukladach
technicznych jest niedopuszczalne. Kazde urzadzenie musi by¢ zabezpieczone przed
przesuwaniem si¢. Ponadto w prezentowanym uktadzie zachodzi mozliwos¢ oderwania si¢
bryly 2 od podtoza, co nastapi wowczas gdy reakcja N bedzie réwna zero. Zatem reakcja ta
musi spetnia¢ warunek N>0 a stad wynika, ze predkos¢ katowa ® nie moze by¢ dowolna, ale
musi spetnia¢ ograniczenie:

Q,+Q, -&emzsin(mt)>0 (4.71)
g

Aby unikna¢ konieczno$ci spetniania tego ograniczenia uklad nalezy przymocowaé do
podioza np. §rubami. Woéwczas uktad begdzie unieruchomiony a §ruby beda przenosi¢ reakcje
na kierunku pionowym y i poziomym x. Woéwczas rownanie ruchu $rodka masy na kierunku x
bedzie

mX; =mX, +m,X, =X (4.72)
gdzie X to reakcja w Srubach. Wowczas punkt A bedzie nieruchomy, wigc

X,=—ew’cos(mt) “473)
%,=0 '
Zatem reakcja X to:
X=— Q ew’cos(mt) (4.74)

Reakcja ta jest zmienna w czasie i zalezy od kwadratu predkosci katowe;.

31



Dla danych liczbowych Qi=5 [N], Q2=20 [N], e=0.003 [m], p=0 [-], g=10 [m/s’], ®=100
[rad/s]=955 [obr./min] otrzymano przebiegi sit reakcji X i N przedstawione na rys. 4.8.

a

~

20

X [N]

-20

0 1 2 3t 0 1 2 3 t[s]
Rys. 4.8. Rozwigzanie: a) warto$¢ reakcji X, b) wartos¢ reakcji N
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5. DYNAMIKA RUCHU OBROTOWEGO

Zadanie 5.1. Bryla w postaci preta o cigzarze Q zamocowanego przegubowo w punkcie A

stanowi wahadto fizyczne. Zostatlo ono wytragcone z potozenia réwnowagi statycznej. Podac
rownanie ruchu wahadta i1 jego rozwigzanie.

Dane:

Q[N]
AB=I [m]

AS=% [m]

warunki poczatkowe:
dla t=t,=0 [s], o=0¢,, =0

X

Rys. 5.1

Rozwigzanie. Wprowadzono wszystkie sity dzialajgce na bryte. W rozpatrywanym
przypadku bedzie to cigezar bryty oraz reakcje podpory w punkcie A. Dynamiczne rownanie
ruchu preta ma postac:

IAq'):—Q%sin(p (5.1)

Jest to rownanie opisujace ruch obrotowy preta wzgledem punktu A. Jego rozwigzanie
wymaga przyjecia zatozenia, ze kat ¢ jest maly tzn. w praktyce |9[<0.3 [rad]. Wowczas
mozna skorzysta¢ z przyblizenia sing~¢ i napisa¢ réwnanie ruchu w postaci:

o]
IAq)+QE(p =0 (5.2)
Wygodnie jest zapisa¢ roGwnanie (5.2) w postaci:
pto’e=0 (5.3)
gdzie
1
0’ =Q— 5.4
Q o0 (5.4)
Rozwigzanie rownania rozniczkowego (5.3) ma nastepujaca postac:
¢ = C,cos(wt)+C,sin(mt) (5.5)

Rézniczkujac rownanie (5.5) otrzymano:
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¢ = —C,osin(ot)+C,mcos(mt) (5.6)
Podstawiajac do rownan (5.5) 1 (5.6) warunki poczatkowe wyznaczono state C; 1 C; jako:

C =
1= (5.7)
C,=0
Ostatecznie rownanie (5.5) przyjmie nastgpujaca postac
¢ = @,cos(mt) (5.8)

Roéwnanie to opisuje ruch harmonicznie zmienny.

Dla danych liczbowych Q=10 [N], 1=0.25 [m], g=10 [m/s?], ¢o=0.3 [rad] otrzymano przebieg
rozwigzania (5.8) przedstawiony na rys. 5.2.

8 tIs]

T=271/® [S]
Rys. 5.2. Przebieg kata obrotu preta ¢

Okres ruchu jest zwigzany z czesto$cig ® nastepujacym wzorem:
2n 2n
() T

1 z zalezno$ci (5.4) mozna wyznaczy¢ masowy moment bezwladnosci bryty wzgledem $rodka
obrotu jako:

_ QT
2(2n)’
Powyzsze podejscie wykorzystuje si¢ do doswiadczalnego wyznaczania masowych

momentdw bezwladnosci bryt o skomplikowanych ksztattach. Wystarczy z bryly zrobic¢
wahadto fizyczne, wytraci¢ je z polozenia rownowagi i zmierzy¢ okres ruchu T [s].

(5.9)

I, (5.10)

Zadanie 5.2. Krazek obraca si¢ w ptaszczyznie xy wzgledem osi przechodzacej przez punkt
O pod wptywem przylozonego do niego momentu napgdzajacego M. Poda¢ rownanie ruchu
krazka 1 jego rozwigzanie.

Dane:

Q[N]

r [m]

M=Msin(wt)

M, [Nm]=const.

o [rad/s]=const.
warunki poczatkowe:
dla t=t,=0 [s], ¢=0, ¢=0
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Rozwiazanie. Wprowadzono wszystkie sily 1 momenty dziatlajace na bryle. W
rozpatrywanym przypadku bedzie to ciezar krazka, reakcje podpory w punkcie O oraz
moment napedowy M. Dynamiczne réwnanie ruchu krazka ma postac:

[,§=M (5.11)
gdzie masowy moment bezwtadnosci kragzka wzgledem punktu O to:
I, :lmr2 :lgr2 (5.12)
2 2g
Roéwnanie (5.11) mozna zapisaé w postaci:
M, .
$ =—"sin(ot) (5.13)
IO
Catkujac dwukrotnie rownanie (5.13) otrzymano:
o= —%cos((nt)JrCl (5.14)
I,o
M, .
¢0=- Lo sin(wt)+C,t+C, (5.15)
(6]

Podstawiajac do rownan (5.14) 1 (5.15) zerowe warunki poczatkowe wyznaczono state Ci 1 C»
jako:
M
C,=—2
I,o (5.16)
C,=0
Ostatecznie kinematyczne parametry ruchu krazka to
M )
¢ =—%[ot—sin(ot)] (5.17)

2
I,o

¢ =f/[—°[l—cos(cot)] (5.18)

o®

¢= % sin(wt) (5.19)

O

Dla danych liczbowych Q=20 [N], r=0.1 [m], M¢=1 [Nm], ©=5 [rad/s], g=10 [m/s’]
otrzymano rozwigzanie zadania prostego dynamiki przedstawione na rys. 5.4.
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Rys. 5.4. Rozwigzanie zadania prostego dynamiki: a) kat obrotu krazka, b) predkos$¢ katowa
krazka, c) przyspieszenie katowe krazka

Zadanie 5.3. Krazek o masie m; i promieniu R obraca si¢ wokot osi z. Wzdhuz cigciwy AB
porusza si¢ punkt M o masie my. Wiadomo, ze gdy punkt M jest w potozeniu I to jego
predkos¢ wzgledem krazka wynosi 0, natomiast kragzek obraca si¢ z predkoscia katowa wi. Ile
bedzie wynosi¢ predkos¢ katowa krazka, gdy punkt M zajmie potozenie II 1 bedzie posiadat
predkos¢ wzgledem krazka réwna u.

Dane :

m,
} [ke]
m

2

R [m]

Rys. 5.5

Rozwigzanie. Poniewaz sity zewne¢trzne dziatajace na uktad to cigzary bryt dzialajace
réwnolegle do osi z, to te sity dajg wzgledem osi z moment rowny

>M,(P)=0 (5.20)

Wynika z tego, ze kret uktadu wzgledem osi z jest staty, a to oznacza, Ze:
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K, =K} = const. (5.21)
Kret uktadu w potozeniu I to suma kretu krazka i krgtu masy my (kret to moment pedu masy
wzgledem osi z):

K, =L, +m,v,R (5.22)
Masowy moment bezwtadnosci krgzka wzgledem osi z wynosi:

I, = %mle (5.23)
Natomiast predkos$¢ punktu M w potozeniu I wynosi:

vy =V, =0oR (5.24)
Ostatecznie kret uktadu w potozeniu I wyrazono jako:

K. = (I, +m,R* o, (5.25)

Kret uktadu w potozeniu II to suma kretu krazka poruszajacego si¢ z predkoscia katowa o 1
kretu masy mo poruszajacej si¢ wzgledem krazka wzdhuz cieciwy z predkoscia u:

K) =10, +m,vyh (5.26)
Predkos¢ punktu M w potozeniu II wynosi:

vy =o.h+u (5.27)
Zatem kret uktadu w potozeniu Il wyrazono jako:

K) =10, +m,(o,h+uh (5.28)
1 nastepnie:

K! = (I, +m,h ko, +m,uh (5.29)
Na podstawie zaleznos$ci (5.21) mozna zapisac:

(I, +m,R? Jo, = (I, + m,h?Jo, +m,uh (5.30)

Z powyzszego rownania wynika predkos¢ katowa krazka w potozeniu II:

oy =2 rmR o, _m,uh (5.31)
I, +m,h

Zadanie 5.4. Hamulec tasmowy. Krazek hamulca tasmowego 1 obraca si¢ wokot
nieruchomej osi i w chwili, gdy jego predkos¢ katowa wynosi wo rozpoczyna si¢ jego

hamowanie, bo do dzwigni 2 przylozono stalg site P, ktéra napina ciegno (tasme) c-c
opasujaca krazek. Okresli¢ dynamiczne rownanie ruchu obrotowego krazka i rozwigzaé to

réwnanie tak, aby wyznaczy¢ czas t; [s], po ktérym krazek zatrzyma sie.

Dane:

Q, [N]

P [N]

o, [rad/s]
AB=a [m]
BC=b [m]
o [rad]

. . 3
i) :1:\/;r [m]
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Rys. 5.6

Rozwiazanie. Sily zewng¢trzne dzialajace na krazek to:
Q - ciezar krazka,

S

X : : :
¢ } - rekcje podpory statej na ptaszczyznie,

S

S . o .

§1 } - sity reakcji ciggna opasujgcego krazek.
2

Zaktadamy, ze krazek 1 jest wywazony statycznie, tzn. ze jego $rodek masy S lezy na osi

obrotu. Dynamiczne rownanie ruchu krazka to:

I$, =(S,-S))r (5.32)

Poniewaz zetknigcie ciggna z kragzkiem to wspotpraca powierzchni chropowatych, dla ktorych
wspotczynnik tarcia suchego to p, a ciggno opasuje krazek, gdzie kat opasania ¢=180°=n
[rad], to zalezno$¢ miedzy sitami napiecia ciggna wynika ze wzoru Eulera, czyli:

S, =8S,¢e" (5.33)
Napigcie S; jest wigksze od S» co wynika z rownania (5.32), bo aby krazek zatrzymat sig, jego
przyspieszenie katowe € =@, musi by¢ ujemne, czyli S;> S;. Wprowadzajac zaleznos¢ (5.33)
do (5.32), mamy réwnanie:

I, =S, (1-¢")r (5.34)
Masowy moment bezwtadnosci krazka to:
I =1, -mr’ (5.35)
co wynika z  twierdzenia  Steinera, gdzie I,=mi’= &iz [kgmzj, czyli
g

I :&i2 —&r2 :&(i2 —rz):&r2 [kgmz] .
g g g
Wartos¢ sity napiecia ciggna S okreslimy z rdGwnania rownowagi statycznej dzwigni

2. Dzwignia jest w rownowadze statycznej, a sily na nig dziatajace to P, S,, X, Y;.

Zaldézmy np., ze jej cigzar wilasny jest maty, czyli przyjmijmy, ze Q2=0. Wykorzystujemy
rownanie rownowagi statycznej dla dzwigni 2, czyli:

ZM( ) =Pb—S,asina =0 (5.36)
Stad
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b

S, =P— (5.37)
asina.
Poniewaz wiadomo (co wynika z rownowagi ciggna c-d), ze:
S,=S, =P b (5.38)
asina
réwnanie (5.34) bedzie
I = P(e" ~1)=-2P (5.39)
asino
gdzie A = t.>r (e“‘p - 1) = const. Catkujac obustronnie rownanie (5.39) mamy, ze
asina
L,¢, = -APt+C, (5.40)
Lo, = —%XPterCltJrCz (5.41)

State catkowania C; i C, okre$limy z réwnan (5.40) i (5.41), jezeli do tych réwnan
wprowadzimy warunki poczatkowe, czyli dla t=t¢=0 [s], ¢1=0, ¢,=w,. Wowczas Ci=Iswo,
(C>=0 1 ostatecznie parametry katowe ruchu hamowanego krazka to

€ =0, = —%P to przyspieszenie katowe krazka (5.42)
S

0 =0 = —%PH&)O to predkos¢ katowa krazka (5.43)
S

0 = —LPt2 +o,t to kat obrotu krazka (5.44)

S
Hamowany krazek zatrzyma si¢ po czasie t=t; [s] gdy jego predkos¢ katowa bedzie zerem,
czyli z rownania (5.43) mamy, ze

0= —I&Ptﬁrmo (5.45)
S
Stad okres$limy czas hamowania ti, czyli
I
t,=—w,[s 5.46
1= 5y o8] (5.46)

Z réwnania (5.46) wynika, ze im wartos¢ sity P bedzie wigksza, to czas hamowania t; bedzie
mniejszy. Jezeli PA=0 — tak bedzie np. gdy p=0 — to wowczas ti=ow, czyli krazek nie zatrzyma
sie. Jezeli bedzie nas interesowac ile pelnych obrotow wykona krazek w czasie hamowania, to
z roOwnania (5.44), wprowadzajac za t=t;, okreslimy kat obrotu @i [rad] i wowczas ilos¢
petnych obrotéw krazka bedzie okreslona jako:

nzﬁzl_swg

2n  4PAn

Jezeli przyjmiemy np., ze Q=2 [N], a=0.1 [m], b=0.2 [m], r=0.2 [m], ¢=n [rad], o=
7/6 [rad], wo=10n [rad/s], to dla r6znych wartosci wspotczynnika tarcia suchego p oraz sity P,
czas hamowania oraz liczba obrotéw krazka beda rdzne, co podano w ponizszej tabeli.

(5.47)

p |[P[N]|ti[s] |[n

0212 0.09 10.22

05]2 0.02 |0.05
028 0.022 | 0.06
0.5]8 0.005 ] 0.01
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Powyzej rozwazany przyktad to rozwigzanie tzw. zadania prostego dynamiki. Mozna rowniez
rozwigza¢ tzw. zadanie odwrotne dynamiki, wowczas narzucamy kinematyke uktadu (mo)
oraz ti, a szukamy warto$ci sity P.
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6. DYNAMIKA RUCHU PLASKIEGO

Zadanie 6.1. Krazek o ciezarze Q i promieniu r toczy si¢ bez poslizgu po chropowatej i
odksztatcalnej powierzchni poziomej pod wptywem przytozonej pary sit M. Podaé rownania
ruchu krazka i okresli¢ dopuszczalne wartosci M.

Dane:

Q [N]

r [m]

f [m]

1)
M-=const.

zerowe warunki poczatkowe

Aky
Q)
M
7 & D\
Si Vs
r Qy T, x
u N,
ft
Rys. 6.1

Rozwigzanie. Wprowadza si¢ wszystkie sity i momenty sit dzialajace na krazek. W
rozpatrywanym przypadku bedzie to moment M, ciezar brylty Q oraz reakcje podtoza w

punkcie A: reakcja normalna i styczna (sila tarcia). Zaklada si¢ toczenie krazka bez poslizgu,
z czego wynika, ze predkos¢ srodka masy S to:

Vg =10 (6.1)
lub w inne formie:

Xg =T1¢ (6.2)
Rézniczkujac rownanie (6.2) otrzymano przyspieszenie srodka masy:

Xy =1¢ (6.3)
Dynamiczne rdwnania ruchu krazka to:

mX, =T, (6.4)

my, =N, -Q (6.5)

L(p=M-T,r—N,f (6.6)
Krazek nie moze odrywac si¢ od podtoza, zatem

ys=1, ¥s=0, ¢ =0 (6.7)
czyli z rébwnania (6.5) mozna wyznaczy¢ sit¢ nacisku:

N, =Q (6.8)

Nalezy teraz rozwigza¢ uktad rownan (6.3, 6.4, 6.6), w ktoérych niewiadomymi sg ¢, xs, Ta.
Sita tarcia jest tu wielko$cig nieznang i nie nalezy tu wprowadzac¢ tarcia rozwini¢tego. Uktad
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réwnan (6.3, 6.4, 6.6) nalezy rozwigza¢ w nast¢pujacej kolejnosci. RoOwnanie kinematyki
(6.3) nalezy wprowadzi¢ do rownania (6.6):
X.S

ST:M_TAr_NAf (6.9)
Na podstawie réwnania (6.9) wykorzystujac rownanie (6.8) sile tarcia zapisano jako
M X f
T,=—-1,—5-Q- (6.10)
r r r
Podstawiajac powyzsze réwnanie do réwnania (6.4) otrzymano
mt =M X of (6.11)
r r r

1 nastepnie wykorzystujagc wzor okreslajacy masowy moment bezwtadnosci krazka wzgledem
jego srodka masy:

I :lmr2 :gr2 (6.12)
2 2g
przyspieszenie $srodka masy wyznaczono jako
xS:M_szg (6.13)
3Qr

Catkujac dwukrotnie powyzsze réwnanie wyznaczono predko$¢ i przemieszczenie $rodka
masy krazka jako:

Xg = M-Qf 2gt+C, (6.14)
3Qr

Xg = M-Qf gt’+C t+C, (6.15)
3Qr

Przyjmujac zerowe warunki poczatkowe, z réwnan (6.14) i (6.15) wyznaczono stale
calkowania:

C =0
(6.16)
C,=0
Ostatecznie parametry liniowe ruchu krazka to
xS:M_szg (6.17)
3Qr
xS:M_Qf 2gt (6.18)
3Qr
Xg = M- Qf gt (6.19)
3Qr

Aby odbywat si¢ zatozony ruch musi by¢ spetniony warunek, ze predkos¢ srodka masy
krazka jest wigksza od zera x{ >0, co prowadzi do warunku:

M-Qf >0 (6.20)
Stad wynika dolne ograniczenie momentu M w nastepujacej postaci:
M > Qf (6.21)

Wréémy teraz do rownania (6.10), z ktorego nalezy wyznaczy¢ site tarcia. Wynosi ona:
M M-Qf f

T, Q- (6.22)
r 3r r
1 nastepnie:
T, :%M_Qf (6.23)
r
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Wiadomo ze statyki, ze sila tarcia nie moze by¢ wigksza od tarcia rozwinigtego, czyli:

T, <pN, =pQ (6.24)
Stad powstaje warunek

%M —Qf uQ (6.25)
z ktorego wynika gorne ograniczenie momentu M w nastepujacej postaci:

M SQr(%;H%J (6.26)

Ostatecznie nalezy stwierdzi¢, ze zatozony ruch krazka wystapi wowczas, gdy przytozony
moment M spetnia nastg¢pujacy warunek:

Qf<M£Qr(%p+£] (6.27)
r
Taki przypadek odpowiada ruchowi kota napedzajacego samochadd.

Zadanie 6.2. Krazek o ciezarze Q i promieniu r toczy si¢ bez poslizgu po chropowatej i
odksztatcalnej powierzchni poziomej pod wptywem przylozonej sity G. Podaé réwnania
ruchu krazka i okre$li¢ dopuszczalne wartoéci G .

Dane:
Q[N]

r [m]

f [m]

1)
G=const.

zerowe warunki poczatkowe

ALy

\ £

Rys. 6.2

Rozwigzanie. Wprowadza si¢ wszystkie sily dzialajagce na krazek. W rozpatrywanym
przypadku bedzie to ciezar bryty Q, sita G powodujaca ruch oraz reakcje podtoza w punkcie

A: reakcja normalna i styczna (sita tarcia). Zaktada si¢ toczenie krazka bez poslizgu, z czego
wynika, ze predkos¢ srodka masy S to:

Vg =IO (6.28)
lub w inne formie:
Xg =T1¢ (6.29)

Rézniczkujac rownanie (6.29) otrzymano przyspieszenie srodka masy:

43



Xy =1¢ (6.30)
Dynamiczne rdwnania ruchu krazka to:

mX, =G-T, (6.31)

mys =N, -Q (6.32)

Lp=T,r—N,f (6.33)
Krazek nie moze odrywac si¢ od podtoza, zatem

ys=1, ¥s=0, =0 (6.34)
czyli z rbwnania (6.32) mozna wyznaczy¢ sit¢ nacisku:

N, =Q (6.35)

Nalezy teraz rozwigza¢ uktad rownan (6.30, 6.31, 6.33), w ktorych niewiadomymi sg ¢, Xs,
Ta. Sila tarcia jest tu wielkos$cig nieznang i nie nalezy tu wprowadza¢ tarcia rozwinigtego.
Uktad réwnan (6.30, 6.31, 6.33) nalezy rozwigza¢ w nastepujacej kolejnosci. Rownanie
kinematyki (6.30) nalezy wprowadzi¢ do réwnania (6.33):

[ 25 =T,r—N,f (6.36)
r
Na podstawie réwnania (6.36) wykorzystujac rownanie (6.35) sile tarcia zapisano jako
T, =254 QL (6.37)
r r

Podstawiajac powyzsze rownanie do rownania (6.31) otrzymano
X

i} f
mity =G -1 —+-Q— (6.38)

r
1 nastgpnie wykorzystujac wzor okreslajacy masowy moment bezwtadnos$ci krazka wzgledem
jego srodka masy:

I :lmr2 :gr2 (6.39)
2 2g
przyspieszenie srodka masy wyznaczono jako
g - 9r=Qf,, (6.40)
3Qr

Calkujac dwukrotnie powyzsze réwnanie wyznaczono predkos¢ 1 przemieszczenie srodka
masy krazka jako:
Gr—-Qf

% = 20t+C 6.41

s 30r g, ( )

g, =S e i, (6.42)
3Qr

Przyjmujac zerowe warunki poczatkowe, z rownan (6.41) i (6.42) wyznaczono state
catkowania:

C =0
(6.43)
C,=0
Ostatecznie parametry liniowe ruchu krazka to
g =90y, (6.44)
3Qr
g =9 (6.45)
3Qr
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= Gr-Qf
i 3Qr

Aby odbywat si¢ zatozony ruch musi by¢ spetniony warunek, ze predkos¢ srodka masy
krazka jest wigksza od zera x{ >0, co prowadzi do warunku:

ot? (6.46)

Gr-Qf >0 (6.47)
Stad wynika dolne ograniczenie sity G w nast¢pujacej postaci:
G> Q£ (6.48)
r
Wrbéémy teraz do rownania (6.37), z ktorego nalezy wyznaczy¢ site tarcia. Wynosi ona:
T, =2 of (6.49)
3r r
1 nastepnie:
T, = Gr+2Qf (6.50)
3r
Wiadomo ze statyki, ze sita tarcia nie moze by¢ wigksza od tarcia rozwinigtego, czyli:
T, <uN, =pQ (6.51)
Stad powstaje warunek
Gr+20Qf <uQ (6.52)
3r
z ktérego wynika gérne ograniczenie sity G w nastgpujacej postaci:
GSQ(3u—2£] (6.53)
r

Ostatecznie nalezy stwierdzi¢, ze zalozony ruch krazka wystapi wowczas, gdy przytozona sita
G speia nastgpujacy warunek:

Q£<GSQ(3H—2£j (6.54)
r r

Taki przypadek odpowiada ruchowi kota ciggnionego w samochodzie.

Zadanie 6.3. Krazek o cigzarze Q i promieniu r odwija sie z liny i jednoczesnie zeslizguje sie

z chropowatej réwni pochylonej do poziomu pod katem a. Poda¢ réwnania ruchu krazka i
rozwiazac je.

Dane:
Q [N]
1 [m]
f [m]

1
zerowe warunki poczatkowe
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Rys. 6.3

Rozwiazanie. Wprowadza si¢ wszystkie sily dzialajace na krazek. W rozpatrywanym
przypadku bedzie to cigzar bryly Q, sita w linie P oraz reakcje podtoza w punkcie A: reakcja

normalna i styczna (sita tarcia). Zaktada si¢, ze pod wptywem ci¢zaru wlasnego krazek odwija
si¢ z liny 1 $lizgajac si¢ przemieszcza si¢ po rowni. Zatem punkt C to chwilowy srodek obrotu
krazka, z czego wynika, ze predkos¢ srodka masy S to:

Vg =IO (6.55)
lub w inne formie:

Xg =T1¢ (6.56)
Rézniczkujac rownanie (6.56) otrzymano przyspieszenie srodka masy:

Xy =1¢ (6.57)
Dynamiczne rdwnania ruchu krazka to:

mXg = Qsina—P-T, (6.58)

my; = N, —Qcosa (6.59)

[(p=Pr—-T,r (6.60)

Ze wzgledu na $lizganie si¢ krazka po rowni nalezy wprowadzi¢ tarcie rozwinigte, czyli sita
tarcia to:

T, =uN, (6.61)
Zauwazamy, ze krazek nie moze odrywac si¢ od podtoza, zatem

Ys =1, ¥s =0, s =0 (6.62)
czyli z rdbwnania (6.59) mozna wyznaczy¢ sit¢ nacisku:

N, =Qcosa (6.63)
a nastepnie z rbwnania (6.61) sile tarcia:

T, = pQcosa (6.64)

Po podstawieniu sity tarcia do rownan (6.58) i (6.60), tworza one wraz z rOwnaniem
kinematyki (6.57) nastgpujacy uklad trzech rownan,

Xg =10 (6.65)
mX = Qsino.— P —pQcosa (6.66)
I;¢ = Pr — pQrcosa (6.67)

w ktorych niewiadomymi sg ¢, xs, P. Podany uklad réwnan mozna rozwigza¢ np. w
nastgpujacy sposob. Wykorzystujac wzor okreslajacy masowy moment bezwladnosci krazka
wzgledem jego srodka masy:
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I :lmr2 :gr2 (6.68)

2 2g
1 wprowadzajgc rownanie kinematyki (6.65) do rownania (6.67) otrzymano:
%ris = Pr —pQrcosa (6.69)
g

Z powyzszego rownania wyznaczono sit¢ P jako
P= gxs + 1Qcosa (6.70)
2g
1 podstawiono do réwnania (6.66). Otrzymano rownanie:
mXg :Qsin(x—zgiis —2uQcosa (6.71)
g
z ktorego przyspieszenie srodka masy wyznaczono jako
X =§(sina—2ucosa)g (6.72)

Calkujac dwukrotnie powyzsze réwnanie wyznaczono predkos¢ 1 przemieszczenie srodka
masy krazka jako:

X :%(sinoc—2ucosoc)gt+Cl (6.73)
Xg = %(sina —2pcosa ) gt* +C, t+C, (6.74)
Przyjmujac zerowe warunki poczatkowe, z (6.73) 1 (6.74) wyznaczono state catkowania:
C =0
(6.75)
C,=0
Ostatecznie parametry liniowe ruchu krazka to:
X =§(sina—2ucosa)g (6.76)
.2,
X =§(sma—2ucosa)gt (6.77)
X :é(sinoc—ZucosoQgt2 (6.78)
Parametry katowe ruchu krazka to:
) =3£(sina—2ucosa)g (6.79)
r
0 =3£(sina—2ucosa)gt (6.80)
r
(p:3L(sinoc—2ucosq)gt2 (6.81)
r

Z réwnania (6.70) mozna teraz ostatecznie wyznaczy¢ site¢ w linie, jako:
P= %(sina +pcosal ) (6.82)

Aby odbywat si¢ zalozony ruch musi by¢ spelniony warunek, ze predkos¢ srodka masy
krazka jest wigksza od zera X4 >0, co prowadzi do warunku:

sina —2pcosa > 0 (6.83)
Stad wynika dolne ograniczenie kata pochylenia rowni w nast¢pujacej postaci:
tga > 2 (6.84)
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7. DYNAMIKA UKLADU BRYL

Ruch kazdej brylty w uktadzie opisuje si¢ podajac dynamiczne réwnania jej ruchu. Podaje si¢
rowniez rOwnania wynikajace z kinematyki uktadu. W ten sposéb uzyskuje si¢ uktad rownan
rézniczkowych.

Zadanie 7.1. Uklad trzech bryt porusza sie pod wptywem sity F przylozonej do bryty I.
Bryla 1 o cigzarze Ql porusza si¢ po chropowatej powierzchni. Jest ona potaczona za pomoca

nierozciagliwej liny z kragzkiem 2 o ci¢zarze (_)2 podpartym przegubowo w punkcie O. Krazek
2 jest polaczony za pomocg nierozciggliwej liny z krazkiem 3 o cigzarze (_)3 toczacym si¢ po

chropowatej 1 odksztatcalnej réwni pochylonej do poziomu pod katem a. Promienie krazkow
sg znane. Poda¢ rownania ruchu bryt i rozwigzac je.

Dane:

Q

Q, ¢ [N]

Q,

R,=2r,=2r,=2r [m]
i =2r [m]

f [m]

1)

o [rad]

F=const.

zerowe warunki poczatkowe

D Ee——
Na 1
F Va A | §l: (
T
~
DS
Rys. 7.1

Rozwigzanie. Wprowadza si¢ wszystkie sily zewnetrzne 1 wewngtrzne dziatajace na bryty. W
rozpatrywanym przypadku sily zewnetrzne to cigzary bryt, reakcje podlozy (normalne i
styczne), reakcje podpory w punkcie O oraz sita F przylozona w punkcie A. Z kolei sity
wewnetrzne to sity, ktore ujawniaja si¢ po przecieciu lin taczacych bryty.

a) Kinematyka uktadu:
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Bryta 1 jest w ruchu postepowym, bryta 2 jest w ruchu obrotowym, bryta 3 jest w ruchu
ptaskim. Zaktadamy predkos$¢ np. punktu A czyli va 1 wyrazamy interesujace nas predkosci w
funkcji predkosci va:

VA VA

W, =—A="A (7.1)
L, T

vy =R,0, =2v, (7.2)

o, =¥ _oYa (1.3)
I, r

Poniewaz okres$lono interesujagce nas parametry liniowe i1 katowe ruchu przy zalozeniu
predkosci punktu A, oznacza to, ze analizowany uklad jest ukladem o jednym stopniu
swobody. Predkos¢ punktu A nazywaé mozna predkoscig uogoélniong, wowczas wspotrzedng
punktu A mozna nazywac¢ wspotrzedng uogolniona.

Roéwnania kinematyki podamy teraz w nastepujacej symbolice:

vV, =X, (7.4)
®, =, = XTA (7.5)
v, =1, =2%, (7.6)
®, =, :2’%\ (7.7)

Okreslimy teraz dynamiczne réwnania ruchu bryl.
b) Rownania ruchu bryty 1 (ruch postepowy w plaszczyznie xy):

mX, =F-T, =S, (7.8)

my, =N -Q =0 (7.9)
Roéwnanie (7.9) mozna przyrownaé do zera bo z zatozenia punkt A porusza si¢ po linii prostej
rownoleglej do osi x, czyli yg =const., ¥y, =0. Poniewaz bryta 1 slizga si¢ po chropowate;j
powierzchni, wprowadzamy tarcie rozwinigte:

T, =N, (7.10)
¢) Réwnania ruchu bryty 2 (ruch obrotowy wokét punktu O):

m,%X, =S, - X, —S, cosa =0 (7.11)

m,y, =Y, —-Q,—-S,sina=0 (7.12)

Ig)(ljz = Sllrz —-S,R, (7.13)

Réwnania (7.11) 1 (7.12) mozna przyrowna¢ do zera, bo punkt O nie porusza si¢, czyli

X, =0, ¥, =0.Masowy moment bezwladnosci krazka 2 to: 15’ =m, (ig) )2 _4Rp

d) Réwnania ruchu bryly 3 (ruch ptaski, najwygodniej jest przyjac osie ui w jak nga rysunku):
m,ii, =S, — T, - Q,sina (7.14)
m,W,; =N, -Q;cosa=0 (7.15)
196, = T,r, - N,f (7.16)

Réwnanie (7.15) mozna przyréwnaé¢ do zera bo z zalozenia punkt B porusza si¢ po linii
prostej rownoleglej do osi u, czyli w, =const., w, =0.
e¢) Zaleznosci sitowe w linach:

S, =S, (7.17)

S, =S, (7.18)
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f) Rownania wynikajace z kinematyki uktadu:

6, =22 (7.19)
i, =2%, (7.20)
o, =224 (7.21)

r
Mamy 14 réwnan ((7.8)-( 7.21)) i 14 niewiadomych: xa, 2, @3, us, S1, S1’, S2, S2’, T1, T3, N1,
N3, Xo, Yo. Rozwigzanie tych réwnan dla zerowych warunkéw poczatkowych jest
nastepujace:

F-pQ, -2Q, (f + sina]
X, =
A Q, +4Q, +6Q, 8
F-pQ, -2Q, (f + sina]
X, = t 7.22
ATTTQ A +6Q,  C (722

F-pQ, -2Q, (f + sina}
r

X, = gt
2(Q, +4Q, +6Q;)

2

F-uQ, -20Q, (f+ sinaj
b= —Qraareay
F-puQ, -20Q, (f+ sinaj

(Q, +4Q, + 2Q3 )r
F-uQ, -20Q, (f+ sinaj
2(Q, +4Q, +r6Q3)r

(7.23)

(pz:

2

0, =

F-pQ, —2Q, (f +sinaj
R TR TR R
F-pQ, —2Q, (f +sinaj

(Q, +4Q, + 2Q3 )r
F-uQ, -2Q, (f+ sinaj
(Q, +4Q, + 2Q3)r

(7.24)

¢3:2

2

0, =
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F—pQ, -2Q, (f + sinaj
U =2 L g
Q, +4Q, +6Q,
F—pQ, -2Q, (f + sinaj
i, =2 d gt (7.25)
Q, +4Q, +6Q,
F—-uQ, —2Q; (f + sinaj
Ug = . gt’
Q, +4Q, +6Q,
Q,Q; (£ —=3p+sina) - 2pQ,Q, + F(2Q, +3Q;)
S, =8, = L (7.26)
Q, +4Q, +6Q,
(Q,+4Q,)( - +sina) +3(F Q)
S,=S,= : Q, (7.27)
Q, +4Q, +6Q,
T =0, (1.28)
(Q, +4Q, +4Q3)£—2Q3sina+ F—-pQ,
T, = L Q, (7.29)
Q, +4Q, +6Q,
N, =Q (7.30)
N, =Q,cosa (7.31)
Q,Q; (2-cosa) (f -3u+sinaj -41Q,Q,-4Q,Q, (ersin(xj cosa+F(4Q,+6Q,-Q,cosa)
_ r r
o Q+4Q,+6Q,
(7.32)
(Q+4Q,)("+sine) + 3(F Q)
Y, =Q, + I Q,sina (7.33)

Q, +4Q, +6Q,
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Zadanie 7.2. Uktad korbowo-wodzikowy przedstawiony na rys. 2 porusza si¢ pod wptywem
przytozonego do bryly 1 momentu M. Ruch odbywa si¢ w ptaszczyznie xy. Przyjacé, ze w
uktadzie nie wystepuje tarcie. Poda¢ réwnania ruchu bryt.

Dane:

Q

Q, ¢ [N]

Q;

OA =r[m]
AB=1[m]
OS, =1/2 [m]
AS, =12 [m]
a[m]

r/l=A

p=0

M [Nm] = const.

zerowe warunki poczatkowe

3 ‘N\3

a pu=0

Rys. 7.2. odleglo$¢ a okresla potozenie punktu zetknigcia bryty 3 z podiozem, %=X<l to

wynika z faktu, ze bryta 1 ma wykonywac petne obroty

Rozwigzanie. Wprowadza si¢ wszystkie sily zewnetrzne 1 wewngtrzne dziatajace na bryty. W
rozpatrywanym przypadku sity zewnetrzne to cigzary bryl, reakcja normalna podtoza N,
reakcje podpory w punkcie O oraz moment M przytozony do bryty 1. Z kolei sity wewnetrzne
to sity, ktore ujawniaja si¢ po rozdzieleniu bryl w miejscach ich potaczen (punkty A i B). Sity
wewnetrzne X ! ?A przypisano bryle 1, sity }_('A, S_(/;, )_(B 1 S_(B przypisano bryle 2, sily )_('B
i Y, przypisano bryle 3.
a) kinematyka uktadu:
Bryta 1 jest w ruchu obrotowym, bryta 2 jest w ruchu plaskim, bryla 3 jest w ruchu
postgpowym. Istotna jest znajomos¢ ruchu §rodkow mas poszczegdlnych bryt. Zaktadajac kat
obrotu bryly 1 ¢ jako wspotrzedna uogélniong oraz predkos¢ katowa bryty 1 w=¢ jako
predkos¢ uogdlniong, opisujemy kinematyke uktadu nastgpujaco:

sina = Asing (7.34)
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Xg = %rcoscp (7.35)

Ys1 = %rsincp (7.36)
Xg, = ICOSQ + %lcosa (7.37)
Vg, = ISing — %lsina (7.38)
Xg; = rcosg + lcosa (7.39)

Okreslimy teraz dynamiczne réwnania ruchu bryl.
b) Rownania ruchu bryty 1:

m X, =X, +X, (7.40)
myg =Y, +Y, -Q (7.41)
106 = M——ercoscp+Y rcos@ — X , 1sin@ (7.42)

Roéwnania (7.40) i (7.41) opisuja ruch srodka masy bryty, natomiast réwnanie (7.42) opisuje
ruch obrotowy bryly wokot punktu O. Masowy moment bezwiadnosci preta 1 wzgledem

punktu O to: I = %mlr2 :l&r2 .

3
¢) Rownania ruchu bryty 2 : ¢
m,Xg, =-X, +X, (7.43)
m,¥g, ==Y, +Y, -Q, (7.44)
106 = —%X Isina. — %Y;lcosa —~ %XBlsina —~ %YBlcosa (7.45)

Roéwnania (7.43) 1 (7.44) opisuja ruch srodka masy bryly, natomiast rownanie (7.45) opisuje
ruch obrotowy bryly wokoét jej srodka masy S;. Masowy moment bezwladnos$ci pregta 2

wzgledem $rodka masy to: 1) = Lm212 19 =217,
12 12 g
d) Rownania ruchu bryty 3:
m Xy, =X, (7.46)
m,yg =Y, +N-Q, =0 (7.47)
> M (P)=Na=0 (7.48)

Réwnanie (7.46) mozna przyrowna¢ do zera bo z zatozenia punkt Sz porusza si¢ po linii
prostej rownolegtej do osi x, czyli yg, =const., ¥, =0. Rownania (7.46) 1 (7.47) opisuja
ruch $rodka masy bryty. Rownanie (7.48) to rownanie réwnowagi statycznej, gdyz bryta 3 nie
moze wykonywac¢ obrotu.

e) Zaleznosci sitowe:

X, =X, (7.49)
Y, =Y, (7.50)
X, =X, (7.51)
Y, =Y, (7.52)
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Mamy 19 rownan ((7.34)-( 7.52)) i 19 niewiadomych: ¢, a, Xs1, ysi, Xs2, ¥s2, Xs3, X0, Yo, Xa,
Ya, Xa, Ya, Xs, Ys, X8, Ys, N, a. Podany uktad réwnan jest uktadem rownan
nieliniowych. Jego rozwigzanie wymaga symulacji komputerowe;.

Zadanie 7.3. Dla ukladu mechanicznego pokazanego na zamieszczonym rysunku podaé
rozniczkowe rdwnania ruchu, zaleznos$ci kinematyczne, znajac warunki poczatkowe, okresli¢
parametry kinematyczne uktadu po czasie t[s].

Dane:

Gl

G, sily cigzko$ci poszczegdlnych bryt [N]

G3

P - sita dzialajaca na bryte 1[N]

M - moment sity dzialajacy na bryte 2 (wywotuje ruch) [Nm]
R1=2r1=2r - promien duzego kota bryly 1 [m]

RZZ%Q - promien duzego kota bryty 2 [m]

2=r - promien matego kota bryly 2 [m]
iV=1P=r - promien bezwladnosci odpowiednio bryty 1, 2 [m]

w

Rys. 7.3
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Rozwiazanie. Rozpatrujemy ruch dynamiczny bryt 1, 2, 3. Analiza kinematyczna ruchu
poszczegbdlnych bryl: bryly 1 1 2 poruszajg si¢ ruchem obrotowym, bryta 3 jest w ruchu
postgpowym. Nastepnie ustalamy kierunek ruchu (np. przemieszczenie ¢2). Okreslamy sity
zewngtrzne dziatajace na bryty, czyli silty czynne i bierne. Na bryty dzialajg sity ciezkosci
przylozone w $rodkach mas poszczegolnych bryl czyli odpowiednio w punktach A, Bi C. W
podporach A 1 B wprowadza si¢ sity reakcji. Z kolei sity wewnetrzne to sity reakeji liny, ktore
ujawniajg si¢ po przecigciu liny, oraz sily reakcji w punkcie E, ktéry jest punktem styku
krazkow. Sity }_(E 1 S_(E przypisano bryle 1, sity )_('E, S_(]L: przypisano bryle 2.

Rézniczkowe rownanie ruchu bryty 1 bedzie miato postaé:

16, =—Pr — Y,R, (7.53)
Rézniczkowe rownanie ruchu bryty 2:
194, =M+SR, +Y.r, (7.54)

Rézniczkowe réwnania ruchu bryly 3 (réwnania te opisujg ruch srodka masy bryly 3 na
kierunkach osi uktadu odniesienia):

m3i3=z P. =0 (ruch odbywa si¢ wzgledem osi y) (7.55)
i=1
m,y,=G, -S' (7.56)

Po okresleniu dynamicznych réwnan ruchu poszczegolnych bryt podajemy zaleznosci sitowe
uktadu. Zaktadamy, ze lina bedzie zawsze napieta:

S=S' (7.57)
Ponadto sity reakcji w punkcie E spelniajg zaleznosci:
X, =X
S (7.58)
YE =YE

Nastepnie okreSlamy zalezno$ci kinematyczne wynikajace 2z rozkltadu predkosci
charakterystycznych punktéw uktadu czyli:

V=V, (7.59)
vp=0,R, (7.60)
ve=y;=0,R,=,R, (7.61)
Krazki 11 2 stykaja si¢ w punkcie E, zatem zachodzi zaleznos¢:
vi=y® (7.62)
Vg):mlRlz(blRl (7.63)
Vi =0,1,=0,, (7.64)
.
== 7.65
¢ R, ?, ( )
Rézniczkujac (7.61) 1 (7.65) otrzymujemy zaleznosci kinematyczne na przyspieszenia:
¥,=¢,R, (7.66)
. L.
== 7.67
¢ R, ?, ( )
Okreslamy momenty bezwtadnosci bryl. Dla bryty 1:
1) =m, (i) =m,r* (7.68)
dla bryty 2:
10 =m, (i)’ =m,r? (7.69)
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W celu wyznaczenia parametrow katowych ruchu bryly np. 2 nalezy skorzysta¢ z rownania
(7.54). Jesli uwzglednimy rownania (7.56) 1 (7.57), z ktorych wynika, ze:

S=S=G, -m,y, (7.70)
oraz rownania (7.53) 1 (7.58), z ktorych wynika, ze:

_ _ (1)
v =y, =Pih® (7.71)
1
otrzymamy
(2): ) —Pr, 115,
I,)$,=M+(G, -m,y, )R, +——2" Ly, (7.72)

1

Uwzgledniajgc rownania (7.66) — (7.69) oraz geometri¢ uktadu otrzymano po przeksztatceniu

przyspieszenie katowe krazka 2:
. (4M+6G,r—2Pr)g

= 7.73
*7(6,+4G,+9G, )r’ (7.73)
Predkosc¢ katowa uzyskamy, catkujgc powyzsze wyrazenie:
. (4M+6G,r—2Pr)g
N TCRFTCRTICR (7.74)
1 2 3
Kat obrotu bryty 2 jest rowny pierwszej calce z predkosci katowe;j, czyli:
(4M+6G,r —2Pr)g t*
= —+C,t+C, (7.75)

%77(6,+4G,+9G,)r* 2
W powyzszych rownaniach wystepuja nieznane wielkosci Ci i Ca. Ich warto$¢ znajdujemy
z warunkoéw poczatkowych. Zakladajac np. zerowe warunki poczatkowe, tzn. dla

t=t,=0, ¢,(0)=0, ¢,(0)=0, otrzymujemy C;=0, C»=0. Ostatecznie réwnania opisujgce
parametry ruchu bryty 2 beda nastepujace:
. (4M+6G,r—2Pr)g
*7(6,+4G,+9G, )’
_ (4M+6G,r—2Pr)g
*7(6,+4G,+9G, )’
_ (4M+6G,r—2Pr)g t*
(G,+4G,+9G, )r2 2
Kinematyczne parametry ruchu bryt 1 i 3 zalezg od kinematycznych parametréw ruchu krazka
2. Mozna je otrzymac korzystajac z zapisanych wczesniej rownan kinematyki.

(7.76)

0,

Zadanie 7.4. Dla uktadu mechanicznego bryl o znanych cigzarach G,, G,, G;, pokazanego

na rysunku, podaé¢ roézniczkowe réwnania ruchu oraz zalezno$ci kinematyczne. Nastepnie,
przyjmujagc zerowe warunki poczatkowe, rozwigza¢ te rownania tak, aby wyznaczy¢
parametry katowe ruchu krazka 3.
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Dane:

Gl

G, ¢ [N]

G3

F[N]

a, B [rad]
R,.1,,1,1,,f [m]
s By [F]

warunki poczatkowe

dlat=t, =0[s], 9,(0) =0 [rad], ¢,(0) =0 [rad/s]
1 — bryta, 2,3 — krazek, 4,5 — lina

Rys. 7.4

Rozwigzanie. Bryla 1 porusza si¢ ruchem postgpowym, bryta 2 jest w ruchu obrotowym,
bryta 3 jest w ruchu ptaskim. Nalezy przyja¢ uktad odniesienia, wygodnie jest to zrobi¢ w taki
sposoOb, aby kierunek jednej z osi uktadu odniesienia, np. osi X, pokrywat si¢ z kierunkiem
ruchu bryty. W przypadku uktadu bryl mozna przyja¢ pomocnicze uktady odniesienia dla
poszczegbdlnych bryt. Nalezy przyja¢ kierunek ruchu punktu M, zaznaczy¢ zalozone
przemieszczenie punktu M, xmi, co wigze si¢ z przyjeciem zalozonego przemieszczenia
katowego krazka drugiego ¢» w prawo, zatozonego przemieszczenia punktu D krazka
trzeciego xp3 oraz zatozonego kata obrotu kragzka 3 w prawo ¢3;. Nalezy wprowadzic¢
wszystkie sity bierne dziatajace na bryly: reakcje podtoza w punkcie styku bryty 1
z podtozem (styczng T, i normalng N, ), reakcje podpory statej punktu utozyskowania krazka

2 (roztozong na sktadowe Xg, i Yg,), reakcje w punkcie styku krazka 3 z podiozem (styczna
T, i normalng N,), oraz sity napiecia lin S,, S,, S5, S;.
Dynamiczne réwnania ruchu bryty 1 beda miaty postaé:

mX,, =S,-T, -G, sina (7.77)

m,y,, =N, —G,cosa (7.78)
Dynamiczne rownania ruchu bryty 2 beda miaty postac:
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1,6, =S;R, -S,r, (7.79)
Dynamiczne rownania ruchu bryty 3 beda miaty postac:

m,X,;, =F-S, -T,+G, sinp (7.80)

m,y,, = N, —G,cosf (7.81)

I,¢, =-S5, —N,f+Tir, (7.82)
Nalezy uwzgledni¢ zalezno$ci:

T, =N, (7.83)

T, <N, (7.84)
Réwnania wigzow sitowych przyjmuja postac:

S,=S, (7.85)

S, =S, (7.86)

Zaktada si¢, ze bryty 1 i 3 caly czas majg kontakt z réwnig, ruch na kierunkach osi
odpowiednio yi 1 y3 nie wystepuje. Z czego wynika, ze:

Yy = const.
Y =0 (7.87)
Y =0
oraz
Yp; = const.
VYp; =0 (7.88)
Yps =0
Zatem z rdwnania (7.78) tatwo okresli¢ warto$¢ reakcji Ny jako:
N,=G,cosa (7.89)
Natomiast z rownania (7.81) mozna okresli¢ warto$¢ reakcji Ns:
N, =G;cosp (7.90)

Nastepnie nalezy wypisa¢ rownania wigzoOw kinematycznych. Zaktadajac, ze liny 4 1 5 sg
nierozciagliwe, wektory predkosci punktéw charakterystycznych M, A i E s3g takie same,
podobnie jak wektory predkosci punktow H 1 K. Stad wynika, ze:

Vy=VA=Vg (7.91)

Vi =Va=0,1, (7.92)
gdzie v,,=X,,,, oraz

V=V, =2V, (7.93)

O,R,=2¢,5,=2v, (7.94)

zaktadajac potozenie chwilowego $rodka obrotu krazka 3 w punkcie C 1 traktujac ruch ptaski
jako chwilowy ruch obrotowy, gdzie v, =X,.

Nastepnie, korzystajac z roéwnan wigzéw kinematycznych, nalezy wyznaczy¢
zaleznos$ci umozliwiajgce okreslenie przyspieszen poszczegolnych punktéw oraz przyspieszen
katowych bryt. Z réwnania (7.92) po jednokrotnym zrézniczkowaniu otrzymamy:

a, =Xy =0,1, (7.95)
natomiast z rownania (7.94) otrzymamy:

0,R, =201, (7.96)
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Poniewaz interesujg nas parametry katowe ruchu krazka 3, nalezy wszystkie przyspieszenia
punktow 1 przyspieszenia katowe bryt wyrazi¢ w funkcji przyspieszenia katowego bryty 3
(¢;). Z (7.96) otrzymamy:

b= (197)
natomiast z (7.95) i (7.97) otrzymamy:

Xy =0,1, = ¢, 2;3? (7.98)
Warto$¢ przyspieszenia punktu D wyrazona w funkcji ¢, na podstawie zaleznosci (7.94)
WYNosi:

ap = Xp; = 051 (7.99)

W rézniczkowych réwnaniach ruchu masy poszczegdlnych bryt nalezy wyrazi¢ w funkcji
znanych wartosci, w tresci zadania podano warto$ci cigzaroOw bryt 1-3, stad:

G =mg, G,=m,g, G, =m,g (7.100)
Po przeksztatceniu otrzymujemy:
mlzga mzzga 1’1’13=& (7.101)
g g g

W rézniczkowych rownaniach ruchu bryl 2 1 3 wystepuja masowe momenty bezwladnosci,
ktorych warto$ci wynosza odpowiednio:

I, =m,i =272 (7.102)
g
1 1 G
I, :Em3r32 :Ejrf (7.103)

Nastepnie nalezy wyznaczy¢ ¢, z rownania (7.82). W réwnaniu tym niewiadome to: Ss oraz

T3. Warto$¢ sity Ss mozna wyznaczy¢ z (7.79) biorac pod uwage (7.77), (7.83), (7.85), (7.86)
1(7.89), gdzie z (7.79) 1 (7.86):

| . !
S,=S, = R—[IBq>2 +S,1, | (7.104)
2
natomiast warto$¢ sity S4 mozna wyznaczy¢ z (7.77) uwzgledniajac (7.83), (7.85) 1 (7.89):
S,=mX,, +T,+G, sina (7.105)
S4:&XM1+M1N1 +G, sina (7.106)
g
.Gy : G, . .
S,=S, = —1X,,t1,G cosa+G, sina =—L K, + G, (p,cosa+sina) (7.107)
g g
Podstawiajac (7.107) do (7.104) otrzymamy:
SSZRL{IB([S2 +&r25§M1 +Gir, (p,cos0+sin a)} (7.108)
2 g
Na podstawie (7.108) z réwnania (7.80) mozna wyznaczy¢ T3, uwzgledniajac (7.90) 1 (7.101):
T,=F-S;+G, sin f-m,X ,, (7.109)
1 .G, . . .o Gy
T3=F-R— L,§, +—15,X,, + G, (n,cosa+sina) |[+G, sinf-— X, (7.110)
2 g g

Podstawiajac (7.90), (7.108) 1 (7.110) do (7.82) otrzymamy:
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1,$, = —;—3{13@ + i1"2iiMl + G, (p,cos0 +sin (x)} — G, fcosp+
? s (7.111)
1. G . . G,
+ F-R— 1§, +— Xy, +G 1, (p,cosa+sina) |+G, sinp-—X, |1
2 g g

W réwnaniu (7.111) nalezy wszystkie przyspieszenia punktow (X,,, X,;) oraz

przyspieszenia katowe bryt (¢, ) wyrazi¢ w funkcji ¢,, korzystajac z zaleznosci (7.97), (7.98)
1(7.99):

. I, 2r, G, 2r.r?
Lo, =— |:I 5 L

+—L232 6. +G,r1, (1n,cosa+sina) |- G.fcosp+
R, R, 0N o R, (08 12(“1 )} 3 B

1 2r. G 2r.r?
+| F-—| I, =@ £Bh & +Gr, (p,cosa+sina) |+G; sin
{ RZ{BRZ ¢, + ¢ R, — ¢ (Hl )} B-— g 3@3}

(7.112)

Grupujac wyrazy w (7.112) i odpowiednio przeksztatcajac otrzymamy:

I, + B4r32 G, 4r2 +G3 216, = —Glﬁ(ulcosa+sina)+
ek % (7.113)

~G,fcosp+Fr, — G, %(ulcosa +sina)+G,r, sin
2

W rownaniu (7.113) uwzgledniamy (7.102) 1 (7.103), wyznaczamy warto$¢ ¢, w funkcji
znanych wielkosci:

Fr,+G, (1, sin B —fecosB ) - 2G, % (p,cosa+sina)

0, = 2 7.114
" G4 G, ar . 3G, . T
g RS gR7 2¢g°
K

Prawa strona réwnania (7.114) jest stata, dla wygody zapisu oznaczono ja jako K. Zadanie
polega na wyznaczeniu katowych parametrow ruchu krazka 3, nalezy jednokrotnie scatkowac
¢, aby otrzyma¢ predkos¢ katowa ¢,, nastepnie jednokrotnie catkujac ¢, otrzymamy kat
obrotu krazka 3, o,:

t t
b, = j ,dt = j Kdt = Kt+C, (7.115)

t
j% = [(Kt+C,)dt=— Kt +C,t+C, (7.116)
0

State caikowanla Ci1 1 C2 wyznaczamy uwzgledniajac warunki poczatkowe w réwnaniach
(7.115) 1 (7.116) dla czasu t=0 [s], otrzymamy:

C =0

C,=0
Ostatecznie, uwzgledniajac zerowe warunki poczatkowe, katowe parametry ruchu krazka 3
WYNosza:

(7.117)
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Fr,+G, (1, sin p—fcosp) — 2G, %(ulcosa +sina)

.. rad
$. = 2 {_} (7.118)
’ G, 45t LG 4r} 2. 3G s?

—2 2+ r
g R gR}? 2¢g°

Fr,+G, (r, sin p — fcosp) - 2G, %(ulcosa +sina)

rad
- 2 ¢ | rad (7.119)
s G, 4r;t; G, 4], 3G, , { s J
P R
g Ry gR " 2¢g
Fr,+G; (1, sin —fcosp) - 2G, %(ulcosa +sina)
05 = 2 t* [rad] (7.120)

2 i4r32§22 +i%1§+§%1§2
g R; g R 2 g

Zadanie 7.5. Opisa¢ zjawisko ruchu mechanizmu pokazanego na rysunku. Uktad
mechaniczny pokazany na rysunku porusza si¢ pod wplywem sil cigzko$ci 1 przylozonego
momentu. Majac dane sily cigzkoSci poszczegolnych bryt P, P,, Py, P,, promienie tych bryt
(R1, Ry, 12, R3), ramig oporu toczenia f, promien bezwladnosci bryly 1 (is®=i [m]), moment
sity M dziatajacy na bryle 2, wspotczynnik tarcia p oraz kat pochylenia réwni a. Nalezy
poda¢ rozniczkowe réwnania ruchu, zaleznosci kinematyczne, nastgpnie przyjmujac zerowe
warunki poczatkowe rozwigza¢ te rGwnania.

Dane:

P1, P2, P3 — sily cigzkosci poszczegdlnych bryt [N],
R>— promien duzego kota bryty 2 [m],

r>— promien matego kota bryly 2 [m],

R1, R3— promienie bryt 1 1 3 [m],

f — rami¢ oporu toczenia [m],

ip®=i — promien bezwtadnosci bryty 2 [m],
M=const — moment sity dziatajacy na bryle 2 [Nm],
u — wspotczynnik tarcia,

a — kat pochylenia rowni.
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Rys. 7.5

Rozwigzanie. Przyjeto uklad odniesienia xy zwigzany z podpora w punkcie B. Ponadto z
réwnig zwigzano drugi uklad odniesienia uw. Nalezy wprowadzi¢ wszystkie sity zewngtrzne i
wewnetrzne dziatajgce na bryty.

Nastepnie okre§lamy zalezno$ci kinematyczne wynikajace z rozkladu predkosci
charakterystycznych punktéw uktadu. Bryta 1 jest w ruchu plaskim, bryla 2 jest w ruchu
obrotowym. Zaktadamy np. predkos¢ katowa krazka 2 ¢, i zapiszemy:

. _9,R,
=— = 7.121
¢ 2R, ( )
uA:(P2_Rz (7.122)

2

. _ oty
= 7.123
¢; R, ( )

Z rozktadu predkosci punktow E 1 F nalezacych do krazka 3 wynika, ze punkt C jest
nieruchomy, 1 krazek 3 znajduje si¢ w ruchu obrotowym wokot punktu C. Zatem bryta 4
pozostaje w spoczynku. Roézniczkujagc powyzsze wyrazenia, otrzymamy zaleznosci
kinematyczne na przys$pieszenia:

. _ O,R,
=_=< 7.124
0, 2R, ( )
ﬁAz%_RZ (7.125)

2

. 0,1,
= 7.126
o, R, ( )
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Dynamiczne réwnania ruchu opisujace ruch bryly 1 maja postac:
m,u, =-T,-S,+P, sina
m,w , =0=N,-P, cosa
I,§,=-SR,-N,f+TR,

Dynamiczne roéwnania ruchu opisujace ruch bryly 2 majg postaé:
m, X, =0=X;-S', cosa
m,y,=0=Y,-P,-S,-S,-S', sina
I;¢,=-S;5,+S,1,*M+S'R,

Dynamiczne réwnania ruchu opisujace ruch bryly 3 maja postac:
m,X.=0
m,y.=0=-P;-S,+S',+S',
I.¢,=S"R;-S",R,

Rownanie opisujace rownowagg statyczng bryly 4 ma postac:
S',=P,

(7.127)
(7.128)
(7.129)

(7.130)
(7.131)
(7.132)

(7.133)
(7.134)
(7.135)

(7.136)

Po okresleniu dynamicznych rownan ruchu poszczegélnych bryt podajemy zaleznosci sitowe

uktadu. Zakladamy, ze wszystkie liny w uktadzie sa zawsze napigte. Bedziemy wigc mieli:

S,=S',

S,=S,

S;=S

S,=S',
Okreslamy momenty bezwtadnos$ci poszczegodlnych bryt:

1

1) — 2

Iy _EmlRI

19=m, (i? ’ =m, i’
B 2\1s 2

1
1§>=5m3R§

Rozwigzujemy poszczegdlne rownania w nastgpujacej kolejnosci:
Z réwnania (7.128) mamy: N,=P,cosa

Z réwnania (7.130) 1 (7.137) mamy: X,=S,cosa

Z réwnania (7.134) 1 (7.138) mamy: S,=P,+P,-S,

Z réwnania (7.131) 1 (7.137) mamy: Y,=P,+P,+P;+S;sina

Z réwnania (7.135) mamy: %Rgﬂ)z =-P,R;-P,R;+25.R,

Z réwnania (7.132) mamy: %(i)zé[')2=-283r2 +P,r,+P,r, tM+S R,

Z réwnania (7.129) mamy: %gRle('pz=-SlR1-fPlcosoc+TlR1
Pleipz -

Z réwnania (7.127) mamy: -T,-S,+P, sina

2g

Z réwnania (7.148) obliczamy Ss:

(7.137)
(7.138)
(7.139)
(7.140)

(7.141)
(7.142)
(7.143)
(7.144)
(7.145)

(7.146)
(7.147)

(7.148)

(7.149)

(7.150)

(7.151)
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P, . 1 1
S3=§r2(p2+5P3+5P4

Z réwnania (7.149) obliczamy S;:

P
SsiKi(i)%—%;jépz-M}
R,[\ g 2g

Z réwnania (7.151) obliczamy Ti:
P
T= {L(& (i)2+—3r22]+—PIR2 :|('[.)2+£ +P, sina
R, g 2g 2g R,

Z réwnania (7.150) obliczamy @, :

2M+P, (stina- 1;2 fcosaj
(‘[')2 = 3 1 g
" PR;+2P,i*+P,1;

Po scatkowaniu okre$limy ¢, oraz ¢, .

(7.152)

(7.153)

(7.154)

(7.155)
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8. DYNAMIKA UKLADU BRYL - METODY ENERGETYCZNE

Zadanie 8.1. Na rys. 1 przedstawiono uklad mechaniczny, ktdrego geometria jest znana.
Wiadomo, ze w potozeniu poczatkowym I predkos¢ bryty 1 byta rowna zeru. Stosujac zasade
réwnowartosci energii kinetycznej i pracy obliczy¢ predkos¢ katowa bryly 4, gdy bryta 1
zajmie potozenie II.

Dane:
m,=m[kg]
m, =2m[kg]
m,=6m[kg]
m,=4m[kg]
my=2m[kg]
r,=r[m]
r,=2r[m]
R,=4r[m]
r,=2r[m]
1.=3r[m]
s[m], u, f[m], a[rad]

M, [Nm] — moment oporu

Rys. 8.1
Rozwigzanie. Zasada roéwnowartosci energii kinetycznej 1 pracy jest przedstawiona

nastepujacym wzorem:
Ey-E =Ly, (8.1)
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W potozeniu I uktad jest nieruchomy a wigc:

E,=0 (8.2)
W potozeniu II energia uktadu bedzie:
BB +ES 4B + B+ B )
gdzie:
1 1
E(Ill)ZEmIV.ZA+EIAO)12 (8.4)
1
By’ =7 m,v; (8.5)
1
By =5 Lo (8:6)
@ _ 1 » 1 2
E; _Em4VD+EIDm4 (8.7)
1
By =2 m,v; (8.8)

Masowe momenty bezwtadnosci:
1 1,

IAZEmlrf:Emr (8.9)
[.=m,i’.=54mr’ (8.10)
ID=%rn4r42=8mr2 (8.11)

W celu opisania zaleznosci kinematycznych zatozono predkos¢ katowa bryly 4 w4, i
okreslono:

Vi =V, =0,I,=20,T (8.12)
Vi =Ve=0,2r,=40,r

¢ T T L o 0=, (8.13)
v =0,R;=4w,r

V, =V =V, =0,I;=20,T (8.14)
V, =0, =0T (8.15)

Z réwnan (8.14) 1 (8.15) otrzymano
0,=20, (8.16)

Uwzgledniajagc masowe momenty bezwtadnosci (8.9) - (8.11) i zaleznos$ci kinematyczne
(8.12) - (8.16) zaleznosci (8.3) - (8.8) przedstawiono nastepujaco:

(4):  EV=2moer’+mo.r’ =3mo;r’
(5):  EP=4mor’
(6):  EY=27mo;r’
(7):  EP=8mw.r’ +4mw.r’ =12mw;r’
(8):  EY=4mw;r’
(3):  E,=50mw;r’
Wykonana praca od potozenia I do II przedstawia si¢ nastepujaco:

L,=[sL (8.17)
gdzie SL to praca elementarna sit dziatajacych na poszczegdlne bryty:
SL=8L" +8L™ + LY + 8L + 81 (8.18)
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Nalezy na rysunku wprowadzi¢ wszystkie sily zewngtrzne i obliczy¢ ich prace (w
rozwazanym zadaniu sity wewnetrzne — sity w linach — pracy nie wykonuj3).

Rys. 8.2

8LV =M, d¢,=(-Prsina-N,f)de, (8.19)
gdzie do, to elementarny obrot.

8L?=Pdt,=(-P,sina-T, )dr, (8.20)
gdzie dt, to wektor przesunigcia elementarnego.

SLY=M.de,=-M_do, (8.21)

SLY=M, do,=P,r,do, (8.22)

SLY=Pdt,=P.dr, (8.23)
Z zalezno$ci kinematycznych (8.12) - (8.16) zapisano

do,=2do, (8.24)

dr,=2do,r (8.25)

do,=do, (8.26)

dr, =2de,r (8.27)
Zalezno$ci sitowe

T,=uN,=pP,cosa (8.28)

N,=P,cosa (8.29)
Podstawiajac zaleznosci (8.19) — (8.29) do (8.18) oraz uwzgledniajac dane otrzymano:

oL= (-6mgrsina-2mgfcosa—4mgrucosa-Mo +1 2mgr) deo, (8.30)

Podstawiajac zalezno$¢ (8.30) do (8.17) otrzymano
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Py
L.,= .[ SL = I (-6mgrsina-2mgfcosa-4mgrucosa-M, +12mgr) de,
0

(8.31)
= (-6mgrsina-2mgfcosa-4mgrucosa-M, +12mgr) o,
Przebyta droge s od potozenia I do Il mozna zapisa¢ jako
=1, (8.32)
Z zalezno$ci kinematycznych (8.16) wiadomo ze
¢, =29, (8.33)
Wstawiajac zaleznos$¢ (8.33) do zaleznosci (8.32) kat obrotu
S
=— 8.34
?, o ( )
Podstawiajac zaleznosci (8.34), (8.31), (8.3) do (8.1) otrzymano
50ma;r’= (-6rngrsin0c-2mgfcosa-4mgrucosa-M0 +1 ngr) 2i (8.35)
r
Szukana predkos¢ katowa bryty nr 4 w potozeniu II jest rowna
(-6mgrsina-2mgfcoso-4mgrucosa-M, +12mgr)s [ rad
0,= 5 — (8.36)
100mr S

Zadanie 8.2. Dla mechanizmu ptaskiego pokazanego na rysunku 1 okresli¢ wielkos¢
predkosci punktu A, gdy z potozenia I (potozenie réwnowagi statycznej) do potozenia II
przebedzie on drogg s. Rozwigza¢ zadanie stosujgc zasade rOwnowartosci energii kinetyczne;j
1 pracy, czyli podstawowa zasad¢ energetyczna.

Dane:
Pl
PZ
P3
P4

r, =1, =T [m]

[N] - cigzary bryt

M [Nm]=const. - moment napgdzajacy

s[m]- droga przebyta przez punkt A z potozenia I do II
arad]
u[-]- wspdtczynnik tarcia suchego chropowatej réwni
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4

Rys. 8.3

Rozwiazanie. Na rysunku pokazano potozenie analizowanego ukladu 1 zaznaczono
charakterystyczne punkty. Podano rowniez wektory predkosci liniowych tych punktéw i
predkosci katowe odpowiednich bryl. O 1 E — to §rodki mas odpowiednich bryl.

Kinematyka uktadu: Bryla 1 wykonuje ruch postepowy, bryla 2 wykonuje ruch
obrotowy, bryta 3 wykonuje ruch ptaski, bryta 4 wykonuje ruch postepowy.
Zatozmy, ze w potozeniu Il znamy predkos¢ punktu A, czyli va, wowczas z rozktadu
predkosci poszczegolnych punktéw uktadu mamy, ze:

VB TVa (8.37)
:’/z :JI;;ZZVA} =V, =0,1,=0,F = coz=VTA (8.38)
zi z;z:r\:A} = v, =20, =20,r = co3=V—‘; (8.39)
VE=%VD =%V , bo punkt G jest chwilowym $rodkiem predkosci bryly 3 (8.40)
VFZVE:%VA (8.41)

Poniewaz wszystkie zaleznos$ci kinematyczne mozna wyrazi¢ w funkcji va, uktad ma jeden
stopien swobody.
Energia kinetyczna catego uktadu wynosi:

E=) EV=E"+E®+E®+E® (8.42)
i=1
Poniewaz polozenie I jest potozeniem rownowagi statycznej uktadu to energia kinetyczna
bedzie wowczas E=0. Natomiast w potozeniu II energia poszczegélnych bryt bedzie
okreslona z zaleznoSci:
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1
EO= 10}

) ] (8.43)
EO=Lm v+~ 102
@_1 2
E —Em4VF
Momenty bezwtadnosci wynosza:
Ig)=lm2r§=l&r§=l&r2 (8.44)
2g° 2¢g
I;f)zlm}rle&rf:l&r2 (8.45)
2 2 g 2 g
Uwzgledniajac (8.39)-( 8.41), (8.44) 1 (8.45), wielkosci (8.43) beda okreslone jako:
po_ 1R
2g A
g 1P s
4 g (8.46)
po_ 3P
16g *
g LB
8 g A

Wstawiajac do zaleznos$ci (8.42) wielkosci (8.46) otrzymujemy energi¢ kinetyczng calego
uktadu:

4 g 16 g 8

2
B i =LY (8p +4p 43P, 2P, =E(v, ) [J]
g 16 g

(8.47)
czyli energi¢ tag wyrazamy w funkcji szukanej wartosci predkosci va.

Aby okresli¢ prace catkowita wykonang przez uklad sit przy przemieszczeniu z
potozenia I do II najpierw okreslimy prace elementarng catego uktadu sit, ktéra wynosi:

SL=) SLY=5L" +3L> +5LV+3LY (8.48)
i-1

Prace elementarne wykonane przez sily dzialajace na odpowiednie bryty beda okreslone jako:
SLD :I_)de :(I_)l +N+T)de =(-Psina-T)dr,  *
SL?=M,dg,=Mdgp,  **
SLO :I_)de +M,do, :(]_)3 +§3 )AL, +S,r,do,=(P,-S,)dr, +S;rdp,  ***
SL9=p dTF ZE dl_‘F =P4 drF skokstok

gdzie :

(8.49)

* P- to suma geometryczna wszystkich sil dziatajacych na brytel a dr, to zalozone
elementarne przesunigcie punktu A,

** M, - to suma algebraiczna momentow sit okre$lonych wzgledem $rodka masy bryly 2 a
de, to elementarny obrot tej bryty,
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#%% P_ to suma geometryczna wszystkich sit dziatajagcych na bryte 3 a dr, to zalozone
elementarne przesunigcie punktu E, natomiast M- to suma algebraiczna momentow sit
okreslonych wzgledem Srodka masy bryly 3 a do, to elementarny obrot tej bryty,

**¥**P_ to suma geometryczna wszystkich sit dziatajacych na bryle 4 a dr, to zalozone

elementarne przesuni¢cie punktu F.
Znajac kinematyke uktadu mozemy okresli¢ elementarne przesunigcia i obroty jako:

d(Pzzdi

- elementarne obroty bryt (8.50)

1 - elementarne przesunigcia odpowiednich punktow (8.51)
dr,=dr,= 5 dr,

Zaleznosci sitowe:

N=P,cosa (8.52)
wynika to z rownowagi sit dziatajacych na bryte 1 na kierunku prostopadtym do rowni.
T=pN=pP cosa (8.53)

Uwzgledniajgc zaleznosci sitowe (8.52), (8.53) 1 kinematyczne (8.50), (8.51), prace
elementarne wykonywane przez uktady sit wyniosa:

SL'V=-P, (sino-+pucoso)dr,
oM,
r
8.54
. a3t
8L(4)=%P4drA

Stad praca elementarna wykonana przez uktad sit bedzie:
6L=[-Pl(sina+ucosa)+M+%P3+%P4}drA (8.55)
r

czyli jest ona funkcja przesunigcia elementarnego punktu A. Praca catkowita wykonana przez
uktad sit przy przejsciu z potozenia I do II, czyli przy przemieszczeniu punktu A o s bedzie
okreslona jako:

L,,=[oL=[| P, (sinotpcosa) -+ Lp+ L, |dr, (8.56)
0 r 2 2

0
) M 1 1
L= -P1(51n(x+ucosa)+—+5P3+EP4 s [J] (8.57)
r

Zasada réwnowartosci energii kinetycznej i pracy okresla, ze:
E,-E,=L,; (8.58)
gdzie:
Eu - energia kinetyczna w potozeniu II (okreslona przez zaleznos¢ (8.47)),
Ei - energia kinetyczna w potozeniu I (Ei=0),
Li.i - praca catkowita wykonana przez uktad sit przy przemieszczeniu z potozenia I do II.
Z zasady réwnowartos$ci energii kinetycznej i pracy wyznaczymy szukang predkosé
punktu A czyli va:
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Iy

6 g

v,=4

(8P, +4P,+3P,+2P, )= {-Pl (sinatpcosa)+ M + % P, + % P,
r

-Pl(sinoﬁrucosm)vLM+1P3+1P4
r 2’2t [2}

8P, +4P,+3P,+2P,

Js=

(8.59)
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