2. Zasada prac przygotowanych (wirtualnych)

2.1. Praca przygotowana

Dany jest punkt materialny poruszajacy si¢ po okreslonym torze (rys. 1). Zgodnie
z geometrig rézniczkowa okre§limy dla punktu o$ t styczng do toru w punkcie
A oraz 0$ normalng n prostopadta do T w punkcie A. Na punkt materialny dziata

uktad sit o wypadkowej P :

P=YP 1)
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Wypadkowa P jest zorientowana w plaszczyznie nt pod katem o do osi 1. Do-
datkowo na punkt dziala reakcja R, ktérej linia dziatania pokrywa sie z osig n.
Wektor predkosci liniowej lezy na osi 1. Wektor v nazywamy tez wektorem
predkosci mozliwej. Wprowadzamy wektor okreslony jako:

Or =A-V (2)
gdzie: 8t - tzw. wektor przesuni¢cia przygotowanego (albo wirtualnego),

v - tzw. wektor predkosci mozliwej (predkosci zgodnej z wigzami),
A - wspotczynnik proporcjonalnosci, ktory przyjmujemy np. A = 1.



Roéwnanie (2) to tzw. wektor przesunigcia przygotowanego (mozliwego), jest on

proporcjonalny do wektora predkosci mozliwej. Gdy ruch opisujemy w uktadzie
Xyz, to:

ST=0x-1+0y-j+0z-k (3)
Wyrazenie:
SL=P-8T =P, -8x+P,-8y+P,-5z=P-drcosa 4)

jest to tzw. praca przygotowana (lub praca wirtualna) wykonana przez site lub
uktad sit.

Zatozmy, ze na uktad narzucone sg wigzy idealnie gtadkie (beztarciowe,
wowczas reakcje wiezow sg tylko reakcjami normalnymi). Jezeli punkt, na ktéry
dziatajg sity, pozostaje w rownowadze statycznej, to:

P+R=0 (5)

gdzie: P - wektor sit czynnych,

R - wektor sit reakcji.

Jesli uktad jest w stanie rownowagi statycznej to praca wirtualna sit czynnych
i reakcji takiego uktadu wynosi zero:



SL=(P+R)8T=P-3T+R-8T =0 (6)
Reakcje wigzow nie wykonujg pracy, bo reakcje sa tylko normalne, czyli:
R-8T=0 (7)
Mozemy wigc zapisac, ze:

SL=P-8Tr=0 (8)
Zalezno$¢ (8) jest to tzw. zasada prac przygotowanych (lub wirtualnych).
Z réwnania tego wynika, ze punkt bedzie pozostawal w rOwnowadze statycznej,
jezeli praca przygotowana wykonana przez wszystkie sity czynne dziatajace na

punkt bedzie rowna zeru! Opisujac ruch w uktadzie xyz, rbwnanie (8) zapiszemy
jako:

SL=P-8T =P, -8x+P, -8y +P,-8z=0 9)

Jezeli wystepuje uktad sil dzialajacych na bryle lub uktad bryl, to zasade prac
przygotowanych okreslimy wowczas jako:

SL:ZH:E-SE:Zn:(PiX-8xi+Piy-8yi+PiZ-Szi)=O (10)
i=1 i=1



Wzor (10) jest to zasada prac przygotowanych dla ztozonego uktadu sit. Row-
nanie to pozwala na szukanie potozenia rownowagi statycznej dowolnego uktadu
sit.



2.2. Praca przygotowana ukladu sil dzialajacych na bryle w ruchu
postepowym

W ruchu postgpowym (rys. 2) mamy: 3t = 0%
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Rys. 2

wowczas prace przygotowang w ruchu postepowym opisuje zaleznos¢:

SL=P-8% =P, x5 +P,-dys+P, 8z, =0

gdzie: P = 2131 - wektor wypadkowy sit dziatajacych na bryte,
i=1

(11)



O, = A- Vg - wektor przesunigcia przygotowanego Srodka masy.
Roéwnanie (11) okresla rownowage statyczng uktadu sit dziatajacych na bryte
w ruchu postepowym.

2.3. Praca przygotowana ukladu sil dzialajacych na bryle w ruchu obrotowym

Bryla pokazana na rys. 3 moze si¢ obraca¢ dookota osi z uktadu odniesienia.

?z — 0$ obrotu bryty
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Rys. 3

Prace przygotowang wykonang przez uktad sit dziatajacy na bryte okreslimy wigc
nastepujaco:



SL=M, -3¢ =0 (12)

gdzie: M, :Z:MZ (1_31) -moment wzgledem osi z pochodzacy od sit
i=1

dziatajacych na bryle,

¢ =A-® - wektor obrotu wirtualnego (przygotowanego).
Roéwnanie (12) jest to zasada prac przygotowanych dla uktadu sit dziatajacych na
bryte w ruchu obrotowym.

2.4. Praca przygotowana ukladu sil dzialajacych na bryle w ruchu
plaskim

W przypadku ruchu ptlaskiego (rys. 4) prace wirtualng okreslimy jako sume prac
przygotowanych w ruchach postgpowym i obrotowym, czyli:



SL=P-8% + M -3¢ =0 (13)

gdzie: }_):Z:I_’i - wektor wypadkowy sit zewnetrznych dziatajacych na bryle,

i=1
M = ZMS (I_’l) - moment sil zewnetrznych okreslonych wzgledem
i=1
srodka masy bryty.
Roéwnanie (13) opisuje zasade prac przygotowanych dla uktadu sit dziatajacych na

bryle w ruchu plaskim. Mozna réwniez prace przygotowang sit w ruchu ptaskim
okresli¢ jako.

SL=M, -3¢ =0 (14)



gdzie: M. = Z M. (1_)1) - moment ogodlny uktadu sit okre§lony wzgledem
i=1
chwilowego srodka predkosci.
2.5. Praca przygotowana ukladu sil dzialajacych na uklad bryl (np.
mechanizm)

Prace przygotowang uktadu sit dziatajacych na uktad bryt liczymy z zaleznosci:

SL=>Y 3L, =0
i=1
(15)
gdzie: OL - praca przygotowana wszystkich sit zewnetrznych dziatajacych na
uktad bryt,

oL - praca przygotowana sil zewnetrznych dziatajacych na i-tg bryte.

Uwaga!
Prace przygotowang sity okresla si¢ podobnie jak prace elementarng sity,
w pierwszym przypadku to praca sity na przesunigciu przygotowanym,
w drugim przypadku to praca na przesuni¢ciu elementarnym.



Przyklad 1

Dla ukladu mechanicznego pokazanego na rysunku, wyznaczy¢ deformacje
sprezyny stosujac zasade prac przygotowanych. Znane sa dlugosci czlonow
mechanizmu AB=BD=2DE=a [m], wspélczynnik sprezystosci sprezyny k [N/m],
wartos¢ sity P [N] oraz katy a [rad] oraz P [rad]. Ciezary czlonéw oraz tarcie
w parach kinematycznych nalezy poming¢. Uklad pozostaje w réwnowadze
statyczne;j.
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Bryta 1 to uktad pretéw podpartych przegubowo w punkcie B. Bryta 3 to wodzik
polaczony z bryla 1 przy pomocy facznika 2. Tak skonstruowany mechanizm jest
ukladem o jednym stopniu swobody, tzn. ze wiezy narzucone na poszczegodlne
czlony umozliwiaja wykonywanie ruchu. Ze wzgledu na narzucone wiezy,
poszczegdlne bryly moga wykonywac nastepujace ruchy: bryla 1 - ruch



obrotowy wokét osi obrotu przechodzacej przez punkt B, bryla 2 - ruch ptaski,
ktéry moze by¢ widziany jako ruch obrotowy wokét chwilowego érodka obrotu,
czyli punktu C, czlon 3 - ruch postepowy. Wiadomo jednak, ze mechanizm
pozostaje w rownowadze statycznej, zatem ruchy nie wystapia. O réwnowadze
statycznej uktadu mechanicznego decyduje réwnowaga uktadu sil dziafajacych
na mechanizm.

Okreslimy przemieszczenia mozliwe do wykonania ze wzgledu na
narzucone wiezy, czyli tzw. przemieszczenia przygotowane (wirtualne)
poszczegdlnych bryt, ktére wynikaja z rozkltadu predkosci liniowych
odpowiednich punktéw i predkosci katowych odpowiednich bry?.
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Zakladamy, ze d¢1 - przemieszczenie wirtualny bryly 1 - jest znane.
Rozpatrujac przemieszczenie przygotowane punktu D, ktéry jest punktem
wspolnym bryt 11 2, zapiszemy

() _ 5=(2)
51331 81}; (pl.1)
6r](3) = 8r](3 )

co oznacza, ze przemieszczenie przygotowane punktu D jest takie samo,
niezaleznie od tego, czy punkt D przypisze sie bryle pierwszej, czy drugiej.
Przemieszczenie przygotowane punktu D, jesli przypisze sie¢ go do bryly 1,
bedzie okreslone jako:

SrS) =BD-6¢, =a-06¢, (p1.2)
ajedli do bryty 2, to
5t =CD -39, (pl.3)

Odlegtos¢ CD okreslimy z A CDE. Kat wierzchotkowy CDE to a + 3, zatem

DE DE a
COS(G+B)_C_D:>CD_COS((1+B)_2-cos(a+[5) (P14)




Z powyzszych wzoréw wynika, Ze przemieszczenie przygotowane bryty 2 to
8¢, =2-cos(a+p)-d0, (p1.5)
Przemieszczenie przygotowane bryly 3 okreslimy jako

dr, = CE -39, (p1.6)

natomiast odlegtoé¢ CE okreslimy z A CDE:
CE a
tg(a+[3):ﬁ:>CE:DE-tg(a+B):E-tg(a+B) (pl.7)

Ostatecznie, uwzgledniajac wzory (p1.5-p1.7) otrzymamy
dr, =a-sin(a+p)-d¢, (p1.8)

O rownowadze statycznej mechanizmu decyduje réwnowaga dzialajacego
ukladu sit. Wprowadzmy na rysunek, zgodnie z zasadami mechaniki, wszystkie
sity zewnetrzne dzialajace na uktad mechaniczny. Sg to:

P - znana sila czynna,
X, Y, - sity reakcji podpory w punkcie B,

N - sita reakcji prowadnic na wodzik,



S - sila reakcji sprezyny, przyjmujac liniowa charakterystyke sprezyny, jej
wartos¢ okresla sie jako S =kA, gdzie A [m] to deformacja sprezyny.
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Jezeli uktad pozostaje w réwnowadze statycznej, to praca przygotowana sit
zewnetrznych bedzie okreslona jako

0L =0L,+0L,+06L, =0 (p1.9)

Poniewaz bryta pierwsza moze by¢ w ruchu obrotowym, to

oL, =M, -6¢, =P-a-5¢, (p1.10)



W przypadku bryty drugiej ruch ptaski mozna widzie¢ jako zlozenie ruchu
postepowego srodka masy cztony i obrotowego wokét srodka masy, lub jako
ruch obrotowy wokét chwilowego srodka obrotu C. To drugie podejscie jest
zwykle wygodniejsze, zatem

oL, =M, 69, =0 (p1.11)

Bryla trzecia moze by¢ w ruchu postepowym, wiec

8L, =P, -0f, = (N +§) -8T, = Ndr,, cos (%J +83r, cos(m) =—-Sdr; = (112)
=—k-A-a-sin(a+p)-3¢,

Dla calego ukladu bedziemy wiec mieli

8L:[P-a—k-A-a-sin((x+[3)].8(pl:0 (p1.13)
Réwnanie to musi by¢ spetnione dla kazdej wartosci 6¢:17#0, czyli

P-a—-k-A-a-sin(a+B)=0 (pl.14)

Stad wartosc¢ szukanej deformacji sprezyny wynosi



P

Uwaga!

Zasadg¢ prac przygotowanych mozna réwniez stosowa¢ w ukladach, gdzie
szukamy sit reakcji. Sity te wprowadzamy do uktadu jako sity czynne tak,
jak pokazano w zamieszczonych ponizej przyktadach.



Przyklad 2

Okresli¢ sity reakcji wiezow belki wspornikowej przedstawionej na ponizszym
rysunku. Belka jest obcigzona parg sit o momencie M, sita ciezkosci G, sila
pozioma F oraz obciazeniem ciggtym.
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Najpierw obcigzenie roztozone zastepujemy sila skupiong Q o wartosci pola
obcigzenia czyli Q = qa/2 i o linii dzialania lezacej w odlegtosci (2/3)a od korica
belki (p. B).
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Nastepnie szukamy kolejno reakcji w utwierdzeniu (p. A). Sa to:
X,, Y, -sily reakcji w punkcie A,

M,, - moment utwierdzenia w punkcie A.



Aby wyznaczy¢ te reakcje, nalezy kolejno wprowadza¢ je (pojedynczo!) jako
sity /momenty czynne do uktadu i jednoczesnie tak zmienia¢ wiezy w punkcie A,
aby byt mozliwy ruch na kierunku, na ktérym dziata sita/moment reakcji. Tzn.
z nieruchomej konstrukcji nalezy kazdorazowo zrobi¢ mechanizm o jednym
stopniu swobody. Ilustruja to ponizsze rysunki.

Najpierw szukamy np. momentu utwierdzenia w punkcie A. W punkcie
A wprowadzono wiezy typu przegub plaski i zaczepiono tam szukany moment
utwierdzenia ~Mau jako ~moment czynny. Wprowadzono réwniez
przemieszczenie przygotowane bryly 0¢, ktérego zwrot mozna przyjac
dowolnie.

yl

' a - N
MAu‘ M "~ il
~(2/3 =
MU Vg 57 »
do _
GY

Bryla moze wykonywa¢ ruch obrotowy wzgledem punktu A. Praca wirtualna sit
czynnych:

SL:MA-8(pz(MAu—M+G-a+Q-§aj-8(p:O (p2.1)



Poniewaz d¢#0, to
4
MAu—M+G-a+Q-§a:O (p2.2)
Z uwzglednieniem wartosci sity skupionej Q, moment utwierdzenia wynosi

MAu=1\/1—G-a—§-q-a2 (p2.3)



Jezeli szukamy skladowej X, reakcji w punkcie A, wprowadzamy wiezy tak,
aby bylo mozliwe przesuniecie bryty na kierunku osi x (wiezy typu tzw. przegub
pryzmatyczny). W punkcie A zaczepiono szukana sktadowa X, jako site czynng
i wprowadzono wektor przemieszczenia przygotowanego 01, , ktérego zwrot
mozna przyja¢ dowolnie.
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Bryta moze wykonywa¢ ruchu postepowy, wiec praca wirtualna sit czynnych to:
3L =P-8T, =(X, +G+Q+F)-8T, =(X, —F)-8r, =0 (p2.4)
Poniewaz dra#0, to

X,-F=0 (p2.5)

wiec wartos¢ szukanej skladowe sity reakcji to

X, =F (p2.6)



Jezeli szukamy sktadowej Y, reakcji w punkcie A, postepujemy podobnie jak

w poprzednim przypadku. Wprowadzamy wiezy tak, aby bylo mozliwe
przesuniecie bryly na kierunku osi y (wiezy typu tzw. przegub pryzmatyczny).

W punkcie A zaczepiono szukana sktadowa Y, jako site czynng i wprowadzono

wektor przemieszczenia przygotowanego Ot,, ktérego zwrot mozna przyjac

dowolnie.
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Bryta moze wykonywa¢ ruchu postepowy, wiec praca wirtualna sit czynnych to:
SL=P-8%, =(Y, +G+Q+F)-8T, =(Y,-G-Q)-8r, =0 (p2.7)
Poniewaz 0ra#0, to

Y,-G-Q=0 (p2.8)

Z uwzglednieniem wartosci sily skupionej Q, wartoé¢ szukanej sktadowe sily
reakcji to



Y, =G+

q-a



